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اساسي هم ريخت و کوچک هم ريخت کوچک، درون ريخت مدول هاي بررسي

کثيري حسين عصاري، امير ، * آل هفت تن علي رضا

ايران دزفول، شاپور، جندي صنعتي دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه

مافي امير مسئول: دبير

١۴٠١/٩/٢٨ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/٢/٢٨ دريافت: تاريخ

به عنوان مدول ها نظريه ي در خود نوبه ي به هرکدام که هم ريختي و درون ريختي ابزار از استفاده با مقاله اين در چکيده:
کوچک هم ريخت کوچک، درون ريخت مدول مفهوم سه مي شود، شناخته جبري خواص برخي انتقال براي مهم وسيله اي
و يکديگر با مفهوم سه اين ميان روابط برخي هم چنين داده ايم. قرار مطالعه مورد و کرده معرفي را اساسي هم ريخت و

کرده ايم. بررسي را مدول ها از مختلفي دسته هاي با آن ها ارتباط نيز

اساسي. هم ريخت کوچک، هم ريخت کوچک، درون ريخت کليدي: واژه هاي

13C05; 13C60 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
دوگان به عنوان نيز کوچک زيرمدول هاي هم چنين مي کنند. ايفا مدول ها نظريه ي در مهمي نقش اساسي زيرمدول هاي مي دانيم، که همان طور
مطالعه ي و توجه مورد گسترده به طور مفهوم دو اين اهميت، و نقش اين به توجه با برخوردارند. خاصي اهميت از اساسي زيرمدول هاي
نظريه ي در بي بديل اهميتي از جبري خواص منتقل کننده ي به عنوان هم ريختي جايگزين بدون ابزار هم چنين گرفته اند. قرار رياضي دان ها
از است عبارت که B؛ Aو R−مدول دو بين کوچک) (بروريختي اساسي تک ريختي مفهوم راستا همين در است. برخوردار مدول ها و حلقه ها
شده معرفي است، (A از کوچک زيرمدولي ker(f)) Bاز اساسي زيرمدولي f(A) به طوري که f : A −→ B مانند R−هم ريختي
-به عنوان تصويري پوش مفهوم مي توان کوچک بروريختي اهميت و کاربرد از مثالي به عنوان است. گرفته قرار مطالعه مورد گسترده به طور و
،[۵] به شود مراجعه مفاهيم اين به راجع بيش تر جزئيات براي مي شود. تعريف کوچک بروريختي توسط که کرد اشاره تزريقي- پوش دوگان
و پرداخته کوچک درون ريخت مدول معرفي به ابتدا آن ها کردن ترکيب با ابزار، و مفاهيم اين جايگاه به توجه با مقاله اين در ما .[١۴] و [۶]
براي اين که با است معادل A مدول بودن کوچک درون ريخت که مي دهيم نشان بخش اين در داد. خواهيم قرار بررسي و مطالعه مورد را آن
درون ريخت مدول هاي در که مي کنيم ثابت هم چنين باشد. نداشته وجود A به A

B
از ناصفر هم ريختي ،B مانند A از کوچک زيرمدول هر
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نشان و پرداخته کوچک هم ريخت مدول هاي بررسي و معرفي به سوم بخش در مي شود. حفظ درون ريختي هر توسط بودن کوچک کوچک،
سه توسط که است آن از زيرمدول هايي بودن کوچک هم ريخت معادل مدول يک بودن کوچک هم ريخت نوتري، حلقه ها ي روي که مي دهيم
باهم آن  بودن کوچک درون ريخت و بودن کوچک هم ريخت باشد، ناتکين مدول يک اگر که مي کنيم ثابت هم چنين مي شوند. توليد عضو
را آن ها خواص از برخي و کرده معرفي کوچک هم ريخت مدول هاي دوگان به عنوان را اساسي هم ريخت مدول هاي پاياني بخش در معادل اند.

داد. خواهيم قرار مطالعه مورد
چپ اند. يکاني مدول ها و يک دار و تعويض پذير حلقه ها مقاله اين تمام در که است لازم به ذکر

کوچک درون ريخت مدول هاي ٢

مدول هاي از مثال هايي هم چنين کرد. خواهيم بيان آن ها براي معادلي شرط و کرده معرفي را کوچک درون ريخت مدول هاي بخش اين در
مي دهيم. قرار بررسي مورد را آن ها ويژگي هاي از برخي و کرده ارائه کوچک درون ريخت

.ker(φ) ≪ A باشيم، داشته ٠ ̸= φ ∈ End(A) هر براي هرگاه مي ناميم، کوچک درون ريخت را A R−مدول .٢. ١ تعريف
باشد. درون ريخت کوچک خودش روي مدول به عنوان هرگاه گوييم، کوچک درون ريخت را R حلقه ي

.ker(φ) = ٠ آن گاه ،٠ ̸= φ ∈ End(F ) و باشد ميدان يک F اگر زيرا است. کوچک درون ريخت ميدان هر .٢. ٢ مثال

يا ker(φ) = {٠} آن گاه ،٠ ̸= φ : Z۴ −→ Z۴ اگر زيرا است. کوچک درون ريخت Z−مدول به عنوان Z۴ .٢. ٣ مثال
است. کوچک Z۴ در ker(φ) بنابراين ،ker(φ) = {٠, ٢}

درنظر φ(x) = ۵x ضابطه ي با را φ : Z١٠ −→ Z١٠ اگر زيرا نيست. کوچک درون ريخت Z−مدول به عنوان Z١٠ .۴ .٢ مثال
نيست. کوچک Z١٠ در که ،ker(φ) = ⟨٢⟩ آن گاه بگيريم،

باشيم، داشته A از B غيرکوچک زيرمدول هر براي اگر تنها و اگر است کوچک درون ريخت A R−مدول .۵ .٢ قضيه
.Hom(A

B
, A) = ٠

هم ريختي پس ،Hom(A
B
, A) ̸= ٠ به طوري که باشد Aموجود Bاز غيرکوچک زيرمدول و کوچک Aدرون ريخت کنيم فرض اثبات.

٠ ̸= φ = f ◦ g ∈ End(A) آن گاه باشد، کانوني بروريختي g : A −→ A
B

اگر حال دارد. وجود f : A
B

−→ A ناصفر
زيرمدول هر براي کنيم فرض به عکس؛ است. تناقض يک که B ≪ A بنابراين و B ⊆ ker(φ) اما .ker(φ) ≪ A درنتيجه و
هم ريختي نباشد، کوچک A در ker(ψ) اگر باشد. ناصفر درون ريختي يک ψ : A −→ A و Hom(A

B
, A) = ٠ ،B غيرکوچک

ناصفر هم ريختي يک h که مي شود ديده به راحتي مي کنيم. تعريف h(a+ ker(ψ)) = ψ(a) ضابطه ي با را h : A
ker(ψ)

−→ A

نيست. امکان پذير اين و h ∈ Hom( A
ker(ψ)

, A) اما است،

آن گاه ،I ⊆ ann(M) و باشند R−مدول دو N و M اگر باشد. آن از ايدالي I و حلقه يک R کنيم فرض .۶ .٢ گزاره
.HomR(M,N) = HomR

I
(M,N)

شود. مراجعه [١٣] از ۵١ صفحه ي به اثبات.

و اگر است کوچک درون ريخت R−مدول يک A آن گاه باشد، A پوچساز در مشمول R از ايدالي I و R−مدول يک A اگر .٢. ٧ گزاره
باشد. کوچک درون ريخت R−مدول

I
به عنوان اگر تنها

داريم، A از B زيرمدول هر براي ،۶ .٢ گزاره ي به توجه با باشد. کوچک درون ريخت R−مدول يک A کنيم فرض ابتدا اثبات.
غيرکوچک زيرمدول هر براي آن گاه باشد، کوچک درون ريخت AيکR−مدول اگر بنابراين .HomR(

A
B
, A) = HomR

I
(A
B
, A)

R−مدول
I

به عنوان A ،۵ .٢ قضيه ي به توجه با لذا .HomR
I
(A
B
, A) = ٠ آن گاه ،HomR(

A
B
, A) = ٠ اگر گفت، مي توان B

مي شود. اثبات رفت حالت مانند به عکس؛ است. کوچک درون ريخت نيز

،φ(B) ≪ φ(A) اگر .٠ ̸= φ ∈ End(A) و باشد آن از Bزيرمدولي کوچک، درون ريخت مدول Aيک کنيم فرض .٢. ٨ گزاره
.B ≪ A آن گاه
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بنابراين ،B + C = A به طوري که دارد وجود C سره ي زيرمدول پس نباشد. کوچک A در B کنيم فرض اثبات.
بنابراين ،a ∈ A کنيم فرض حال .φ(C) = φ(A) پس ،φ(B) ≪ φ(A) اما ،φ(B) + φ(C) = φ(A)
نوشت مي توان لذا .a−c ∈ ker(φ) درنتيجه φ(a)و = φ(c) به طوري که ،c ∈ C دارد وجود پس ،φ(a) ∈ φ(A) = φ(C)
بنابراين .A = ker(φ) + C که مي دهد نتيجه اين و A ⊆ ker(φ) + C يعني، a؛ = (a− c) + c ∈ ker(φ) + C

است. تناقض در A بودن کوچک درون ريخت با اين و نيست کوچک A در ker(φ)

است. ضروري قبل گزاره ي در مدول بودن کوچک درون ريخت شرط که مي دهد نشان زير مثال

ضابطه ي با را φ : Z۶ −→ Z۶ اگر حال است. آن زيرمدول يک ⟨٢⟩ بگيريم، درنظر Z−مدول به عنوان را Z۶ اگر .٢. ٩ مثال
نيست. Z۶ کوچک زيرمدول ⟨٢⟩ اما (⟨٢⟩)φ؛ = ⟨٠⟩ ≪ {٠, ٣} = φ(Z۶) داريم، کنيم تعريف φ(x) = ٣x

باشد، M کوچک زيرمدول يک K اگر باشد. بروريختي يک f : M −→ N و R−مدول دو N و M کنيم فرض .٢. ١٠ گزاره
است. کوچک N در f(K) آن گاه

شود. مراجعه [١٣] از ١. ٣ .۵ گزاره ي به اثبات.

داريم. را زير نتيجه ي ٢. ١٠ و ٢. ٨ گزاره هاي به توجه با

اگر تنها و اگر B ≪ A آن گاه باشد، پوشا درون ريختي يک φ : A −→ A و کوچک درون ريخت مدول يک A اگر .٢. ١١ نتيجه
.φ(B) ≪ φ(A)

هر براي صورت دراين باشد. φ(A) از کوچک زيرمدولي B و کوچک درون ريخت مدول يک A کنيم فرض .٢. ١٢ گزاره
.φ−١(B) ≪ A ،φ ∈ End(A)

موجود C
ker(φ)

زيرمدول کنيم فرض .φ
−١(B)
ker(φ)

≪ A
ker(φ)

دهيم نشان است کافي پس ،ker(φ) ⊆ φ−١(B) داريم همواره اثبات.
.φ(φ−١(B))+φ(C) = φ(A) درنتيجه (B)١−C+φو = A بنابراين ، C

ker(φ)
+ φ−١(B)

ker(φ)
= A

ker(φ)
به طوري که باشد

نوشت: مي توان پس φ(C)؛ ⊆ φ(A) و φ(φ−١(B)) ⊆ B ⊆ φ(A) اما
B + φ(C) ⊆ φ(A) = φ(φ−١(B)) + φ(C) ⊆ B + φ(C).

،a ∈ A کنيم فرض حال .φ(A) = φ(C) داريم، φ(A) در B بودن کوچک به توجه با حال .B + φ(C) = φ(A) ازاين رو
.a − c ∈ ker(φ) ⊆ C درنتيجه و φ(a) = φ(c) به طوري که ،c ∈ C دارد وجود لذا .φ(a) ∈ φ(A) = φ(C) پس
پس ،ker(φ) ≪ A اما .φ

−١(B)
ker(φ)

≪ A
ker(φ)

درنتيجه و C
ker(φ)

= A
ker(φ)

پس .A = C ازاين رو و a ∈ C بنابراين
.φ−١(B) ≪ A

هم ريختي هر و φ : N −→ M تک ريختي هر ،M از N زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، شبه تزريقي را M مدول .٢. ١٣ تعريف
.ψ ◦ h = φ به طوري که باشد، داشته وجود ψ :M −→M درون ريختي ،h : N −→M

زيرمدول هر براي به طوري که Aباشد زيرمدول Bيک اگر باشد. شبه تزريقي و کوچک درون ريخت مدول Aيک کنيم فرض .١۴ .٢ گزاره
است. کوچک درون ريخت مدول يک B آن گاه است، کوچک نيز B در C که دهد نتيجه A در C بودن کوچک ،B از C

ψ : A −→ A درون ريختي پس است، شبه تزريقي A چون باشد، ناصفر درون ريختي يک φ : B −→ B کنيم فرض اثبات.
يک ψ پس ،ψ(B) = φ(B) ̸= ٠ چون است. شمول هم ريختي i : B −→ A که ψ ◦ i = i ◦ φ به طوري که دارد وجود
،ker(φ) ⊆ ker(ψ) اما .ker(ψ) ≪ A است، کوچک درون ريخت A اين که به توجه با بنابراين است. A از ناصفر درون ريختي

است. کوچک درون ريخت B يعني، ker(φ)؛ ≪ B درنتيجه و است کوچک A در نيز ker(φ) پس

.C = B که دهد نتيجه B
C
≪ M

C
،B از C زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، هم بسته را M مدول از B زيرمدول .١۵ .٢ تعريف

از سره زيرمدول هر براي و N +L =M اگر گوييم، M در L متمم را N باشند. M زيرمدول هاي L و N مي کنيم فرض هم چنين
باشد. مينيمال خاصيت اين با N يعني، K؛ + L ̸=M ،K مانند N

است. کوچک درون ريخت نيز A از (هم بسته) متمم زيرمدول هر باشد، شبه تزريقي و کوچک درون ريخت مدول يک A اگر .١۶ .٢ نتيجه
B از کوچک زيرمدول يک C آن گاه است، کوچک A در که باشد B از زيرمدولي C و A از (هم بسته) متمم زيرمدول يک B اگر زيرا

بود. خواهد



۵۶۶ -۵۵٧ صفحه ،۴ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و آل هفت تن علي رضا ۵۶٠

.f(N) ⊆ N باشيم داشته ،f مانند M از درون ريختي هر براي هرگاه مي ناميم، پايا را M مدول از N زيرمدول .٢. ١٧ تعريف

هر براي به طوري که باشد، داشته B مانند پايا و کوچک زيرمدول يک اگر تنها و اگر است کوچک درون ريخت A R−مدول .٢. ١٨ قضيه
باشد. کوچک درون ريخت A

B
و φ(A) ⊈ B ،٠ ̸= φ ∈ End(A)

A
B

و φ(A) ⊈ B ،٠ ̸= φ ∈ End(A) هر براي به طوري که باشد پايا و کوچک زيرمدول يک B کنيم فرض ابتدا اثبات.
يک φ کنيم فرض حال مي گيريم. نظر در ناصفر را B پس ندارد؛ وجود اثبات براي چيزي B = ⟨٠⟩ اگر است. کوچک درون ريخت
به راحتي مي کنيم. تعريف ψ(a + B) = φ(a) ضابطه ي با را ψ : A

B
−→ A

B
صورت اين در باشد؛ A روي ناصفر درون ريختي

اگر حال .ker(ψ) ≪ A
B

داريم، A
B

بودن کوچک درون ريخت به توجه با پس است، ناصفر درون ريختي يک ψ که داد نشان مي توان
است کوچک A در ker(φ) لذا ،ker(φ) ⊆ C اما .C ≪ A ،A در B بودن کوچک به توجه با ،ker(ψ) = C

B
دهيم قرار

اما است؛ کوچک درون ريخت A
B

پس بگيريم. درنظر را B = ⟨٠⟩ است کافي به عکس؛ بود. خواهد کوچک درون ريخت A درنتيجه و
است. کوچک درون ريخت نيز A پس .A

B
= A

⟨٠⟩ ≃ A

کوچک هم ريخت مدول هاي ٣
در هم چنين دارد. اختصاص کوچک درون ريخت مدول هاي از تعميم يک به عنوان کوچک هم ريخت مدول هاي بررسي و معرفي به بخش اين

داد. خواهيم نشان را مفهوم دو اين ميان ارتباط هاي برخي بخش اين

،٠ ̸= φ ∈ Hom(B,A) هر و A از B ناصفر زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، کوچک هم ريخت را A R−مدول .٣. ١ تعريف
باشد. هم ريخت کوچک خودش روي مدول به عنوان هرگاه گوييم، کوچک هم ريخت را R حلقه ي .ker(φ) ≪ B باشيم داشته

زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، بحراني مدول يک Aرا صورت اين در باشد. کرول بعد داراي AيکR−مدول کنيم فرض .٣. ٢ تعريف
A توي به B از هم ريختي هر هرگاه است، تک شکل A گوييم هم چنين .k − dim(A

B
) < k − dim(A) باشيم، داشته B مانند

باشد. يک به يک

شود. مراجعه [١٠] و [۴] به مدول يک کرول بعد به راجع بيش تر اطلاعات براي

باشد. کوچک هم ريخت بايد نيز بحراني مدول هر درنتيجه و است کوچک هم ريخت مدول يک تک شکل مدول هر .٣. ٣ مثال

Zp٢ و ⟨p⟩ آن ناصفر زيرمدول هاي زيرا، است؛ کوچک هم ريخت Z−مدول، به عنوان Zp٢ آن گاه باشد، اول عدد يک p اگر .۴ .٣ مثال
است. ⟨p⟩ از کوچک زيرمدولي درنتيجه و ⟨٠⟩ آن هسته ي که است شمول هم ريختي ،Zp٢ به ⟨p⟩ از ناصفر هم ريختي تنها هست اند.
،١ ≤ n ≤ p٢ − ١ هر براي که داد نشان مي توان به راحتي و fn(x) = nx آن در که End(Zp٢) = {fn}p

١−٢
n=١ هم چنين

.ker(fi) ≪ Zp٢

است. کوچک هم ريخت مدولي کوچک، هم ريخت مدول يک از ناصفر زيرمدول هر .۵ .٣ گزاره

،B از ناصفر زيرمدول C اگر صورت اين در باشد. A از ناصفر Bزيرمدولي هم چنين و کوچک هم ريخت مدول Aيک کنيم فرض اثبات.
داريم، اين رو از و ٠ ̸= i ◦ φ ∈ Hom(C,A) آن گاه باشد، شمول هم ريختي i : B −→ A و ٠ ̸= φ ∈ Hom(C,B)

است. کوچک هم ريخت B يعني، ker(φ)؛ = ker(i ◦ φ) ≪ B

اگر تنها و اگر است کوچک هم ريخت R−مدول يک A آن گاه .S = R
ann(A)

و باشد R−مدول يک A کنيم فرض .۶ .٣ گزاره
باشد. کوچک هم ريخت S−مدول به عنوان

S−هم ريختي يک φ : B −→ A و A سره ي S−زيرمدول يک B اگر باشد. کوچک هم ريخت A R−مدول کنيم فرض اثبات.
داريم: و است A از سره R−زيرمدول يک B آن گاه باشد، ناصفر

∀r ∈ R,φ(rx) = φ(r + ann(A)a) = r + ann(A)φ(a) = rφ(x).

است. A از کوچک S−زيرمدول يک درنتيجه و A از کوچک R−زيرمدول يک ker(φ) لذا است. نيز R−هم ريختي يک φ پس
مي شود. ثابت مشابه طريق به به عکس؛ است. کوچک هم ريخت S−مدول به عنوان A درنتيجه

هست اند: معادل زير شرايط A نيم ساده ي مدول براي .٣. ٧ گزاره
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است. کوچک هم ريخت A .١

است. تک شکل A .٢

است. ساده A .٣

است. بديهي اثبات.

است. آزاد آن زيرمدول هر باشد، اصلي ايدال دامنه ي روي آزاد مدول يک M اگر .٣. ٨ گزاره

شود. مراجعه [٧] از ۶ .١ قضيه ي به اثبات.

باشد. تک شکل اگر تنها و اگر است کوچک Aهم ريخت آن گاه باشد، آزاد R−مدول يک A و اصلي ايدال دامنه ي يک R اگر .٣. ٩ گزاره

،ker(φ) ≪ B پس .٠ ̸= φ ∈ Hom(B,A) و باشد آن زيرمدول يک B کوچک، هم ريخت A کنيم فرض ابتدا اثبات.
بنابراين است. B کوچک زيرمدول تنها ⟨٠⟩ درنتيجه باشد. آزاد بايد نيز B ٣. ٨ گزاره ي به بنا که مي شود نتيجه است، آزاد A چون و

است. واضح حکم عکس است. تک شکل R−مدولي ،A و ker(φ) = ٠

که A از زيرمدول هر اگر تنها و اگر است کوچک هم ريخت A دراين صورت باشد. نوتري R−مدول يک A کنيم فرض .٣. ١٠ قضيه
باشد. کوچک هم ريخت شود توليد عضو سه توسط

و باشد A از زيرمدول يک B کوچک، هم ريخت شود، توليد عضو سه توسط که A از زيرمدول هر کنيم فرض اثبات.
پس ،ker(φ) ̸= ٠ گيريم حال ندارد. وجود اثبات براي چيزي آن گاه ،ker(φ) = ٠ اگر .٠ ̸= φ ∈ Hom(B,A)
عنصر سه Cتوسط يعني، C؛ = ⟨x, y, z⟩ مي دهيم قرار .φ(y) = z و y ∈ B کنيم فرض حال دارد. وجود ٠ ̸= x ∈ ker(φ)
ψ = φ|D : D −→ C هم ريختي و درنظرگرفته Cرا Dاز = ⟨x, y⟩ زيرمدول حال است. کوچک Cهم ريخت پس مي شود، توليد
A چون .⟨x⟩ ≪ B پس ،x ∈ ker(ψ) اما ،ker(φ) ≪ B درنتيجه ،ker(ψ) ≪ D ⩽ B بنابراين مي کنيم، تعريف را
B در ⟨ai⟩ هر که ازآن جايي .ker(φ) = ⟨a١, a٢, . . . , an⟩ به طوري که دارند، وجود a١, a٢, . . . , an ∈ A پس است، نوتري
خواهدبود. کوچک هم ريخت A بنابراين است. کوچک B در نيز ker(φ) = ⟨a١, a٢, . . . , an⟩ که مي گيريم نتيجه است، کوچک

است. برقرار آشکارا حکم عکس

مجموعه ي از است عبارت مي شود، داده نمايش Z(M) نماد با که آن تکين زيرمدول باشد، R−مدول يک M اگر .٣. ١١ تعريف
اگر .Z(M) = {m ∈ M |ann(m) ⩽e R} ديگر، به عبارت است. اساسي R در آن ها پوچساز که M از عناصري

مي ناميم. ناتکين مدول يک را آن ،Z(M) = ⟨٠⟩ اگر و تکين مدول يک را آن ،Z(M) =M

.N ⊕K ⩽e M به طوري که دارد وجود M از K زيرمدول باشد، M از زيرمدول يک N اگر .٣. ١٢ گزاره

شود. مراجعه [٨] از ٧ .۵ گزاره ي به اثبات.

است. تکين M
N

صورت اين در باشد. آن اساسي زيرمدول N و R−مدول يک M کنيم فرض .٣. ١٣ گزاره

شود. مراجعه [٩] از ١. ٢١ گزاره ي به اثبات.

.Hom(M,N) = ٠ صورت اين در باشد، ناتکين مدول يک N و تکين مدول M اگر .١۴ .٣ گزاره

شود. مراجعه [٩] از ٣٣ صفحه ي به اثبات.

است. کوچک درون ريخت A آن گاه باشد، کوچک هم ريخت و ناتکين R−مدول يک A اگر .١۵ .٣ گزاره

از C زيرمدول ٣. ١٢ گزاره ي به بنا پس باشد، A از غيراساسي زيرمدولي B کنيم فرض است. يکنواخت A که مي دهيم نشان ابتدا اثبات.
مي کنيم تعريف f(b + c) = b ضابطه ي با را f : B ⊕ C −→ A هم ريختي حال .B ⊕ C ⩽e A به طوري که دارد وجود A
درنتيجه و ⟨٠⟩ ⊕ C = ker(f) ≪ B ⊕ C داريم، A بودن کوچک هم ريخت به توجه با اکنون .b+ c ∈ B ⊕ C آن در که
آن گاه Aباشد، از Bزيرمدولي اگر پس است. Aيکنواخت يعني اين و ،B ⩽e A و باطل خلف فرض لذا نيست؛ امکان پذير Cکه ≪ C

.Hom(A
B
, A) = ٠ داريم، ١۴ .٣ گزاره ي بنابر درنتيجه و است تکين A

B
که گرفت نتيجه مي توان ٣. ١٣ گزاره ي از استفاده با

است. ضروري بالا گزاره ي در بودن ناتکين شرط که مي دهد نشان زير مثال
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واقع (در نيست ناتکين که مي شود ديده به راحتي اما است، کوچک هم ريخت Z−مدول به عنوان Z۴ ،۴ .٣ مثال به توجه با .١۶ .٣ مثال
.Hom( Z۴

⟨٢⟩ ,Z۴) ̸= ٠ بگيريم، نظر در را ⟨٢⟩ زيرمدول اگر حال .(Z(Z۴) = Z۴

داريم. را زير نتيجه ي است، ناتکين نيم ساده حلقه ي روي مدول هر که نکته اين و ١۵ .٣ گزاره ي به توجه با

است. کوچک درون ريخت باشد، R نيم ساده ي حلقه ي روي کوچک هم ريخت مدول يک A اگر .٣. ١٧ نتيجه

g : N −→M ناصفر هم ريختي هر Nو ناصفر زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، درون برپذير کاملاً Mرا R−مدول .٣. ١٨ تعريف
.Hom(M,N)g ̸= ⟨٠⟩ باشيم، داشته

است. کوچک هم ريخت A آن گاه باشد، کوچک درون ريخت و درون برپذير کاملاً مدول يک A اگر .٣. ١٩ گزاره

يک است، درون برپذير کاملاً A که از آن جايي باشد. ناصفر هم ريختي يک φ : B −→ A و A از زيرمدولي B کنيم فرض اثبات.
اما .ψ ◦ φ ̸= ٠ داريم، و مي گيريم درنظر را B φ−→ A

ψ−→ B حال دارد. وجود نيز ψ : A −→ B ناصفر هم ريختي
است. کوچک Aهم ريخت که مي دهد نتيجه اين و ker(φ) ≪ B لذا ،ker(φ) ⊆ ker(ψ ◦φ) و ker(ψ ◦φ) ≪ B

است کوچک هم ريخت A آن گاه است. هم بسته آن زيرمدول هر به طوري که باشد شبه تزريقي R−مدول يک A کنيم فرض .٣. ٢٠ گزاره
باشد. کوچک درون ريخت اگر تنها و اگر

آن جايي از باشد. شمول تک ريختي i : B −→ A و ناصفر هم ريختي φيک : B −→ A Aو از زيرمدول Bيک کنيم فرض اثبات.
و ψ(b) = φ(b) داريم b ∈ B هر براي بنابراين .ψ ◦ i = φ به طوري که دارد وجود ψ ∈ End(A) است، شبه تزريقي A که
،ker(φ) ≪ B و است هم بسته B چون حال .ker(φ) ≪ A پس ،ker(ψ) ≪ A اما .ker(φ) ⊆ ker(ψ) درنتيجه

است. آشکار حکم عکس است. کوچک هم ريخت A لذا .ker(φ) ≪ B که مي گيريم نتيجه پس

اما هستند، کوچک هم ريخت R−مدول Bدو Aو ،۵ .٣ گزاره ي بنابه آن گاه باشند، کوچک هم ريخت R−مدول A⊕Bيک اگر
نيست. برقرار مطلب اين عکس که مي دهد نشان زير مثال

Aهم ريخت آن گاه ،A = Z۴⊕Z۴ دهيم قرار اگر حال است. کوچک هم ريخت Z−مدول يک Z۴ ،۴ .٣ مثال به توجه با .٣. ٢١ مثال
تعريف φ(x, y) = (x, ٢y) ضابطه ي با را φ : B −→ A و گرفته درنظر را B = Z۴ ⊕ ⟨٢⟩ زيرمدول اگر زيرا، نيست. کوچک

.(⟨٠⟩ ⊕ ⟨٢⟩) + (Z۴ ⊕ ⟨٠⟩) = B زيرا، نيست؛ کوچک B در ker(φ) = ⟨٠⟩ ⊕ ⟨٢⟩ آن گاه کنيم،

اساسي هم ريخت مدول هاي ۴
کوچک هم ريخت مدول هاي دوگان به عنوان اساسي هم ريخت مدول هاي مطالعه ي و معرفي به مقاله پاياني قسمت به عنوان بخش اين در

مي پردازيم.

٠ ̸= φ ∈ Hom(A, A
B
) هر و A از B سره ي زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، اساسي هم ريخت را A R−مدول .١ .۴ تعريف

باشد. هم ريخت اساسي خودش روي مدول به عنوان هرگاه گوييم، هم ريخت اساسي را R حلقه ي .φ(A) ⩽e
A
B

باشيم، داشته

زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، اتمي مدول يک Aرا صورت اين در باشد. نوتري بعد داراي R−مدول Aيک کنيم فرض .٢ .۴ تعريف
از B زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، بروشکل را A مدول هم چنين .n − dim(B) < n − dim(A) باشيم، داشته A از B

باشد. پوشا ٠ ̸= φ ∈ Hom(A, A
B
) هر ،A

است. بروشکل اتمي مدول هر .٣ .۴ گزاره

شود. مراجعه [١١] از ٢. ٢ گزاره ي به اثبات.

شود. مراجعه [١٢] و [١١] ،[٣] ،[٢] ،[١] به اتمي مدول هاي و نوتري بعد به راجع بيش تر جزئيات براي

زيرمدول آن سره ي زيرمدول تنها آن گاه باشد، ساده مدول يک A اگر زيرا، است. اساسي هم ريخت مدول يک ساده مدول هر .۴ .۴ مثال
.φ(A) = A

⟨٠⟩ ⩽e
A
⟨٠⟩ بنابراين است، يک ريختي يک ٠ ̸= φ ∈ Hom(A, A⟨٠⟩) هر شور لم به بنا و است ⟨٠⟩
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بروشکل اتمي مدول هر که ازآن جايي درنتيجه و است اساسي هم ريخت مدول يک بروشکل مدول هر که مي شود ديده به راحتي .۵ .۴ مثال
باشد. اساسي هم ريخت بايد است،

اگر و هست اند آن سره ي زيرمدول هاي تنها ⟨٢⟩ و ⟨٠⟩ زيرا، است. اساسي هم ريخت Z−مدول، به عنوان Z۴ .۶ .۴ مثال
يا و φ(Z۴) = Z۴ ⩽e

Z۴
⟨٠⟩ بنابراين .φ(x) = ٢x يا و است هماني φ آن گاه ،٠ ̸= φ ∈ Hom(A, Z۴

⟨٠⟩)

.ψ(Z۴) =
Z۴
⟨٢⟩ ⩽e

Z۴
⟨٢⟩ لذا ،ψ(y) = ٢y آن گاه ،٠ ̸= ψ ∈ Hom(Z۴,

Z۴
⟨٢⟩) اگر و φ(Z۴) = ⟨٢⟩ ⩽e

Z۴
⟨٠⟩

نيست. اساسي هم ريخت لزوماً يکنواخت مدول يک که مي دهد نشان زير مثال

ضابطه ي با را φ : Z −→ Z
⟨pq⟩ و باشند متمايز اول اعداد q و p اگر زيرا، نيست؛ اساسي هم ريخت Z−مدول، به عنوان Z .٧ .۴ مثال

نيست. اساسي Zpq در ⟨p⟩ ولي .φ(Z) = pZ
pqZ ≃ ⟨p⟩ و Z

⟨pq⟩ ≃ Zpq آن گاه کنيم، تعريف φ(x) = px+ pqZ

است. اساسي هم ريخت A آن گاه باشد، يکنواخت A از ناصفر خارج قسمتي مدول هر اگر .٨ .۴ گزاره

يکنواخت مدولي A
B

پس ،A
B
̸= ٠ چون باشد. ناصفر هم ريختي يک φ : A −→ A

B
و A سره ي زيرمدول يک B کنيم فرض اثبات.

.φ(A) ⩽e
A
B

درنتيجه و است

.C ⊆ B يا B ⊆ C باشيم، داشته A از C و B زيرمدول دو هر براي هرگاه مي ناميم، اي تک-رشته را A مدول .٩ .۴ تعريف

است. اساسي هم ريخت اي تک-رشته مدول هر .١٠ .۴ نتيجه

است. اساسي هم ريخت مدولي اساسي، هم ريخت مدول يک هم ريخت تصوير .١١ .۴ گزاره

باشد، M از سره زيرمدول يک N اگر حال باشد. برويختي يک f : A −→ M و اساسي هم ريخت مدول يک A کنيم فرض اثبات.
آن در که تعريف کنيم g(x + N) = y + f−١(N) ضابطه ي با را g : M

N
−→ A

f−١(N)
و ٠ ̸= φ ∈ Hom(M, M

N
)

ازآن جايي و است يک ريختي g که مي شود ديده به راحتي داريم. Aرا f−→M
φ−→ M

N

g−→ A
f−١(N)

دنباله ي آن گاه ،f(y) = x

اين براي .φ(M) ⩽e
M
N

که مي کنيم ادعا حال .g ◦ φ ◦ f(M) ⩽e
A

f−١(N)
که مي گيريم نتيجه است، اساسي هم ريخت A که

اين که به توجه با لذا .g−١(g ◦ φ(M)) ⩽e g
−١( A

f−١(N)
) درنتيجه .g ◦ φ ◦ f(A) = g ◦ φ(M) ⩽e

A
f−١(N)

منظور،
است. اساسي هم ريخت M و φ(M) ⩽e

M
N

است، يک ريختي g

است. اساسي هم ريخت مدول يک اساسي، هم ريخت مدول يک از قسمتي خارج مدول هر .١٢ .۴ نتيجه

است. اساسي هم ريخت مدول يک اساسي، هم ريخت مدول يک از مستقيم جمع وند هر .١٣ .۴ نتيجه

هم ريخت مدول هاي مستقيم جمع ،۴ .۴ مثال به توجه با لذا نيست. اساسي هم ريخت لزوماً نيم ساده مدول يک که مي دهد نشان زير مثال
نيست. اساسي هم ريخت لزوماً اساسي

نيست. اساسي هم ريخت Z−مدول به عنوان Zp ⊕ Zq باشند، متمايز اول عدد دو q و p اگر .١۴ .۴ مثال

.rA ⩽e A يا rA = ٠ ،r ∈ R هر براي آن گاه باشد، اساسي هم ريخت R−مدول يک A اگر .١۵ .۴ گزاره

با بنابراين است. ناصفر هم ريختي يک φ(x) = rx ضابطه ي با φ : A −→ A آن گاه ،rA ̸= ٠ و ٠ ̸= r ∈ R اگر اثبات.
.rA = φ(A) ⩽e A داريم، A بودن اساسي هم ريخت به توجه

.rA ⩽e A داريم، ٠ ̸= r ∈ R هر براي آن گاه باشد، اساسي هم ريخت و وفادار R−مدول يک A اگر .١۶ .۴ نتيجه

E مانند اساسي زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، e−کوچک آن را از N زيرمدول باشد، مدول يک M اين که فرض با .١٧ .۴ تعريف
e−کوچک آن زيرمدول هر هرگاه مي ناميم، e−پوچ را M هم چنين .E = M که بگيريم نتيجه N + E = M تساوي از ،M از

باشد.

باشد. e−کوچک اگر تنها و اگر است کوچک A از S زيرمدول آن گاه باشد، اساسي هم ريخت مدول يک A کنيم فرض .١٨ .۴ گزاره
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حال .S + L = A به طوري که باشد A از دل خواه زيرمدولي L و e−کوچک زيرمدول يک S کنيم فرض اثبات.
و x ∈ S براي ،a = x + y آن در که مي کنيم تعريف φ(a) = y + S ∩ L ضابطه ي با را φ : A −→ A

S∩L
و L ⊆ S لذا .y ∈ L داريم y ∈ S هر براي آن گاه ،φ = ٠ اگر است. هم ريختي يک φ که مي شود ديده به راحتي .y ∈ L
داريم، A بودن اساسي هم ريخت بر بنا پس ،٠ ̸= φ ∈ Hom(A, A

S∩L) بنابراين است. تناقض يک اين که A = S درنتيجه
حکم عکس است. A از کوچک زيرمدول يک S يعني، L؛ = A فرض بنابه لذا .L ⩽e A داريم، پس . L

S∩L = φ(A) ⩽e
A
S∩L

است. واضح

باشد. e−پوچ اگر تنها و اگر است پوچ اساسي هم ريخت مدول يک .١٩ .۴ نتيجه

اما φ(A)؛ ⩽e A داريم، φ : A −→ A مانند ناصفر درون ريختي هر براي باشد، اساسي هم ريخت مدول يک A اگر .٢٠ .۴ تذکر
.φ(Q) ⩽e Q داريم ،٠ ̸= φ : Q −→ Q هر براي بگيريم، نظر در Z−مدول به عنوان Qرا اگر زيرا، نيست؛ برقرار مطلب اين عکس

گرفت. درنظر نقض مثال به عنوان نيز را Z مي توان ،٧ .۴ مثال به توجه با هم چنين نيست. اساسي هم ريخت Q اما

زيرمدول هر براي آن گاه باشد. نيومن فون منظم حلقه ي End(A)يک و اساسي هم ريخت R−مدول Aيک کنيم فرض .٢١ .۴ گزاره
.Hom(A,B) = ٠ داريم، B سره ي

بنابراين باشد. کانوني بروريختي g : A −→ A
B

و A از سره زيرمدول يک B ،٠ ̸= f ∈ End(A) کنيم فرض اثبات.
پس .f(A)

B
⩽e

A
B

درنتيجه و g ◦ f(A) ⩽e
A
B

داريم، A بودن اساسي هم ريخت به توجه با و ٠ ̸= g ◦ f ∈ Hom(A, A
B
)

f(A) = A باشيم، داشته بايد لذا است، A مستقيم جمع وند يک f(A) پس است، نيومن فون منظم End(A) اما f(A)؛ ⩽e A
.Hom(A,B) = ٠ درنتيجه و

.Hom(A,B) = ٠ ،A از B سره ي زيرمدول هر براي آن گاه باشد، اساسي هم ريخت و نيم ساده مدول يک A اگر .٢٢ .۴ نتيجه

بهبود به که ايشان ارزشمند نظرات و مقاله اين دقيق مطالعه ي جهت محترم داوران از مي دانند لازم خود بر نويسندگان سپاس گزاري.
باشند. داشته را تشکر کمال کرد شاياني کمک مقاله
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