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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
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چندجمله ايِ کسري-زماني انتشار معادلات براي خطا تخمين و عددي بررسي
جديد کسري عملگر يک بر مبتني

٢ اميني ابراهيم .* ١ فردي مجتبي

ايران شهركرد، شهرکرد، دانشگاه رياضي، علوم دانشکده کاربردي، رياضي گروه (١)

ايران تهران ،١٩٣٩۵ -۴۶٩٧ پستي صندوق نور، پيام دانشگاه رياضي گروه (٢)
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١۴٠٢/٢/١۶ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/١٠/٢۴ دريافت: تاريخ

کسري عملگر يک با مرتبط چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات حل براي عددي روشي مقاله، اين در چکيده:
سپس و شده آورده به دست زمان مسير در نيمه-گسسته طرح يک متناهي، تفاضل روش اساس بر است. شده ارائه جديد
طيفي روش خطاي و پايداري آناليز هم چنين است. شده استفاده چبيشف طيفي تقريب روش مکاني سازي گسسته براي
نظر در توزيعي مرتبه ي معادله ي به چندجمله  اي کسري انتشار معادله ي توسعه  ي بيش تر، است. شده بررسي پيش نهادي
عددي ، مثال هاي برخي از استفاده با پايان، در است. شده گرفته صورت عددي تحليل و تجزيه آن روي و شده گرفته

است. شده واقع تاييد مورد نظري نتايج

خطا. آناليز پايداري، آناليز طيفي، تقريب کسري-زماني، انتشار معادلات کليدي: واژه هاي

33C45; 65M70, 35R11 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
.[١–١١] است. گرفته قرار محققان از بسياري توجه مورد دارد، کسري مدل سازي در که مهمي نقش به دليل کسري ديفرانسيل مدل هاي آنالير
در مي کنيم. اشاره مورد چندين به نمونه براي است. شده ارائه جزئي کسري ديفرانسيل معادلات حل براي عددي روش هاي برخي اخيراً
[١٣] در نويسندگان است. شده ارائه کسري مرزي مقدار مسائل براي متناهي تفاضل طرح هاي بر مبتني بهبود يافته الگوريتم يک [١٢]
معادلات براي گالرکين متناهي عناصر روش يک کرده اند. پيش نهاد کسري فرارفت پراکندگي معادلات براي متناهي تفاضل تقريب يک
ضرايب با بعدي دو کسري ديفرانسيل معادلات حل براي متناهي عناصر روش [١۵] در است. شده ارائه [١۴] در زماني-مکاني ديفرانسيل
شده استفاده [١۶] در پاياني نقاط در نامنفردي با همراه کسري ديفرانسيل معادلات براي هم محلي طيفي روش است. شده گرفته به کار متغير
مرزي مقدار مسائل جواب براي بهين خطاي تقريب يک هم محلي و پتروف-گالرکين طيفي روش هاي از استفاده با [١٧] در نويسندگان است.
حجم روش و ناپيوسته گالرکين روش به مي توان که است شده ارائه کسري مسائل برخي حل براي نيز ديگري روش  هاي داده اند. ارائه کسري
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است. شده آورده [١٩ ،١٨] در که نمود اشاره محدود
چالش کسري ديفرانسيل معادلات عددي و دقيق جواب يافتن اين رو از منفردند، نمايي هسته ي با عمل گر يک کسري مشتقات که آن جايي از
در فابريزيو و کپوتو توسط -فابريزيو کپوتو مشتق است. شده ارائه کسري مشتقات از يافته اي تعميم تعريف هاي حاضر حال در است. انگيز
کسري مشتق کاربردهاي برخي .[٢١] است شده جاي گزين نمايي تابع يک منفرد هسته ي فابريزيو مشتق تعريف در است. شده معرفي [٢٠]
مشاهده [٢۵–٢٣] در مي توان را -فابريزيو کپوتو مشتق از ديگري کاربردهاي است. شده آورده [٢٢] در نمايي هسته هاي با زماني و مکاني

کرد.
جديد کسري عمل گر يک بر مبتني چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات تقريبي جواب محاسبه ي براي طيفي روش يک مقاله اين در

مي گيريم: نظر در را زير چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات ابتدا مي دهيم. ارائه
Pα١,α٢,··· ,αn

(∂t)U(x, t) = ∂٢
xU(x, t) +Q(U) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× J,

U(x, t)|t=٠ = h(x), x ∈ Ω,
U(x, t)|x∈∂Ω = ٠, t ∈ J,

(١. ١)

با پذير مشتق تابع و U : Ω × J → R ،٠ < T < +∞ شرايط با زماني بازه با J = (٠, T ] ،Ω = (−١, ١) آن در که
مي کند: صدق زير شرايط در Q(U) به  علاوه، است. Q(U) شرط

،|Q(U)| ≤ c|U| به طوري که دارد وجود c مثبت ثابت عدد •

.|Q′
(U)| ≤ c به طوري که دارد وجود c مثبت ثابت عدد •

اين جا در

Pα١,α٢,··· ,αn
(∂t)U(x, t) =

n∑
j=١

dj
CF
٠ ∂

αj

t U(x, t),

مثبت و حقيقي اعداد dj(j = ١, ٢, · · · , n) ضرايب و ٠ < αj < ١, αj < αj+١, j = ١, ٢, · · · , n − ١ آن در که
است: زير به صورت CF کسري عمل گر و هستند

CF
٠ ∂α

t U(x, t) :=
∫ t

٠

∂U(x, s)
∂s

ϑα(t− s)ds, ٠ < α < ١,

.ϑα(t) :=
e
− α

١−α t

١−α
آن در که

است: زير شرح به مقاله اين ساختار است. خطي اين صورت غير در است. شبه خطي (٢ .۴) مسئله ي آن گاه Q(U) ≠ ٠ اگر
عمل گر بر مبتني توزيعي مرتبه ي و چندجمله  اي انتشار معادلات عددي جواب آوردن به دست براي محاسباتي روش ،٣ و ٢ قسمت هاي در
عمل کرد مثال هايي ارائه ي با ،۴ قسمت در است. شده اثبات روش اين پايداري و هم گرايي علاوه بر اين، است. شده ارائه کپوتو-فابريزيو کسري

است. شده آورده مقاله اين نتايج ،۵ قسمت در است. شده بررسي نظر مورد عددي روش

چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات جواب ٢
کسري عمل گر گسسته سازي ٢. ١

کنيم فرض مي شود. داده نمايش k = ٠ : N براي tk = k∆t با و مي شود انجام ∆t = T
N

ثابت زماني گام با J از گسسته سازي
نشان δt نماد با را δtUk− ١

٢ = Uk−Uk−١

∆t
گسسته زماني مشتق مي گيريم. نظر در را {Uk}Mk=٠ دنباله ي و Uk := U(x, tk)

مي زنيم: تقريب زير متناهي تفاضلي طرح از استفاده با را کسري-زماني مشتق اکنون مي دهيم.

CF
٠ ∂α

t Uk+١(x) = α−١
k+١∑
j=١

Dk+١
α,j δtU j− ١

٢ + rk+١
١ (x), k ≥ ٠, (٢. ١)

آن در که
Dk+١

α,j = e−
α∆t
١−α (k+١−j) − e−

α∆t
١−α (k−j+٢), (j = ١, ٢, · · · , k + ١).

مي کنند: صدق زير شرايط در Dk+١
α,j , j = ١, ٢, · · · , k + ١ ضرايب ،٠ < α < ١ هر براي ([٢۶]) .٢. ١ قضيه

١+Dk؛
α,j > ٠, ∀j ≤ k + ١ •

١+Dk؛
α,j ≤ Dk+١

α,j+١, ∀j ≤ k •
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١+Dk؛
α,k+١ = D١

α,١, D
k+١
α,k = D٢

α,١ •

.
∑k−١

j=١ (D
k+١
α,j+١ −Dk+١

α,j ) +Dk+١
α,١ = Dk+١

α,k = D٢
α,١ •

است: برقرار زير رابطه ي ،٠ < α < ١ هر براي ([٢۶]) .٢. ٢ قضيه

rk+١
١ (x) = −

k+١∑
j=١

∫ tj

tj−١

(s− tj− ١
٢
)

١ − α

∂٢U(x, s)
∂s٢ |s=ςje

− α
١−α (tk+١−s)ds,

آن در که

|rk+١
١ (x)| ≤ c

α
e

٢α
١−α max

t∈J
|∂٢

tU(x, t)|∆t٢, − ١ ≤ k ≤ N − ١, ∀x ∈ Ω, or rk+١
١ = O(∆t٢),

اند.  ∆t از مستقل c و ςj ∈ (tj−١, tj) اين جا در

خطي چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات جواب اول: حالت ٢. ٢
مي کنيم: توصيف زير متناهي تفاضل طرح از استفاده با را Pα١,α٢,··· ,αn(∂t)U عبارت

Pα١,α٢,··· ,αn
(∂t)Uk+١(x) = Pα١,α٢,··· ,αn

(∂t)Uk+١(x) + rk+١
٢ (x),

آن در که

Pα١,α٢,··· ,αn
(∂t)Uk+١(x) =

n∑
j=١

djα
−١
j

k+١∑
i=١

Dk+١
αj ,i

δtU i− ١
٢ . (٢. ٢)

است: زير به صورت برشي خطاي اين جا، در

rk+١
٢ = O(∆t٢).

کسري انتشار معادلات براي را زير نيمه گسسته ي مسئله ي ،uk+١ تقريبي جواب با Uk+١ کردن جاي گزين و خطا شرايط حذف با سرانجام،
داريم: چندجمله اي زماني

که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١ (k = ٠, ١, · · · ,M − ١) ،u٠ = h(x) کنيم فرض :L-I طرح Pα١,··· ,αn(∂t)u
k+١ = ∂٢

xu
k+١ + fk+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ N − ١,

يا Luk+١ = Fk+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ N − ١,
(٢. ٣)

آن در که

L(∗) = [

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١ − ∂٢
x](∗), Fk+١ = V α١,··· ,αn(u٠, · · · , uk) + fk+١,

اين جا در

V α١,··· ,αn(u٠, · · · , uk) =

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk),

Wαj (u٠, · · · , uk) = Dk+١
αj ,١u

٠ +

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)ui.
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(٢. ٣) براي چبيشف طيفي تقريب ٢. ٢. ١

مي گيريم: نظر در را زير هيلبرت µ-اندازه پذير فضاي

L١−))٢, ١), dµ(x)), dµ(x) = w(x)dx = (١ − x٢)−
١
٢ dx.

مي گيريم: نظر در را زير داخلي ضرب با L١−))٢, ١), dµ(x)) هيلبرت فضاي علاوه براين،

⟨u, v⟩٠,ω =

∫ ١

−١
u(x)v(x)(١ − x٢)−

١
٢ d(x).

جمله اي هاي چند از دنباله اي BM اگر باشد M مساوي و کم تر درجه ي از جمله اي هاي چند مجموعه ي PM کنيد فرض ([٢٧]) .٢. ٣ قضيه
ديگر: به عبارت باشد، M از کم تر درجه ي از (−١, ١) روي متعامد

BM = {u ∈ PM |⟨u, v⟩٠,ω = ٠, ∀v ∈ PM−١},

به طوري که دارد وجود KM : (−١, ١)× (−١, ١) → R بازتوليد هسته ي آن گاه
u(x) = ⟨u,KM (x, .)⟩٠,ω, ∀u ∈ PM ,∀x ∈ (−١, ١),

و
⟨(x+ ١)u,KM (−١, .)⟩٠,ω = ⟨(١ − x)u,KM (١, .)⟩٠,ω = ٠, ∀u ∈ PM−١.

اين صورت، در باشد. M درجه با L١−))٢, ١), dµ(x)) به متعلق چبيشف جمله اي هاي چند مجموعه {TM}M≥٠ کنيم فرض
مي گيريم: نظر در

qM (x) =
TM+٢(x) + cMTM+١(x) + dMTM (x)

(١ − x)(x+ ١)
∈ PM ,

آن در که

cM = − [TM+(١)٢TM (−١) + TM+(١−)٢TM (١)]
[TM (−١)TM+(١)١− TM (١)TM+(١−)١]

, dM = − [TM+٢(TM+(١−)١ + TM+(١−)٢TM+(١)١]
[TM (١)TM+(١−)١− TM (−١)TM+(١)١]

.

است: زير داخلي ضرب با L١−))٢, ١), dµ̃(x)) متعامد جمله اي هاي چند از دنباله اي {qM}M≥٠ بنابراين،

⟨u, v⟩٢,ω̃ =

∫ ١

−١
u(x)v(x)dµ̃(x), dµ̃(x) = ω̃(x)dx = (١ − x)(x+ ١)(١ − x٢)−

١
٢ dx.

که است شده داده نشان در

KM−٢(x, y) =

M−٢∑
m=٠

qm(x)qm(y)

∥qm∥٢
٢,ω̃

=
kM (qM−١(x)qM−٢(y)− qM−٢(x)qM−١(y))

kM+١∥qM−٢∥٢
٠,ω̃(x− y)

, x ̸= y,

است. (x+ ١)(١ − x)qM−١(x) در xM+١ پيش رو ضرايب −kM+١ < ٠ و KM−٢(., y) ∈ PM−٢ آن در که
داريم: هم چنين

KM−٢(x, x) =

M−٢∑
m=٠

q٢
m(x)

∥qm∥٢
٠,ω̃

=
kM (q

′

M−١(x)qM−٢(x)− q
′

M−٢(x)qM−١(x))

kM+١∥qM−٢∥٢
٠,ω̃

.

داريم: آن گاه است، (−١, ١) در qM−١ ساده صفرهاي شامل {zj}M−١
j=١ کنيد فرض

KM−٢(zi, zj) =

M−٢∑
m=٠

qm(zi)qm(zj)

∥qm∥٢
٠,ω̃

=

{
٠, i ̸= j,

ω̃−١
i =

kMq
′
M−١(zi)qM−٢(zi)

kM+١∥qM−٠∥٢,ω̃
, i = j.

از منحصر به فرد مجموعه اي ،[٢٧] به توجه با باشد. [−١, ١] بر (x+ ١)(١ − x)qM−١ از ساده صفرهاي ،{zj}Mj=٠ کنيد فرض
به طوري که دارد وجود {ωj}Mj=٠ مربعي وزن هاي

∫ ١

−١
u(x)

١√
١ − x٢

dx =

M∑
j=٠

ωju(zj), ∀u ∈ P٢M−١, zj = − cos
πj

M
, j = ٠, · · · ,M,
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و ωj =
π

σjM
, j = ٠, ١, · · · ,M, آن در که

σj =

{
٢, j = ٠,M,
١, ١ ≤ j ≤ M − ١.

کرد: محاسبه زير پايه هاي اساس بر مي توان را uk براي uk
M تقريب

PM = span{ϕj(x), j = ٠, ١, · · · ,M}, ϕj(x) =
(x+ ١)(١ − x)qM−١(x)

((x+ ١)(١ − x)qM−١(x))
′ |x=zj (x− zj)

,

آن در که

uk(x) ≈ uk
M (x) := Φ(x){v}k, Φ(x) = (ϕ٠(x), ϕ١(x), · · · , ϕM (x)),

و
{v}k = (vk٠ , v

k
١ , · · · , vkM )T .

دهيم: نشان زير ماتريسي شکل به مي توانيم را dm

dxmΦ(x) هم چنين،

dm

dxm
Φ(x) = Φ(x)Dm, m ≥ ١,

آن در که
D = [Dij ] = [ϕ

′

j(zi)], i, j = ٠, ١, · · · , N, Dm = DD · · ·D︸ ︷︷ ︸
m

.

:[٢٧] مي شوند مشخص زير به صورت D اول مرتبه ي مشتق پذير ماتريس مولفه هاي

Dij =


((x−a)(b−x)qM−١(x))

′
|x=zi

((x−a)(b−x)qM−١(x))
′ |x=zj

(zi−zj)
, i ̸= j,

((x−a)(b−x)qM−١(x))
′′
|x=zi

٢((x−a)(b−x)qM−١(x))
′′ |x=zi

, i = j.
=


− ٢M١+٢

۶ , i = j = ٠,
σi

σj

(−١)i+j

zi−zj
, i ̸= j, ٠ ≤ i, j ≤ M,

− zi
١)٢−z٢

k)
, i = j, ١ ≤ i, j ≤ M − ١,

٢M١+٢
۶ , i = j = M.

مي زنيم: تقريب زير به صورت را ∂m
x uk

M عبارت آن گاه،

∂m
x uk

M (x) := Φ(x)Dm{v}k, m ≥ ١.

داريم: بنابراين

dm

dxm
uk
M (zi) =

N∑
j=٠

(Dm)ijv
k
j ,m ≥ ١, ١ ≤ i ≤ N − ١.

مي کنيم: تعريف زير به صورت را گسسته داخلي ضرب

⟨u, v⟩M,ω =

N∑
j=٠

ωju(zj)v(zj),

مي کند: صدق زير شرط در و است ∥u∥M,ω = (⟨u, u⟩M,ω)
١
٢ القاء شده نرم داراي که

⟨u, v⟩M,ω = ⟨u, v⟩٠,ω, ∀u, v : u.v ∈ P٢N−١.

مي گيريم: نظر در زير به صورت را Hr((−١, ١), dµ(x)) وزن دار سوبولف فضاي

Hr((−١, ١), dµ(x)) = {u ∈ L١−))٢, ١), dµ(x)) : ∥u∥r,ω = (

r∑
j=٠

∥∂xu∥٢
٠,ω)

١
٢ < ∞}.

: مي دهيم قرار علاوه براين،

H١
٠ ((−١, ١), dµ(x)) = {u ∈ L١−))٢, ١), dµ(x)) : ∂xu ∈ L١−))٢, ١), dµ(x)), u(−١) = u(١) = ٠}.
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مي سازيم: زير به صورت را خطي دو فرم هم چنين،

aω⟨u, v⟩ = ⟨∂xu, ω−١∂x(vω)⟩٠,ω =

∫ ١

−١
∂xu∂x(vω)dx, ∀u, v ∈ H١

٠ ((−١, ١), dµ(x)).

مي آوريم. به دست PM فضاي در را (٢. ٣) نيمه گسسته مسئله ي عددي جواب اکنون،
که: مي کنيم پيدا گونه اي به را uk+١

M ∈ PM (k = ٠ : M − ١) و u٠
M = IcMu٠ مي دهيم قرار

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١u
k+١
M (zi)− ∂٢

xu
k+١
M (zi)

= V α١,··· ,αn(u٠(zi), · · · , uk(zi)) + fk+١(zi), ١ ≤ i ≤ M − ١, k ≥ ٠,
uk+١
M (zi) = ٠, i = ٠,M, − ١ ≤ k ≤ M − ١,

(۴ .٢)

آن در که

V α١,··· ,αn(u٠(zi), · · · , uk(zi)) =

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠(zi), · · · , uk(zi)),

Wαj (u٠(zi), · · · , uk(zi)) = Dk+١
αj ,١u

٠(zi) +

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)ui(zi),

به طوري که است {zi, ωi}Mj=٠ با مرتبط درون يابي عمل گر IcM : C[a, b] → PM و

(IcMu)(zi) = u(zi), i = ٠, ١, ٢, · · · ,M.

کنيم: بازنويسي زير به صورت را (۴ .٢) طرح مي توانيم ،P٠
M = {u ∈ PM , u(−١) = u(١) = ٠} دهيم قرار اگر

داريم: vM ∈ P٠
M هر براي که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١

M ∈ P٠
M (k = ٠ : M − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(L-I)

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω

+ ⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω . (۵ .٢)

کنيم: محاسبه زير به صورت PM = span{ϕj(x), j = ٠, ١, · · · ,M} پايه هاي اساس بر را uk
M تقريبي جواب اکنون،

uk(x) ≈ uk
M (x) := Φ(x){v}k.

داريم: }بنابراين ∑N
s=٠

[∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١δis − (D٢)is

]
vk+١
s = F k+١(zi), ١ ≤ i ≤ M − ١,

Φ(z٠){v}k+١ = Φ(zM ){v}k+١ = ٠.
(۶ .٢)

آن در که

F k+١(zi) = V α١,··· ,αn(u٠
M (zi), · · · , uk

M (zi)) + fk+١(zi), ١ ≤ i ≤ M − ١.

هرگاه

(B)is =
n∑

j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١δis − (D٢)is, ١ ≤ i ≤ M − ١, ٠ ≤ s ≤ M,

(B)٠s = δ٠s, (B)Ms = δMs, ٠ ≤ s ≤ M,

{c}k+١ = (٠, F k+١(z١), F
k+١(z٢), · · · , F k+١(zM−١), ٠)T ,

{v}k+١ = (vk+١
٠ , vk+١

١ , · · · , vk+١
M )T ,

مي شود: نوشته زير به صورت (۶ .٢) خطي دستگاه آن گاه،

B{v}k+١ = {c}k+١, k = ٠ : M − ١.
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پايداري آناليز ٢. ٢. ٢

داريم: ،u ∈ PM هر براي ([٢٨–٣٠]) .۴ .٢ لم

∥u∥٠,ω ≤ ∥u∥M,ω ≤
√

٢∥u∥٠,ω.

داريم: آن گاه ،u ∈ H١
٠ ((−١, ١), dµ(x)) اگر ([٢٨–٣٠]) .۵ .٢ لم

∥u∥٠,ω ≤ C∥∂xu∥٠,ω,

است. u از مستقل مثبت ثابت C آن در که

داريم: ،u ∈ H١
٠ ((−١, ١), dµ(x)) هر براي ([٢٨–٣٠]) .۶ .٢ لم

|aω⟨u, u⟩| ≤ C∥∂xu∥٢
٠,ω, aω⟨u, u⟩ ≥

١
۴
∥∂xu∥٢

٠,ω,

است. u از مستقل مثبت ثابت C آن در که

اگر باشد. نامنفي ثابت يک C و نامنفي دنباله يک {fn}n>٠ کنيم فرض گرونوالد) گسسته (نامساوي ([٢٨–٣٠]) .٢. ٧ لم

fn ≤ C +
∑

٠≤k<n

gkfk, n ≥ ٠,

آن گاه

fn ≤ C
∏

٠≤k<n

(١ + gk) ≤ Ce
∑

٠≤k<n gk , n ≥ ٠.

است: برقرار زير نامساوي آن گاه باشد. (۴ .٢) جواب uk+١
M ∈ P٠

M , k = ٠, ١, · · · ,M − ١ کنيد فرض .٢. ٨ لم

∥uk+١
M ∥٢

M,ω +∆t∥∂xuk+١
M ∥٢

M,ω ≤ C∗∥u٠
M∥٢

M,ω + C∗∗

آن در که

C∗ =
K∗

ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j Dk+١

αj ,١, C∗∗ =
K∗∆t٢∥IcMfk+١∥M,ω

ϱ
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١
,

و

K∗ = exp

١
ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j (Dk+١

αj ,k+١ −Dk+١
αj ,k

)

 .

داشت: خواهيم لذا ،vM = uk+١
M مي دهيم قرار (۵ .٢) در اثبات.

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , uk+١

M ⟩M,ω + aω⟨uk+١
M , uk+١

M = ⟨V α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), uk+١
M ⟩M,ω + ⟨IcMfk+١, uk+١

M ⟩M,ω (٢. ٧)

آن در که

⟨V α١,··· ,αn(u٠
M , · · · , uk

M), uk+١
M ⟩M,ω =

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١⟨u
٠
M , uk+١

M ⟩M,ω

+
n∑

j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)⟨ui

M , uk+١
M ⟩M,ω.
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مي آوريم: به دست ،AB ≤ ١
٢θ٢A

٢ + θ٢

٢ B
٢, ∀θ ̸= ٠ نامساوي از استفاده با

⟨V α١,··· ,αn(u٠
M , · · · , uk

M ), uk+١
M ⟩M,ω ≤

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١

(
∥u٠

M∥٢
M,ω +

١
۴
∥uk+١

M ∥M,ω

)

+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)

(
∥ui

M∥٢
M,ω +

١
۴
∥uk+١

M ∥٢
M,ω

)
≤

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω

+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١

۴
∥uk+١

M ∥M,ω +

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥ui

M∥٢
M,ω

+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١(Dk+١

αj ,k+١ −Dk+١
αj ,١)

۴
∥uk+١

M ∥٢
M,ω =

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω

+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥ui

M∥٢
M,ω +

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

۴
∥uk+١

M ∥٢
M,ω,

داريم: ۶ .٢ لم بردن به کار با
n∑

j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١∥u
k+١
M ∥٢

M,ω +
١
۴
∥∂xuk+١

M ∥٢
٠,ω ≤ ⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω

+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω +

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥ui

M∥٢
M,ω

+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

۴
∥uk+١

M ∥٢
M,ω. (٢. ٨)

که مي دانيم

⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω ≤ ∥IcMfk+١∥M,ω∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

۴
∥uk+١

M ∥٢
M,ω. (٢. ٩)

مي آوريم: به دست ،(٢. ٩) و (٢. ١٠) از استفاده n∑با
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

٢
∥uk+١

M ∥٢
M,ω +

١
۴
∥∂xuk+١

M ∥٢
٠,ω ≤

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω

+
∥IcMfk+١∥M,ω∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥ui

M∥٢
M,ω.

داريم: ۴ .٢ لم بردن به کار n∑با
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

٢
∥uk+١

M ∥٢
M,ω

+
١
٨
∥∂xuk+١

M ∥٢
M,ω ≤

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω +
∥IcMfk+١∥M,ω∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥ui

M∥٢
M,ω.

داريم n∑بنابراين
j=١ djα

−١
j Dk+١

αj ,k+١

٢
∥uk+١

M ∥٢
M,ω +

∆t

٨
∥∂xuk+١

M ∥٢
M,ω ≤

n∑
j=١

djα
−١
j Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω

+
∆t٢∥IcMfk+١∥M,ω∑n
j=١ djα

−١
j Dk+١

αj ,k+١
+

n∑
j=١

djα
−١
j

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)
(
∥ui

M∥٢
M,ω +∆t∥∂xuk+١

M ∥٢
M,ω

)
.
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مي آوريم: به دست اين صورت در .ϱ = min{
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj,k+١

٢ , ١
٨} مي دهيم قرار

∥uk+١
M ∥٢

M,ω +∆t∥∂xuk+١
M ∥٢

M,ω ≤ ١
ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j Dk+١

αj ,١∥u
٠
M∥٢

M,ω +
∆t٢∥IcMfk+١∥M,ω

ϱ
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١

+
١
ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)
(
∥ui

M∥٢
M,ω +∆t∥∂xuk+١

M ∥٢
M,ω

)
.

مي گيريم: نتيجه ،٢. ٧ لم بردن به کار با
∥uk+١

M ∥٢
M,ω +∆t∥∂xuk+١

M ∥٢
M,ω ≤ C∗∥u٠

M∥٢
M,ω + C∗∗,

آن در که

C∗ =
K∗

ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j Dk+١

αj ,١, C∗∗ =
K∗∆t٢∥IcMfk+١∥M,ω

ϱ
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١
,

و

K∗ = exp

١
ϱ

n∑
j=١

djα
−١
j (Dk+١

αj ,k+١ −Dk+١
αj ,k

)

 .

براي قيدوشرط بدون (۴ .٢) طرح آن گاه باشد. (۴ .٢) طرح جواب uk+١
M ∈ P٠

M , k = ٠, ١, · · · , N − ١ کنيد فرض .٢. ٩ قضيه
است. پاي دار ∆t > ٠ هر

لم بردن به کار با باشد. ũ٠
M اوليه شرط با (۴ .٢) طرح تقريبي جواب ũk+١

M ∈ P٠
M , k = ٠, ١, · · · , N − ١ کنيد فرض اثبات.

مي آوريم: به دست ٢. ٨
∥uk+١

M − ũk+١
M ∥٢

M,ω + ∥∂xuk+١
M − ∂xũ

k+١
M ∥٢

٠,ω ≤ C∗∥u٠
M − ũ٠

M∥٢
M,ω.

است: برقرار زير نامساوي بنابراين
∥uk+١

M − ũk+١
M ∥٢

M,ω ≤ C∗∥u٠
M − ũ٠

M∥٢
M,ω.

مي شود. کامل ٢. ٩ قضيه ي اثبات درنتيجه

خطا آناليز ٢. ٢. ٣

برقرارند: زير تخمين هاي ،u ∈ Hr((−١, ١), dµ(x)) هر براي ([٢٨–٣٠]) .٢. ١٠ لم

∥u− IcMu∥s,ω ≤ CM ٢s−r∥u∥r,ω, r >
١
٢
, ٠ ≤ s ≤ r.

باشد: زير به صورت متعامد و تصوير عملگر ΠM کنيد فرض ([٢٨–٣٠]) .٢. ١١ لم
ΠM := L١−))٢, ١), dµ(x)) → PM , ⟨u−ΠMu, v⟩٠,ω = ٠, ∀v ∈ PM ,

برقرارند: زير تقريب هاي آن گاه

∥u−ΠMu∥s,ω ≤ CM
٣s

٢ −r∥u∥r,ω, r ≥ ٠, ٠ ≤ s ≤ ١,

است. مثبت ثابت C آن در که

باشد: زير به صورت متعامد تصوير عملگر Π١,٠
M کنيد فرض ([٢٨–٣٠]) .٢. ١٢ لم

Π١,٠
M := H١

٠ ((−١, ١), dµ(x)) → P٠
M , aω⟨Π١,٠

M u− u, v⟩ = ٠, ∀v ∈ P٠
M ,

برقرارند: زير تقريب هاي آن گاه
∥u−Π١,٠

M u∥s,ω ≤ CMs−r∥u∥r,ω, r ≥ ١, ٠ ≤ s ≤ ١,

است. مثبت ثابت C آن در که
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برقرارند: زير تخمين هاي ،u ∈ Hr((−١, ١), dµ(x)), r > ١
٢ هر براي ([٢٨–٣٠]) .٢. ١٣ لم

|⟨E(u), v⟩٠,ω| = |⟨u, v⟩M − ⟨u, v⟩٠,ω| ≤ C{∥u−ΠM−١u∥٠,ω + ∥u− IcMu∥٠,ω}∥v∥٠,ω, ∀v ∈ PM ,

است. مثبت ثابت C آن در که
اگر باشد. خطي چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادله ي دقيق جواب U کنيد فرض .١۴ .٢ قضيه

CF
٠ ∂α

t U ∈ L∞((٠, T ];H٢r((−١, ١), dµ(x))), r ≥ ١,

و
U ∈ L∞((٠, T ];Hr((−١, ١), dµ(x))), r ≥ ١,

داريم: آن گاه
∥Uk+١ − uk+١

M ∥٠,ω ≤ C∗(M
−r +∆t٢),

است. مثبت ثابت C∗ آن در که
مي آوريم: به دست ،٢. ١٢ لم بردن کار به با اثبات.

⟨Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١, vM ⟩M,ω + aω⟨Π١,٠

M Uk+١, vM ⟩ = ⟨Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١ − Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Uk+١, vM ⟩٠,ω

+⟨E(Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١), vM ⟩٠,ω + ⟨fk+١, vM ⟩٠,ω + ⟨Rk+١, vM ⟩٠,ω , ∀vM ∈ P٠

M , (٢. ١٠)

مي کنند: صدق زير شرط در Rk+١ خطاهاي آن در که
∥Rk+٠∥١,ω ≤ C١∆t٢.

داريم: (٢. ١٠) از (۵ .٢) از استفاده با
n∑

j=١
djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨e
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨ek+١

M , vM ⟩ =
n∑

j=١
djα

−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)⟨eiM , vM ⟩M,ω

+

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١⟨e
٠
M , vM ⟩M,ω + ⟨Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π

١,٠
M Uk+١ − Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Uk+١, vM ⟩٠,ω

+⟨E(Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١), vM ⟩٠,ω + ⟨fk+١, vM ⟩٠,ω − ⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω + ⟨Rk+١, vM ⟩٠,ω , (٢. ١١)

آن در که
ek+١
M = Π١,٠

M Uk+١ − uk+١
M .

مي آوريم: به دست را زير نامساوي هاي ،٢. ١١ و ۶ .٢ لم هاي از استفاده با اکنون .vM = ek+١
M مي دهيم قرار

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١∥e
k+١
M ∥٢

M,ω +
١
۴
∥∂xek+١

M ∥٢
٠,ω ≤ ٣

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)∥eiM∥٢

M,ω

+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١(Dk+١

αj ,k+١ −Dk+١
αj ,k

)

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω +

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١⟨e
٠
M , ek+١

M ⟩M,ω

+⟨Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١ − Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Uk+١, ek+١

M ⟩٠,ω + ⟨E(Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١), ek+١

M ⟩٠,ω

+⟨fk+١, ek+١
M ⟩٠,ω − ⟨IcMfk+١, ek+١

M ⟩M,ω + ⟨Rk+١, ek+١
M ⟩٠,ω . (٢. ١٢)

داريم: ٢. ١٣ و ٢. ١٢ لم هاي بردن به کار با

|
n∑

j=١
djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,١⟨e
٠
M , ek+١

M ⟩M,ω | ≤ ٣
n∑

j=١
djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١C
٢
٢M

−٢r +

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω ,

|⟨Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١ − Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Uk+١, ek+١

M ⟩٠,ω | ≤
٣C٢

٣M
−٢r∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω

|⟨E(Pα١,α٢,··· ,αn (∂t)Π
١,٠
M Uk+١), ek+١

M ⟩٠,ω | ≤
٣C٢

۴M
−٢r∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω ,

|⟨fk+١, ek+١
M ⟩٠,ω − ⟨IcMfk+١, ek+١

M ⟩M,ω | ≤
٣C٢

۵M
−٢r∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω ,
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و

|⟨Rk+١, ek+١
M ⟩٠,ω⟩٠,ω | ≤

٣C٢
۶∆t۴∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
+

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١

١٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω ,

داريم بنابراين و
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١

٢
∥ek+١

M ∥٢
M,ω +

∆t

٨
∥∂xek+١

M ∥٢
M,ω ≤ ٣

n∑
j=١

djα
−١
j

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)
(
∥eiM∥٢

M,ω +∆t∥∂xek+١
M ∥٢

M,ω

)

+٣
n∑

j=١
djα

−١
j Dk+١

αj ,k+١C
٢
٢M

−٢r +
٣(C٢

٣ + C٢
۴ + C٢

۵ )M
−٢r∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١
+

٣C٢
۶∆t۴∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
.

داريم: لذا ،ϱ = min{
∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj,k+١

٢ , ١
٨} مي دهيم قرار

∥ek+١
M ∥٢

M,ω +∆t∥∂xek+١
M ∥٢

M,ω ≤ ٣ϱ−١
n∑

j=١
djα

−١
j

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)
(
∥eiM∥٢

M,ω +∆t∥∂xek+١
M ∥٢

M,ω

)

+٣ϱ−١
n∑

j=١
djα

−١
j Dk+١

αj ,k+١C
٢
٢M

−٢r +
٣ϱ−١(C٢

٣ + C٢
۴ + C٢

۵ )M
−٢r∑n

j=١ djα
−١
j Dk+١

αj ,k+١
+

٣ϱ−١C٢
۶∆t۴∑n

j=١ djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١
.

مي گيريم: نتيجه ٢. ٧ لم بردن به کار با

∥ek+١
M ∥٢

M,ω ≤ ∥ek+١
M ∥٢

M,ω +∆t∥∂xek+١
M ∥٢

M,ω ≤ C(M−٢r +∆t۴), (٢. ١٣)

مي آوريم: به دست ٢. ١٢ و ۴ .٢ لم هاي بردن به کار با

∥Uk+١ − uk+١
M ∥٠,ω ≤ ∥ek+١

M ∥٠,ω + ∥Π١,٠
M Uk+١ − Uk+٠∥١,ω ≤ C∗(M

−r +∆t٢),

مي کند. کامل را قضيه اثبات که

شبه خطي چندجمله  اي زماني کسري انتشار معادلات دوم: حالت ٢. ٣
داريم: تيلور بسط بردن به کار }با

Q(U١) = Q(U٠) +Q
′
(Uϑ)∂tU(x, tτ )∆t, k = ٠

Q(Uk+١) = ٢Q(Uk)−Q(Uk−١) +O(∆t٢), k ≥ ١.

چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات براي را زير نيمه گسسته مسئله ي ،uk+١(x) تقريبي جواب با Uk+١(x) کردن جاي گزين با
مي آوريم: به دست شبه خطي

:QL-II طرح
به طوري که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١ (k = ٠ : M − ١) اکنون ،u٠ = h(x) کنيد فرض

∑n
j=١ djα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١u
k+١(x)− ∂٢

xu
k+١(x)

= V α١,··· ,αn(u٠, · · · , uk) +

{
Q(u٠) + f١(x), k = ٠,
٢Q(uk)−Q(uk−١) + fk+١(x), k ≥ ١,

uk+١|x∈∂Ω = ١−,٠ ≤ k ≤ M − ١,

آن در که

V α١,··· ,αn(u٠, · · · , uk) =

n∑
j=١

djα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk),

Wαj (u٠, · · · , uk) = Dk+١
αj ,١u

٠ +

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)ui.

مي کنيم: تعريف اکنون

Gk =

{
Q(u٠

M ) + f١, k = ٠,
٢Q(uk

M )−Q(uk−١
M ) + fk+١, k ≥ ١,
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مي آوريم. به دست P٠
M فضاي در (١۴ .٢) نيمه گسسته مسئله ي براي عددي جواب يک و

داشته vM ∈ P٠
M هر براي که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١

M ∈ P٠
M (k = ٠ : N − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(QL-II)

باشيم:
n∑

j=١

djα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V α١,··· ,αn(u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω + ⟨IcMGk, vM ⟩M,ω.

توزيعي مرتبه ي کسري-زماني انتشار معادلات به توسيع ٣
مي دهيم: ارائه توزيعي مرتبه ي کسري-زماني انتشار معادلات براي طيفي، روش يک اکنون، D[ω]

t U(x, t) = ∂٢
xU(x, t) +Q(U) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× J,

U(x, t)|t=٠ = h(x), x ∈ Ω,
U(x, t)|x∈∂Ω = ٠, t ∈ J,

(٣. ١)

مي کند: صدق زير شرايط در Q(U) و مشتق  پذير تابع يک U : Ω× J → R ،J = (٠, T ] ،Ω = (−١, ١) آن در که

.|Q(U)| ≤ c|U| به طوري که دارد وجود c ثابت عدد •

.|Q′
(U)| ≤ c به طوري که دارد وجود c مثبت ثابت عدد •

مي شود: تعريف زير به صورت ω وزن تابع با U توزيعي کسري مشتق نمايش ،D[ω]
t U همچنين

D[ω]
t U(x, t) =

∫ ν٢

ν١

ω(α) CF
٠ ∂α

t U(x, t)dα, ٠ < ν١, ν٢ < ١.

داريم: را زير شرايط ،ω : [٠, ١] → R وزن تابع براي

.α ∈ [٠, ١] هر براي ω(α) > ٠ و ω ∈ C(Ω) •

.
∫ ١

٠ ω(α)dα = c٠ > ٠ •

،α ∈ [٠, α] هر براي و ω(α) = ٠ ،α ∈ (α, ١] هر براي به طوري که دارد وجود ٠ < α ≤ ١ ثابت عدد علاوه بر اين،
.ω(α) ̸= ٠

است. خطي اين صورت غير در است شبه-خطي (٣. ١) مسئله ي آن گاه ،Q(U) ̸= ٠ اگر

خطي توزيعي مرتبه ي کسري-زماني انتشار معادلات اول: حالت ٣. ١
آن در که باشد [٠, T ] از مساوي فاصله هاي با افراز يک tk := k∆t, k = ٠ : M کنيد فرض زمان، متغير گسسته سازي براي

مي کنيم: گسسته (CS) مرکب سيمپسون و (CT) مرکب ذوزنقه اي فرمول هاي از استفاده با را توزيعي مرتبه ي مشتق ابتدا .∆t = T
N

CT :

∫ ν٢

ν١

ω(α) CF
٠ ∂α

t U(x, t)dα = PI
α١,α٢,··· ,α٢m+١ (∂t)U(x, t) + EI

α =

٢m+١∑
j=١

qj
CF
٠ ∂

αj
t U(x, t) + EI

α, EI
α = O(∆α٢),

آن در که

qj =

{
∆αω(αj)

٢ , j = ١, ٢m+ ١,
∆αω(αj), j = ٢, ٣, · · · , ٢m,

و

CS :

∫ ν٢

ν١

ω(α) CF
٠ ∂α

t U(x, t)dα = PII
α١,α٢,··· ,α٢m+١ (∂t)U(x, t) + EII

α =

٢m+١∑
j=١

rj
CF
٠ ∂

αj
t U(x, t) + EII

α , EII
α = O(∆α۴),

آن در که

rj =


∆αω(αj)

٣ , j = ١, ٢m+ ١,
۴∆αω(αj)

٣ , j = ٢, ۴, · · · , ٢m,
٢∆αω(αj)

٣ , j = ٣, ۵, · · · , ٢m− ١,
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.αj = ν١ + (j − ١)∆α, j = ١, ٢, · · · , ٢m+ ١ و ∆α = ν٢−ν١
٢m آن در که

مي زنيم: تقريب زير متناهي تفاضل طرح هاي با را PII
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)U و PI
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)U اکنون

PI
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) = PI
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) +Rk+١,I
U (x),

و

PII
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) = PII
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) +Rk+١,II
U (x),

آن در که

PI
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) =

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j

k+١∑
i=١

Dk+١
αj ,i

δtU i− ١
٢ ,

و

PII
α١,α٢,··· ,α٢m+١

(∂t)Uk+١(x) =

٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j

k+١∑
i=١

Dk+١
αj ,i

δtU i− ١
٢ .

مي کنند: صدق زير شرايط در Rk+١,II
U (x) و Rk+١,I

U (x) برشي خطاي آن، در که

Rk+١,I
U = O(∆t٢), Rk+١,II

U = O(∆t٢).

داريم: آن گاه

D[ω]
t Uk+١(x) = PI

α١,α٢,··· ,α٢m+١
(∂t)U(x, t) +Rk+١,I

U + EI
α =

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j

k+١∑
i=١

Dk+١
αj ,i

δtU i− ١
٢

+ O(∆α٢ +∆t٢) (٣. ٢)

و

D[ω]
t Uk+١(x) = PII

α١,α٢,··· ,α٢m+١
(∂t)U(x, t) +Rk+١,II

U + EII
α =

٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j

k+١∑
i=١

Dk+١
αj ,i

δtU i− ١
٢

+ O(∆α۴ +∆t٢) (٣. ٣)

مي آوريم: به دست را زير نيمه-گسسته مسئله ي ،uk+١ تقريبي جواب با Uk+١ کردن جاي گزين و خطا حذف با سرانجام،
که کنيم پيدا طوري را uk+١ (k = ٠ : M − ١) اکنون است، شده داده u٠ = h(x) کنيد فرض :L-CT-I طرح

PI
α١,··· ,α٢m+١

(∂t)u
k+١ = ∂٢

xu
k+١ + fk+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ M − ١.

يا LIuk+١ = FI,k+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ M − ١,
(۴ .٣)

آن در که

LI(∗) = [

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١ − ∂٢
x](∗), FI,k+١ = V I,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) + fk+١,

آن در که

V I,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) =

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk),

Wαj (u٠, · · · , uk) = Dk+١
αj ,١u

٠ +

k∑
i=١

(Dk+١
αj ,i+١ −Dk+١

αj ,i
)ui.
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که کنيم پيدا طوري را uk+١ (k = ٠ : M − ١) اکنون است، شده داده u٠ = h(x) کنيد فرض :L-CS-I طرح
PII
α١,··· ,α٢m+١

(∂t)u
k+١ = ∂٢

xu
k+١ + fk+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ M − ١,

يا LIIuk+١ = FII,k+١, x ∈ Ω, ٠ ≤ k,

uk+١|∂Ω = ٠, − ١ ≤ k ≤ M − ١,
(۵ .٣)

آن در که

LII(∗) = [

٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١ − ∂٢
x](∗), FII,k+١ = V II,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) + fk+١.

بنابراين

V II,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) =

٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk).

مي آوريم: به دست PM فضاي در (۵ .٣) و (۴ .٣) نيمه گسسته مسئله ي براي عددي جواب اکنون
داشته vM ∈ P٠

M هر براي مي کنيم که پيدا به گونه اي را uk+١
M ∈ P٠

M (k = ٠ : N − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(L-CT-I)
باشيم:

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V I,α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω + ⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω .

داشته vM ∈ P٠
M هر براي مي کنيم که پيدا به گونه اي را uk+١

M ∈ P٠
M (k = ٠ : N − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(L-CS-I)

باشيم:
٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V II,α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω + ⟨IcMfk+١, vM ⟩M,ω .

شبه خطي توزيعي مرتبه ي از کسري-زماني انتشار معادله ي دوم: حالت ٣. ٢
داريم: تيلور سري بسط از استفاده }با

Q(U١) = Q(U٠) +Q
′
(Uϑ)∂tU(x, tτ )∆t, k = ٠

Q(Uk+١) = ٢Q(Uk)−Q(Uk−١) +O(∆t٢), k ≥ ١. (۶ .٣)

مي آوريم: به دست را زير نيمه گسسته مسئله ي uk+١(x) تقريبي جواب با Uk+١(x) کردن جاي گزين با
که کنيم پيدا طوري را uk+١ (k = ٠ : M − ١) اکنون است. شده داده u٠ = h(x) کنيد فرض :QL-CT-II طرح

∑٢m+١
j=١ qjα

−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١u
k+١(x)− ∂٢

xu
k+١(x)

= V I,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) +

{
Q(u٠) + f١(x), k = ٠,
٢Q(uk)−Q(uk−١) + fk+١(x), k ≥ ١,

uk+١|x∈∂Ω = ١−,٠ ≤ k ≤ M − ١,

(٣. ٧)

آن در که

V I,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) =

٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk).

که کنيم پيدا طوري را uk+١ (k = ٠ : M − ١) اکنون است. شده داده u٠ = h(x) کنيد فرض :QL-CS-II طرح
∑٢m+١

j=١ rjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١u
k+١(x)− ∂٢

xu
k+١(x)

= V II,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) +

{
Q(u٠) + f١(x), k = ٠,
٢Q(uk)−Q(uk−١) + fk+١(x), k ≥ ١,

uk+١|x∈∂Ω = ١−,٠ ≤ k ≤ M − ١,

(٣. ٨)
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آن در که

V II,α١,··· ,α٢m+١(u٠, · · · , uk) =

٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j ∆t−١Wαj (u٠, · · · , uk).

مي کنيم: تعريف

Gk =

{
Q(u٠

M ) + f١, k = ٠,
٢Q(uk

M )−Q(uk−١
M ) + fk+١, k ≥ ١.

مي آوريم. به دست P٠
M فضاي در (٣. ٨) و (٣. ٧) نيمه گسسته مسئله ي براي را عددي جواب

vM ∈ P٠
M هر براي که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١

M ∈ P٠
M (k = ٠ : N − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(QL-CT-II)

باشيم: داشته
٢m+١∑
j=١

qjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V I,α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω + ⟨IcMGk, vM ⟩M,ω .

vM ∈ P٠
M هر براي که مي کنيم پيدا به گونه اي را uk+١

M ∈ P٠
M (k = ٠ : N − ١) چبيشف طيفي تقريب :A(QL-CS-II)

باشيم: داشته
٢m+١∑
j=١

rjα
−١
j ∆t−١Dk+١

αj ,k+١⟨u
k+١
M , vM ⟩M,ω + aω⟨uk+١

M , vM ⟩ = ⟨V II,α١,··· ,αn (u٠
M , · · · , uk

M ), vM ⟩M,ω + ⟨IcMGk, vM ⟩M,ω .

آزمايشي مثال هاي ۴
شده نوشته Maple افزار نرم از استفاده با برنامه ها مي دهيم. ارائه پيش نهادي روش عمل کرد آزمايش براي عددي مثال چندين بخش اين در
دقت و پاي داري است. شده اجرا RAM حافظه ١۶G مشخصات با Cori٧ − ٣٫٠٠@٩٧٠٠GH − ٣٫٠٠GH کامپيوتر روي و

مي دهيم. نشان N و M متفاوت مقادير براي را پيش نهادي روش
مي کنيم: اندازه گيري زير فرمول هاي با را eM,N

rms مانده خطاي و eM,N
∞ ماکسيمم مطلق خطاي خطا) اندازه گيري (معيار .١

eM,N
∞ = max

٠≤i≤M
|UN (zi)− uN

M (zi)|,

و

eM,N
rms =

√√√√ ١
M + ١

M∑
i=٠

|UN (zi)− uN
M (zi)|٢.

است: محاسبه قابل زير به صورت هم گرايي سرعت هم گرايي) (سرعت .٢

Ratio = log٢

[
eM,N/٢
∞

eM,N
∞

]
.

(a٢) A(QL-II) (α١ = ٠٫٢٢, α٢ = ٠٫٣٣) (a١) (A(QL-II)) (α١ = ٠٫٣٣, α٢ = ٠٫۴١)

.(٢ .۴ (مثال M = ٢٠ با N به نسبت eM,N
rms و eM,N

∞ تغييرات :A(QL-II) :١ شکل
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α١ = ٠٫٣١, α٢ = ٠٫٨١
N eM,N

∞ eM,N
rms Ratio CPU time (s)

۴٠ ١ .۴٩۶١٠۴e- ۵ ٨٣٣١. ٩۵۵e- ۶ - ١٢. ١٠
٨٠ ٧. ٣۴٠٢۶۵e- ۶ ٢ .۴۴٨۵۶۵e- ۶ ٠٠٠٠. ٢ ١۵ .٧٨

١۶٠ ٣٧. ٩۴۴٣٣e- ٧ ۵ .٩٧٧٧٠٩e- ٧ ٠٠٠٠. ٢ ٢٧ .۵۴
α١ = ٠٫٧١, α٢ = ٠٫٩١

N eM,N
∞ eM,N

rms Ratio
۴٠ ۴ .٠٧٩٠٩٩e- ۵ ٢ .۶٨٠۶۵١e- ۵ -
٨٠ ٠٢٠. ١۵٢۵e- ۵ ۶ .٧٠٨٣١٩e- ۶ ٩٩٨٩. ١

١۶٠ ٢ .۵۴٩۶٣۶e- ۶ ١ .۶٧٧۶۴۶e- ۶ ٠٠٠٩. ٢

.(١ .۴ مثال ) M = ٢٠ با eM,N
rms و eM,N

∞ مقاديرخطاي :A(L-I) .١ جدول

ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۶
N eM,N

∞ eM,N
rms Ratio CPU time (s)

۴٠ ١٠٣٨. ٨۴۶e- ۶ ۴ .٩٩٣۴٨٠e- ۶ - ١٣ .۵٨
٨٠ ٠٢٠٣٠٩. ٢e- ۶ ٢. ١۴٧۴۶٩e- ۶ ٠٠. ٢۴٠ ١٧ .۴٣

١۶٠ ۴ .٩٩٠٢٨۵e- ٧ ١٠٧٢٩٨. ٣e- ٧ ٠١٧. ٢۴ ٣۴ .١۵
٣٢٠ ٢٣٨٨٠٨. ١e- ٧ ٧ .۶۵٠١۶٩e- ٧ ٠١٠٢. ٢ ۴٠٨. ٣

ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۴
N eM,N

∞ eM,N
rms Ratio

۴٠ ١ .۴٧٧٧٨١e- ۶ ١٣. ٩۴٠٠٣e- ٧ -
٨٠ ٣ .۶٣۵١٢١e- ٧ ٢٧٢٨. ٢۶٧e- ٧ ٠٢٣. ٢۴

١۶٠ ١١٨٣. ٩۶۴e- ٨ ۵ .۵٨٠۵١١e- ٨ ٩٩. ١۵٢
٣٢٠ ٢ .۴٨۵٩١٢e- ٨ ٣. ١۶٣٠٢۶e- ٨ ٨٧. ١۵٠

.(٣ .۴ مثال ) N = ٢m و M = ٢٠ با eM,N
rms و eM,N

∞ مقاديرخطاي :A(L-CT-I) ٢ جدول

ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۶
N eM,N

∞ eM,N
rms Ratio

۴٠ ٣. ٣۵۶٠٣١e- ۶ ٠. ٢۶٣٣٠٨e- ۶ -
٨٠ ٨ .۴۵٢۴۵٨e- ٧ ۵ .١٧٠۴٢۴e- ٧ ٩٨٩٣. ١

١۶٠ ١٧. ٢۵٢۴٧e- ٧ ٣٠. ١۵٣٢٢e- ٧ ٩. ١۵٨٢
٣٢٠ ۶ .٠۴٣٢٧٣e- ٨ ٣٩٨١١. ٣۵e- ٨ ٨. ١۴٧٨

ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۴
N eM,N

∞ eM,N
rms Ratio

۴٠ ۴ .٧١٩۵٩۴e- ٧ ١٣. ٩۴٠٠٣e- ٧ -
٨٠ ٢٣٩٧٨٢. ١e- ٧ ٢٩. ٧۵٢٢۴e- ٨ ٩٢٨. ١۶

١۶٠ ٣ .۶٩٧٨۵۶e- ٨ ٩١. ١۴٣٢٢e- ٨ ٧. ١۴۵٣
٣٢٠ ٠١٩. ١۴۵٢e- ٨ ۶ .١٠٩٣٨٩e- ٩ ٨. ١۵٨٩

.(٣ .۴ مثال ) N = ٢m و M = ٢٠ با eM,N
rms و eM,N

∞ مقاديرخطاي :A(L-CS-I) .٣ جدول
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مي گيريم: نظر در را زير خطي چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات .١ .۴ مثال
CF
٠ ∂α١

t U(x, t) +CF
٠ ∂α٢

t U(x, t) = ∂٢
xU(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ (−١, ١)× (٠, ١],

U(x, ٠) = sin(٢πx), x ∈ (−١, ١)
U(−١, t) = U(١, t) = ٠, t ∈ (٠, ١].

(١ .۴)

آن در که

f(x, t) = +٢et sin(٢πx) + ۴et sin(٢πx)π٢ − (e
α١t

−١+α١ + e
α٢t

−١+α٢ ) sin(٢πx).

است: شده داده زير به صورت ١ .۴ مثال دقيق جواب

U(x, t) = et sin(٢πx).

α١ = ٠٫٧١, α٢ = و α١ = ٠٫٣١, α٢ = ٠٫٨١ مقادير با A(L-I) براي را عددي نتايج ١ جدول :A(L-I) براي عددي نتايج
است. شده گزارش برنامه اجراي زمان مدت جدول اين در مي دهد. نشان ٠٫٩١

مي گيريم: نظر در را زير چندجمله  اي کسري-زماني انتشار معادلات .٢ .۴ مثال
CF
٠ ∂α١

t U(x, t) +CF
٠ ∂α٢

t U(x, t) = ∂٢
xU(x, t)− sin(U) + f(x, t), (x, t) ∈ (−١, ١)× (٠, ١],

U(x, ٠) = sin(πx), x ∈ (−١, ١),
U(−١, t) = U(١, t) = ٠, t ∈ (٠, ١].

(٢ .۴)

آن در که

f(x, t) = +٢et sin(πx) + et sin(πx)π٢ − (e
α١t

−١+α١ + e
α٢t

−١+α٢ ) sin(πx) + sin(et sin(πx)).

است: شده داده زير به صورت ٢ .۴ مثال دقيق جواب

U(x, t) = et sin(πx).

α١ = ٠٫٢٢, α٢ = α١و = ٠٫٣٣, α٢ = ٠٫۴١ Nبراي به نسبت eM,N
rms و eM,N

∞ تغييرات :A(QL-II) براي عددي نتيجه
است. شده داده نشان (a١ − a٢) ١ شکل در ٠٫٣٣

مي گيريم: نظر در را زير توزيعي مرتبه کسري-زماني انتشار معادلات .٣ .۴ مثال
∫ ν٢
ν١

α٢ CF
٠ ∂α

t U(x, t)dα = ∂٢
xU(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ (−١, ١)× (٠, ١],

U(x, ٠) = ٠, x ∈ (−١, ١)
U(−١, t) = U(١, t) = ٠, t ∈ (٠, ١].

آن در که

f(x, t) = (−٨
∫ ν٢

ν١

(−α+ e
tα

−١+α (α− ١)− tα+ ١)dα+ ۴t٢π٢) sin(πx).

است: شده داده زير به صورت ٣ .۴ مثال دقيق جواب

U(x, t) = ۴t٢ sin(πx).

ν١ = ٠٫١, ν٢ = و ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۶ مقادير با A(L-CT-I) براي را عددي نتايج ٢ جدول :A(L-CT-I) براي عددي نتايج
است. شده گزارش برنامه اجراي زمان مدت جدول اين در مي دهد. نشان ٠٫۴

ν١ = و ν١ = ٠٫١, ν٢ = ٠٫۶ مقادير با A(L-CS-I) براي را عددي نتايج ٣ جدول :A(L-CS-I) براي عددي نتايج
است. شده گزارش ۴ جدول در N مختلف مقادير براي ماتريس وضعيت عدد هم چنين مي دهد. نشان ٠٫١, ν٢ = ٠٫۴
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N ١٣ ١۵ ١٧ ١٩
CN ١۴٨٧. ٠ ٢٨۵ .٣٢ ٧٣. ٧٨١ ٠. ١٠٢١۴

.N مختلف مقادير براي نهايي ماتريس وضعيت عدد .۴ جدول

نتيجه گيري ۵
روش ترکيب از استفاده با و گرفتيم نظر در را جديد کسري عمل گر يک بر مبتني چندجمله اي کسري-زماني انتشار معادله ي ابتدا مقاله، اين در
کسري-زماني انتشار معادلات توسعه  ي هم چنين داديم. ارائه معادلات اين براي عددي جواب يک چبيشف طيفي روش و متناهي تفاضل
طرح هاي که داديم نشان داديم. انجام معادلات اين روي عددي آناليز يک و گرفتيم نظر در را توزيعي مرتبه ي معادلات به چندجمله  اي
همگرايي سرعت که کرديم ثابت و آورديم به دست زماني-مکاني خطاي براي تخمين هايي پاي دارند. قيدوشرط بدون پيش نهادي تفاضلي

مي کنند. تاييد را نظري نتايج که آورديم عددي مثال هاي پايان، در است. r و ٢ ترتيب به مکان و زمان در پيش نهادي روش
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Numerical investigation and error estimate for multi-term
time-fractional diffusion equations based on a new fractional

operator
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Abstract: In this paper, a numerical method is provided for solving multi-term time-fractional diffusion
equations associated with a new fractional operator. A semi-discrete scheme is obtained in temporal di-
rection based on the finite difference method afterwards, a Chebyshev-spectral method is used for spatial
discretization. Also, the stability and error analysis are investigated. Moreover, the multi-term time-
fractional diffusion equation is extended to a distributed order diffusion equation and numerical analysis
has been done on it. Finally, the theoretical results are confirmed using some numerical examples.
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