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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
٧٩- ٩١ ص ،١ شماره ،١٣ دوره ،١۴٠٢ سال

درجه مهتري قوي خطي نگه دارنده هاي ساختار

دهقانيان مهدي ، محمدحسني احمد ، * سياري يامين

ايران سيرجان، سيرجان، صنعتي دانشگاه کامپيوتر، و رياضي دانشکده رياضي، گروه

آقامولائي غلامرضا مسئول: دبير

١۴٠٢/٣/٢١ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/١٠/١١ دريافت: تاريخ

سطر هر درايه هاي مجموع و باشند نامنفي آن درايه هاي همه هرگاه گوييم دوگانه تصادفي را D مربعي ماتريس چکيده:
x = (x١, . . . , xn) ناصفر و سطري بردار هر براي باشد. يک با برابر و آن ستون هر درايه هاي مجموع با برابر آن
مي گيريم. نظر در صفر با برابر را صفر بردار درجه و باشد ناصفر xi که مي کنيم تعريف i عدد بزرگ ترين را بردار درجه
y درجه از x درجه هرگاه مي دهيم، نمايش x ≺deg y نماد با و دارد x به نسبت درجه مهتري y سطري بردار گوييم
نگه دارنده هاي ساختار مقاله اين در .x = yD که شود يافت D دوگانه تصادفي ماتريس و باشد مساوي يا کوچک تر
درجه مهتري رابطه قوي خطي نگه دارنده هاي ساختار هم چنين مي آوريم. به دست R٢ فضاي روي را درجه مهتري خطي

مي کنيم. پيدا Rn حقيقي برداري فضاهاي روي را

قوي خطي نگه دارنده درجه، مهتري ، چندگانه مهتري مهتري، کليدي: واژه هاي

15A04; 15A21 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١

سال هاي در دارد، آمار و رياضي شاخه هاي از بسياري در زيادي کاربردهاي و است خطي جبر در موضوعات مهم ترين از يکي مهتري نظريه
.([۵–١] شود (ديده کرده اند چاپ زمينه اين در زيادي مقالات محققين اخير

قرار مطالعه مورد زيادي رياضي دانان توسط که است مهتري نظريه در پرکاربردي و مهم مفهوم خطي نگه دارنده هاي ساختار هم چنين
.[١٨ ،١۶–١٣ ،٧] است گرفته

بردارهاي برداري فضاي مي دهيم. نشان Mn با را ستون n و سطر n با حقيقي و مربعي ماتريس هاي مجموعه n طبيعي عدد براي
ماتريسي J ماتريس مي شود. استفاده Rn فضاي استاندارد پايه نمايش براي {e١, . . . , en} مجموعه مي دهيم. نمايش Rn با را ١×n
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نمايش conv(W) با را W محدب غلاف حقيقي، بردارهاي از W مجموعه زير هر براي مي باشد. يک با برابر آن درايه هاي همه که است
مي شود: تعريف زير به صورت و مي دهيم

conv(W) =

{
n∑

i=0

rivi : n ∈ N, vi ∈ W, 0 ≤ ri, i = 0, 1, . . . , n و
n∑

i=0

ri = 1

}
.

همه مجموعه صفرند. درايه ها مابقي و دارد وجود ١ درايه يک آن ستون هر در و سطر هر در که است مربعي ماتريسي جاي گشتي، ماتريس
مي دهيم. نشان Pn نماد با را n× n جاي گشتي ماتريس هاي

رابطه خطي نگه دارنده T : Rn −→ Rn خطي تبديل گوييم .x, y ∈ Rn و باشد Rn فضاي روي رابطه يک R کنيم فرض
اين که بر علاوه هرگاه است R رابطه قوي خطي نگه دارنده T خطي تبديل گوييم و T (x)RT (y) دهد نتيجه xRy هرگاه است R

.xRy گرفت نتيجه T (x)RT (y) از بتوان باشد خطي n∑نگه دارنده
i=١ dij = ١ ،(١ ≤ i, j ≤ n) i, j هر براي ٠ ≤ dij هرگاه گوييم دوگانه تصادفي را Dn×n = [dij] مربعي ماتريس

بردار دو x, y ∈ Rn اگر مي دهيم. نمايش Dn نماد با را دوگانه n × n تصادفي ماتريس هاي همه مجموعه .
∑n

j=١ dij = ١ و
در .x = yD که باشد چنان D دوگانه تصادفي ماتريس هرگاه x ≺m y مي نويسيم و دارد x به نسبت چندگانه مهتري y گوييم باشند

.x ∼m y مي نويسيم y ≺m x و x ≺m y که صورتي
براي مي دهند. قرار بحث مورد را داده شده مهتري يک با مرتبط دوگانه تصادفي ماتريس هاي از مجموعه اي نويسندگان [٨–١٠] در

شود. مراجعه [١٧ ،١٢ ،١١ ،١] به بيش تر مطالعه
مرتب نزولي به صورت که مولفه هايxاست با آمده به دست ↓xبردار = (x↓

١, . . . , x
↓
n) xبردار = (x١, . . . , xn) بردار هر براي

.tr(x) =
∑n

i=1 xi يعني مي دهيم نشان tr(x) نماد با را x مولفه هاي مجموع هم چنين .x↓
١ ≥ x↓

٢ ≥ . . . ≥ x↓
n يعني شده اند،

هم ارزند: زير گزاره هاي .x, y ∈ Rn کنيم فرض [۶] .١. ١ قضيه

x ≺m y .١

.k = ١, ٢, . . . , n همه براي
∑k

i=١ x
↓
i ≤

∑k
i=١ y

↓
i و tr(x) = tr(y) .٢

باشد. جاي گشتي ماتريس هاي از محدبي ترکيب اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفي ماتريس يک بيرخوف) (قضيه [۶] .١. ٢ قضيه

خطي نگه دارنده هاي ساختار هم چنين مي دهيم. قرار مطالعه مورد را آن ويژگي هاي و کرده تعريف را درجه مهتري ابتدا مقاله اين در
مي آوريم. به دست Rn فضاي روي را درجه مهتري قوي خطي نگه دارنده هاي ساختار سپس، مي کنيم. مشخص را R٢ روي درجه مهتري

اصلي نتايج ٢
و باشد ناصفر xi که مي کنيم تعريف i عدد بزرگ ترين را x بردار درجه باشد. ناصفر و ١× n برداري x = (x١, . . . , xn) کنيم فرض
درجه مهتري y سطري بردار گوييم باشند، مولفه n با سطري بردار دو y و x کنيم فرض مي گيريم. نظر در صفر با برابر را صفر بردار درجه
نگه دارنده هاي همه بخش اين در باشد. مساوي يا کوچک تر y درجه از x درجه و باشد x به نسبت چندگانه مهتر y هرگاه دارد، x به نسبت

کرديم. پيدا را سطري بردارهاي فضاي روي درجه مهتري رابطه قوي خطي
براي هم چنين .(A := [T ] (يعني مي دهيم نمايش A = [aij] با همواره را استاندارد پايه در T خطي عمل گر نمايش گر ماتريس
x = اگر است. B با برابر استاندارد پايه در آن نمايش گر ماتريس که است S خطي عمل گر ،B خطي عمل گر از منظور ،B ماتريس هر
(x١, . . . , xn, y١, . . . , ym) بعدي n+m بردار نمايش براي آن گاه باشند، بردار دو y = (y١, . . . , ym) و (x١, . . . , xn)

مي کنيم. (x, y) نماد از

مي کنيم تعريف و مي دهيم نمايش deg(x) با را x بردار درجه باشد. بردار يک x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn کنيم فرض .٢. ١ تعريف

deg(x) :=

{
max{i : ١ ≤ i ≤ n, xi ̸= ٠}, x ̸= o اگر
٠, x = o اگر

هرگاه x ≺deg y مي نويسيم و دارد x به نسبت درجه مهتري y بردار گوييم باشند. بردار دو x, y ∈ Rn کنيم فرض .٢. ٢ تعريف
.deg(x) ≤ deg(y) و x ≺m y
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دارد. درجه مهتري ديگر بردار به نسبت صورت چه در بردار يک که مي کنيم مشخص زير لم در

و باشد k درجه با ناصفر برداري y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض .٢. ٣ لم

yD = {(y١, . . . , yk)P : P ∈ Pk}.

برقرارند: زير احکام صورت اين در

.{x ∈ Rn : x ≺deg y} = {(z, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

) : z ∈ conv(yD)} .١

اگر تنها و اگر x ≺deg y .٢

x ∈
{
y

[
Dk o
o In−k

]
: Dk ∈ Dk

}
.

k-بعدي بردار با برابر را y بردار .y = (y١, . . . , yn) و deg(y) = k و باشد ناصفر برداري y کنيم فرض .١ اثبات.
بيرخوف قضيه طبق آن گاه ،x = (x١, . . . , xn) و x ≺deg y اگر لذا مي کنيم. تعريف (y١, . . . , yk)

x =
∑
i

riyPi

=
∑
i

ri(y١, . . . , yk, ٠, . . . , ٠)Pi

براي xi = ٠ ازآن جايي که .
∑

i ri = ١ که Pi = [pij] ∈ Pn جاي گشت ماتريس هاي و ri نامنفي و حقيقي اعداد براي
پس، (i ≥ k) i هر

x =
∑
i

(riyP
′
i , ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

n−k

)

پس، است. P ′
i = [pij] ∈ Pk با تعريف شده Pi به وابسته جاي گشت ماتريس P ′

i آن در که

x ∈ {(z, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

) : z ∈ conv(yD)}.

تساوي و قبل قسمت از استفاده با .٢

{(z, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

) : z ∈ conv(yD)} =

{
y

[
Dk o
o In−k

]
: Dk ∈ Dk

}
.

مي آيد. به دست به راحتي اثبات

مي دهيم. نشان را درجه مهتري و چندگانه مهتري بين ارتباط زير در

آن گاه باشد، ناصفر برداري y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض .۴ .٢ لم

yn؛ ̸= ٠ اگر تنها و اگر {x : x ≺m y} = {x : x ≺deg y} .١

.
∏n

i=١ yi ̸= ٠ اگر تنها و اگر {x : x ∼m y} = {x : x ∼deg y} .٢
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اين در (١ ≤ k < n) deg(y) = k و yn = ٠ باشد، ناصفر برداري y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض .١ اثبات.
اگر صورت

x =
∑
i ̸=k,n

yiei + yken,

.{x : x ≺m y} ̸= {x : x ≺deg y} پس، .x ⊀deg y ولي x ≺m y آن گاه
آن گاه ،x ≺deg y اگر که است بديهي .yn ̸= ٠ و باشد ناصفر برداري y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض برعکس:

لذا .x ≺deg y آن گاه ،x ≺m y اگر پس، ،deg(y) = n چون .x ≺m y

{x : x ≺m y} = {x : x ≺deg y}.

يک براي yj = ٠ پس، .
∏n

i=١ yi = ٠ و باشد ناصفر برداري y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض .٢
اگر بنابراين .(١ ≤ k ≤ n) k يک براي yk ̸= ٠ لذا y ̸= o چون و ،(١ ≤ j ≤ n) j

x :=

{∑
i ̸=j,n yiei + ynej, yn ̸= ٠ ∑اگر
i ̸=k,n yiei + yken, yn = ٠ اگر

.{x : x ∼m y} ̸= {x : x ∼deg y} پس، .x ≁deg y ولي x ∼m y آن گاه
.x ∼m y آن گاه ،x ∼deg y اگر که است بديهي .

∏n
i=١ yi ̸= ٠ و y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn کنيم فرض برعکس:

لذا ،P جاي گشت ماتريس براي x = yP آن گاه ،x ∼m y اگر پس، ،P ∈ Pn هر براي ،deg(yP ) = n چون
درنتيجه .x ∼deg y بنابراين و deg(x) = deg(y) = n

{x : x ∼m y} = {x : x ∼deg y}.

مي کند. کامل را اثبات اين

آن گاه ،{x : x ∼m y} = {x : x ∼deg y} و باشد Rn از برداري y کنيم فرض .۵ .٢ نتيجه

{x : x ≺m y} = {x : x ≺deg y}.

لم دوم قسمت آن گاه ،y ̸= o اگر است. بديهي آن گاه ،y = o اگر .{x : x ∼m y} = {x : x ∼deg y} کنيم فرض اثبات.
مي آيد. به دست نتيجه ،۴ .٢ لم اول قسمت بنابه و ،yn ̸= ٠ پس، ،(١ ≤ i ≤ n) i هر براي yi ̸= ٠ که مي دهد نتيجه ۴ .٢

معادل اند: زير احکام صورت اين در باشد. Rn از برداري y کنيم فرض .۶ .٢ لم

.(P ∈ Pn) P يک براي ،{x : x ∼m yP} = {x : x ∼deg yP} .١

.(Q ∈ Pn)Q هر براي ،{x : x ≺m yQ} = {x : x ≺deg yQ} .٢

.(P ∈ Pn) P هر براي ،{x : x ∼m yP} = {x : x ∼deg yP} .٣

آن گاه ،y = o اگر اثبات.

{x : x ∼m yP} = {x : x ∼deg yP} = {x : x ≺m yP} = {x : x ≺deg yP} = {o}

.y ̸= o کنيم فرض حال است. برقرار لم لذا ،P جاي گشت ماتريس هر براي

لم دوم قسمت بر بنا آن گاه ،(P ∈ Pn) P يک براي ،{x : x ∼m yP} = {x : x ∼deg yP} اگر :١ =⇒ ٢ .١
هر براي است، ناصفر yQ n-ام مولفه به ويژه ناصفرند، yQ بردار مولفه هاي همه لذا ناصفرند. yP بردار مولفه هاي همه ،۴ .٢

۴ .٢ لم اول قسمت بر بنا پس، .Q جاي گشت ماتريس

{x : x ≺m yQ} = {x : x ≺deg yQ},

.(Q ∈ Pn)Q هر براي
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،۴ .٢ لم اول قسمت بر بنا آن گاه ،(Q ∈ Pn)Q هر براي ،{x : x ≺m yQ} = {x : x ≺deg yQ} اگر :٢ =⇒ ٣ .٢
بردار مولفه هاي همه ازآن جا و ناصفرند y بردار مولفه هاي همه پس، ،(Q ∈ Pn)Q هر براي است ناصفر yQ بردار n-ام مولفه
،{x : x ∼m yP} = {x : x ∼deg yP} ،۴ .٢ لم دوم قسمت بر بنا پس، .P جاي گشت ماتريس هر براي ناصفرند yP

.(P ∈ Pn) P هر براي

است. واضح :٣ =⇒ ١ .٣

به صورت استاندارد پايه در T نمايش گر ماتريس و باشد ≺deg رابطه خطي نگه دارنده T : Rn −→ Rn اگر .٢. ٧ لم

A =

a١...
an


.(١ ≤ i ≤ j ≤ n) i, j هر براي ،ai ≺deg aj آن گاه باشد،

پس، است ≺deg رابطه خطي نگه دارنده T و ei ≺deg ej اين که از ،i ≤ j اگر اثبات.

ai = eiA ≺deg ejA = aj.

کرد. خواهد تمام را اثبات اين

مي کنيم. مشخص R٢ سطري فضاي روي را درجه مهتري خطي نگه دارنده هاي ساختار زير قضيه در

در اگر تنها و اگر است ≺deg رابطه نگه دارنده T صورت اين در باشد. خطي عمل گر يک T : R٢ −→ R٢ کنيم فرض .٢. ٨ قضيه
کند: صدق زير شرايط از يکي

.α حقيقي عدد يک براي ،T = αI .١

.a ∈ R٢ بردار يک براي ،T (x) = tr(x)a .٢

.α حقيقي عدد يک براي ،T = ٢αI − αJ .٣

به صورت استاندارد پايه در T نمايش گر ماتريس و ≺deg رابطه نگه دارنده T کنيم فرض مي کنيم. اثبات را لازم شرط فقط اثبات.
مي گيريم: نظر در را حالت سه باشد. A = [aij]

نتيجه (١, ٢) ∼deg (٢, ١) طرفي از .a١٢ = ٠ پس، (a١١, a١٢) ≺deg (a٢١, ٠) چون ،a٢٢ = ٠ اگر اول: حالت •
مي دهد

(a١١ + ٢a٢١, ٠) ∼deg (٢a١١ + a٢١, ٠),

.T (x) = tr(x)(a11, 0) و ،a١١ = a٢١ لذا

چون ،a١٢ = ٠ و a٢٢ ̸= ٠ اگر دوم: حالت •

(a١١, ٠) ≺deg (a٢١, a٢٢)

مي دهد نتيجه (١, ٢) ∼deg (٢, ١) طرفي از .a١١ = a٢١ + a٢٢ پس،

(٣a٢١ + ٢a٢٢, a٢٢) ∼deg (٣a٢١ + a٢٢, ٢a٢٢),

.T = a١١I و a٢١ = ٠ پس، ٣a٢١ + ٢a٢٢ = ٢a٢٢ لذا
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فرض با آن گاه ،a١٢ ̸= ٠ و a٢٢ ̸= ٠ اگر سوم: حالت •

y =

(
−a١٢
a٢٢

, ١
)

و x =

(
١,

−a١٢
a٢٢

)
لذا x ∼deg y داريم

yA =

(
−a١٢a١١

a٢٢
+ a٢١,

−a٢١٢
a٢٢

+ a٢٢

)
∼deg xA =

(
a١١ −

a١٢a٢١
a٢٢

, ٠
)

مي گيريم: نظر در حالت دو .a١٢ = ±a٢٢ بنابراين
پس، (١, ٢) ∼deg (٢, ١) چون آن گاه ،a١٢ = −a٢٢ اگر اول: حالت

(a١١ + ٢a٢١,−a١٢) = (١, ٢)A ∼deg (٢, ١)A = (٢a١١ + a٢١, a١٢), (٢. ١)
درنتيجه

a١١ + ٢a٢١ − a١٢ = ٢a١١ + a٢١ + a١٢,

داريم: (٢. ١) رابطه از هم چنين .a٢١ = a١١ + ٢a١٢ بنابراين
(٣a١١ + ۴a١٢,−a١٢) ∼deg (٣a١١ + ٢a١١, a١٢),

درنتيجه .a١١ = −a١٢ لذا ،٣a١١ + ۴a١٢ = a١٢ پس، ،a١٢ ̸= ٠ چون و
T = ٢a١١I − a١١J.

پس، (١, ٢) ∼deg (٢, ١) اين که از .a١٢ = a٢٢ اگر دوم: حالت
(١, ٢)A = (a١١ + ٢a٢١, ٣a١٢) ∼deg (٢, ١)A = (٢a١١ + a٢١, ٣a١٢),

.T (x) = tr(x)(a11, a12) درنتيجه .a١١ = a٢١ لذا و a١١ + ٢a٢١ = ٢a١١ + a٢١ بنابراين

Ak = به صورت را Ak مربعي ماتريس .١ ≤ k ≤ n و باشد n مرتبه مربعي ماتريس يک A = [aij] کنيم فرض
مي کنيم. تعريف [aij]١≤i,j≤k

اين با باشد عددي بزرگ ترين k و باشد ≺deg رابطه نگه دارنده خطي عمل گر يک T : Rn −→ Rn و n ≥ ٣ کنيم فرض .٢. ٩ لم
برقرارند: زير احکام صورت اين در .(١ ≤ i < k) i يک براي aik ̸= ٠ که خاصيت

است. Rk روي ≺deg خطي نگه دارنده Ak .١

.(a١k, . . . , akk)t ∈ span(e) آن گاه ،٣ ≤ k ≤ n اگر .٢
که خاصيت اين با باشد عددي بزرگ ترين (k ≤ n) k و باشد ≺deg رابطه نگه دارنده T : Rn −→ Rn کنيم فرض .١ اثبات.

که باشند بردار دو x, y ∈ Rk و (١ ≤ i < k) i يک براي aik ̸= ٠

x := (x١, . . . , xk) ≺deg y := (y١, . . . , yk).

به صورت را y و x بعدي n بردارهاي
x := (x١, . . . , xk, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

n−k

) و y := (y١, . . . , yk, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

).

طرفي از .xA ≺deg yA پس، ،x ≺deg y که است بديهي مي کنيم. تعريف
xA = (xAk, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

n−k

) و yA = (yAk, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

).

اين که از لذا .z = (z١, . . . , zk) بردار هر براي است (z١, . . . , zk, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

) بردار (z, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
n−k

) از منظور آن در که

.xAk ≺deg yAk که مي گيريم نتيجه xA ≺deg yA
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به صورت استاندارد پايه در T نمايش گر ماتريس و باشد ≺deg رابطه خطي نگه دارنده T کنيم فرض .٢

A = [aij] =

a١...
an


مي کنيم. کامل زير حالت سه در را اثبات .ai ≺deg aj آن گاه ،i ≤ j اگر ٢. ٧ لم به بنا باشد.
است. تناقض اين و ،(١ ≤ i ≤ k) i هر براي aik = ٠ آن گاه ،akk = ٠ اگر اول: حالت

aik = ٠ پس، ، (١ ≤ i ≤ k− ١) i هر براي ai ≺deg ak−١ چون آن گاه ،ak−١k = ٠ و akk ̸= ٠ اگر دوم: حالت
است. تناقض اين و ،(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي

انتخاب با آن گاه ،ak−١k ̸= ٠ و akk ̸= ٠ که صورتي در سوم: حالت

α =
−ak−١k

akk
, x = ei + αek و y = ek−١ + αek,

پس، .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي x ∼deg y داريم

ai + αak = xA ∼deg yA = ak−١ + αak.

کنيم فرض .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي aik + αakk = ٠ لذا ،ak−١k + αakk = ٠ طرفي از

a := a١k = . . . = ak−١k.

،β = −a
akk

و a ̸= ٠ کنيم فرض .aik = a مي دهيم نشان a ̸= ٠ که صورتي در است. برقرار حکم آن گاه ،a = ٠ اگر
که است بديهي

ei + βek ∼deg βei + ek

طرفي از .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي ai + βak ∼deg βai + ak لذا .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي
برهان اتمام براي .akk = ±a بنابراين .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي βaik + akk = ٠ لذا ،βakk + a = ٠

به صورت را y و x هاي بردار .akk = −a که خلاف به فرض .akk ̸= −a دهيم نشان است کافي

x = e١ + e٢ + ٢ek و y = ٢e١ + e٢ + ek,

که ديد مي توان به راحتي a ̸= ٠ ازآن جايي که .xA ∼deg yA لذا و x ∼deg y پس، ،k ≥ ٣ چون مي کنيم. تعريف
مي شود. اثبات قضيه و akk = a بنابراين است. تناقض که ،deg(xA) ≤ k − ١ و deg(yA) = k

و باشد ≺deg رابطه نگه دارنده خطي عمل گر يک T : Rn −→ Rn و n ≥ ٣ اگر .٢. ١٠ نتيجه

[T ] =
[
c١| . . . |cn

]
,

کند: صدق زير شرايط از يکي در cn = (a١n, . . . , ann)
t ستون آن گاه

.∀ i ∈ {١, . . . , n− ١} ،ain = ٠ .١

.cn ∈ span(e) .٢

به صورت استاندارد پايه در T نمايش گر ماتريس و باشد ≺deg رابطه نگه دارنده خطي عمل گر T : Rn −→ Rn اگر .٢. ١١ لم

A = [aij] =

a١...
an


aik = ajl آن بر علاوه ،ai = ajP که دارد وجود P ∈ Pn جاي گشتي ماتريس (١ ≤ i, j ≤ n) i, j هر براي آن گاه باشد،

.ail = ajk که مي دهد نتيجه
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آن گاه باشد، ناصفر و حقيقي عددي m اگر اثبات.

x := ei +mej ∼deg ei +mej := y

پس، .(١ ≤ i, j ≤ n) i, j هر براي

xA = ai +maj ∼deg ai +maj = yA

که (١ ≤ k ≤ n) k دارد وجود (١ ≤ l ≤ n) l هر براي لذا .(١ ≤ i, j ≤ n) i, j هر براي

ail +majl = aik +majk

.ail = ajk و aik = ajl بنابراين .m حقيقي عدد نامتناهي تعداد براي

است. وارون پذير T آن گاه باشد، ≺deg رابطه قوي نگه دارنده خطي عمل گر T : Rn −→ Rn اگر .٢. ١٢ لم

که b ∼deg o لذا bA = o ∼deg oA چون آن گاه ،bA = o که باشد داشته وجود b ≠ o ناصفر بردار اگر خلاف به فرض اثبات.
است. وارون پذير T لذا است، تناقض

بزرگ ترين (٣ ≤ k ≤ n) k و باشد ≺deg رابطه قوي نگه دارنده خطي عمل گر T : Rn −→ Rn و n ≥ ٣ اگر .٢. ١٣ لم
آن گاه ،(١ ≤ i < k) i يک براي aik ̸= ٠ که خاصيت اين با باشد عددي

(a١k, a٢k, . . . , akk)
t /∈ span{e}.

r := a١k = a٢k = و aik ̸= ٠ که باشد عددي بزرگ ترين k و باشد ≺deg رابطه قوي نگه دارنده T که خلاف به فرض اثبات.
است: زير به صورت A لذا ،(١ ≤ i < k) i يک براي . . . = akk

A =



a١١ . . . a١k ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ... ... ... ...
ai١ . . . aik ٠ ٠ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ...
ak١ . . . akk ٠ ٠ . . . ٠
ak+١١ . . . ak+١k ak+١k+١ ٠ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ...
an١ . . . ank ank+١ ank+٢ . . . ann



=



a١١ . . . r ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ... ... ... ...
ai١ . . . r ٠ ٠ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ...
ak١ . . . r ٠ ٠ . . . ٠
ak+١١ . . . ak+١k ak+١k+١ ٠ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ...
an١ . . . ank ank+١ ank+٢ . . . ann


مي گيريم: نظر در حالت دو .Ak = [aij]١≤i,j≤k کنيم فرض

پس، ،(١ ≤ i < k) i هر براي ei − ek ∼deg ek−١ − ek چون آن گاه ،akk−١ = ak−١k−١ اگر اول: حالت •
لذا .(١ ≤ i ≤ k) i هر براي aik−١ = akk−١ بنابراين .(١ ≤ i < k) i هر براي ai − ak ∼deg ak−١ − ak
با اين .det(A) = ٠ درنتيجه و det(Ak) = ٠ پس، اند، e بردار مضرب هاي Ak ماتريس −k-ام ١ و k-ام هاي ستون

دارد. تناقض A وارون پذيري
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.akk−١ ̸= ak−١k−١ دوم: حالت •
آن گاه ،akk−١ ̸= ak−١k−١ اگر ادعا:

a١k−١ = a٢k−١ = . . . = ak−١k−١

.akk−١ = −ak−١k−١ و (١ ≤ i < k) i هر براي
داريم: α حقيقي عدد هر براي ادعا: اثبات

y := αei + ek−١ − (α + ١)ek ∼deg ei + αek−١ − (α + ١)ek := x

درنتيجه .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي

yA = αai + ak−١ − (α + ١)ak ∼deg ai + αak−١ − (α + ١)ak = xA.

مي شود: مشاهده α = akk−١−aik−١
ak−١k−١−akk−١

انتخاب با

xA =
k−٢∑
j=١

tjej,

yA =
k−٢∑
j=١

t′jej + (αaik−١ + ak−١k−١ − (α + ١)akk−١)ek−١

.t١, . . . , tk−٢, t
′
١, . . . , t

′
k−٢ حقيقي اعداد بعضي براي

که مي دهد نتيجه اين .deg(yA) < k − ١ بنابراين ،deg(xA) < k − ١ طرفي از

αaik−١ + ak−١k−١ − (α + ١)akk−١ = ٠, ∀ i (١ ≤ i ≤ k − ١). (٢. ٢)

ساده کردن و ٢. ٢ رابطه در α جايگزيني با هم چنين

٢aik−١akk−١ − ٢ak−١k−١akk−١ + a٢k−١k−١ − a٢ik−١ = ٠, ∀ i (١ ≤ i ≤ k − ١).

درنتيجه

aik−١ = ak−١k−١ يا aik−١ = ٢akk−١ − ak−١k−١,

که مي دهيم نشان اکنون .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي

aik−١ ̸= ٢akk−١ − ak−١k−١,

گيريم خلاف، به فرض است. بديهي i = k − ١ براي پس، ،akk−١ ̸= ak−١k−١ چون .(١ ≤ i ≤ k − ١) i هر براي
به صورت را z و y ،x بردارهاي .(١ ≤ t < k − ١) t يک براي atk−١ = ٢akk−١ − ak−١k−١

x := et + ek−١ − ٢ek, y := −٢et + ek−١ + ek, z := et − ٢ek−١ + ek

هم چنين .x ∼deg y ∼deg z داريم مي کنيم. تعريف

xA =
k−٢∑
j=١

tjej

∼degyA =
k−٢∑
j=١

t′jej + (−٢atk−١ + ak−١k−١ + akk−١)ek−١

∼degzA =
k−٢∑
j=١

t′′j ej + (atk−١ − ٢ak−١k−١ + akk−١)ek−١
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بنابراين .t′′١, . . . , t′′k−٢, t١, . . . , tk−٢, t
′
١, . . . , t

′
k−حقيقي٢ اعداد يک براي

−٢atk−١ + ak−١k−١ + akk−١ = ٠, atk−١ − ٢ak−١k−١ + akk−١ = ٠. (٢. ٣)

(١ ≤ i ≤ هر براي aik−١ = ak−١k−١ := s پس، است. تناقض يک اين و akk−١ = ak−١k−١ = atk−١ بنابراين
مي دهيم: انجام حالت سه در را کار اين و ،akk−١ = −s دهيم نشان است کافي ادعا اثبات اتمام براي اکنون .k − ١) i

با لذا و است، (٠, . . . , ٠, s)t به صورت ستون يک داراي Ak ماتريس (٢. ١١) برلم بنا آن گاه ،akk−١ = ٠ اگر :(١) حالت
به صورت Ak ،(٢. ١٠) نتيجه از استفاده

Ak =


. . . ٠ . . . s r
. . . ٠ . . . s r

... ... ... ... ...
. . . ٠ . . . s r
. . . s . . . ٠ r


است. تناقض يک اين و det(A) = ٠ پس، det(Ak) = ٠ بنابراين است،

(akk−١, . . . , akk−١, ٠)t به صورت ستون يک داراي Ak ماتريس (٢. ١١) بنابرلم آن گاه ،ak−١k−١ = ٠ اگر :(٢) حالت
به صورت Ak ،(٢. ١٠) نتيجه از استفاده با لذا و مي باشد،

Ak =


. . . akk−١ . . . ٠ r
. . . akk−١ . . . ٠ r

... ... ... ... ...
. . . akk−١ . . . ٠ r
. . . ٠ . . . akk−١ r


است. تناقض يک که det(A) = ٠ نتيجه در و det(Ak) = ٠ بنابراين است،

به صورت را y و x بردارهاي و γ حقيقي عدد آن گاه ،ak−١k−١ ̸= ٠ ̸= akk−١ اگر :(٣) حالت

γ :=
−akk−١

ak−١k−١
, x := γek−١ + ek و y := ek−١ + γek

داريم: yA ، xA محاسبه با طرفي از .xA ∼deg yA پس، x ∼deg y داريم لذا مي کنيم. تعريف

xA =
k−٢∑
j=١

tjej,

yA =
k−٢∑
j=١

t′jej +

(
a٢k−١k−١ − a٢kk−١

ak−١k−١

)
ek−١

پس، ،deg(xA) = deg(yA) چون .t١, . . . , tk−٢, t
′
١, . . . , t

′
k−٢ حقيقي اعداد براي

a٢k−١k−١ − a٢kk−١ = ٠

است. تمام ادعا برهان لذا .akk−١ = −ak−١k−١ بنابراين ،akk−١ ̸= ak−١k−١ آن جايي که از و
و akk−١ ̸= ak−١k−١ کنيم فرض مي کنيم. تکميل را لم اثبات اکنون

s := a١k−١ = a٢k−١ = . . . = ak−١k−١
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به صورت ستون يک داراي Ak ماتريس (٢. ١١) لم به بنا ،akk−١ = −ak−١k−١ و (١ ≤ i < k) i هر براي
به صورت Ak ،(٢. ١٠) نتيجه از استفاده با لذا و است (−s,−s, . . . ,−s, s)t

Ak =


. . . −s . . . s r
. . . −s . . . s r

... ... ... ... ...
. . . −s . . . s r
. . . s . . . −s r


قوي نگه دارنده خطي عمل گر T اگر پس است. تناقض يک که det(A) = ٠ نتيجه در و det(Ak) = ٠ بنابراين است،
،(١ ≤ i < k) i يک يراي aik ̸= ٠ که خاصيت اين با باشد عددي بزرگ ترين (١ ≤ k ≤ n) k و باشد ≺deg رابطه

آن گاه

(a١k, a٢k, . . . , akk)
t /∈ span{e}.

آن گاه باشد، ≺deg رابطه قوي نگه دارنده خطي عمل گر T : Rn −→ Rn اگر .١۴ .٢ نتيجه

(a١n, a٢n, . . . , ann) /∈ span{e}.

صورت اين غير در و دارد T وارون پذيري با تناقض که ،(١ ≤ i ≤ n) i هر براي ain = ٠ داريم ،ann = ٠ که صورتي در اثبات.
مي آيد. به دست براحتي نتيجه ٢. ١٣ لم از

مي آوريم. به دست Rn سطري فضاي روي را درجه مهتري قوي خطي نگه دارنده هاي ساختار زير قضيه در

اگر تنها و اگر است ≺deg رابطه قوي نگه دارنده T اين صورت در باشد. خطي عمل گر T : Rn −→ Rn کنيم فرض .١۵ .٢ قضيه
.α ناصفر و حقيقي عدد يک براي T = αI

باشد، ≺deg رابطه (قوي) خطي نگه دارنده T اگر که است بديهي مي کنيم. اثبات را لازم شرط فقط کفايت، شرط ساده بودن به دليل اثبات.
است. نيز ∼deg رابطه (قوي) خطي نگه دارنده آن گاه

رابطه خطي نگه دارنده T صورت اين در باشد، ∼deg رابطه قوي نگه دارنده عمل گر T : R٢ −→ R٢ و n = ٢ کنيم فرض ابتدا
.α ≠ ٠ يک براي T = αI مي شود نتيجه ٢. ١٢ لم و ٢. ٨ قضيه از و است ∼deg

باشد. ∼deg رابطه قوي نگه دارنده عمل گر T : Rn −→ Rn و n ≥ ٣ کنيم فرض اکنون

aii ̸= ٠ (٢. ١٢) لم از استفاده با صورت اين در .(١ ≤ i < k ≤ n) i, k هر براي aik = ٠ کنيم فرض اول: حالت •
.T = a١١I بنابراين .(١ ≤ i, j ≤ n) i, j هر براي aii = ajj داريم (٢. ١١) لم بنابر و ،(١ ≤ i ≤ n) i هر براي

باشد. خاصيت اين با عدد بزرگ ترين (٣ ≤ k ≤ n)k عدد و (١ ≤ i < k) i يک براي aik ̸= ٠ کنيم فرض دوم: حالت •
٢. ١٣ لم با اين و ،(a١k, . . . , akk)t ∈ span(e) داريم ٢. ٩ لم بنابر است ∼deg خطي نگه دارنده T چون صورت اين در

دارد. تناقض

بنابر باشد. خاصيت اين با عدد بزرگ ترين k = ٢ عدد و (١ ≤ i < k) i يک براي aik ̸= ٠ کنيم فرض سوم: حالت •
را آنها ادامه در که مي باشد ٢. ٨ قضيه حالت سه از يکي A٢ پس، است، R٢ روي ≺deg خطي نگه دارنده A٢ عمل گر ،٢. ٩ لم

مي کنيم. بررسي
.T = αI و α ̸= ٠ ،٢. ١٢ و ٢. ١١ لم هاي بر بنا صورت اين در .α ∈ R يک براي ،A٢ = αI٢ کنيم فرض (١

با اين و det(A) = ٠ بنابراين ،det(A٢) = ٠ صورت اين در .a ∈ R٢ يک براي ،xA٢ = tr(x)a کنيم فرض (٢
دارد. تناقض ٢. ١٢ لم

اين و det(A) = ٠ بنابراين ،det(A٢) = ٠ صورت اين در .α ∈ R يک براي ،A٢ = ٢αI − αJ کنيم فرض (٣
شد. اثبات نيز n ≥ ٣ براي قضيه لذا دارد. تناقض ٢. ١٢ لم با
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Abstract: A square matrix D is   called a doubly stochastic matrix if all its entries are non-negative and
the sum of the entries of each row is equal to the sum of the entries of each column and is equal to one.
For each linear and non-zero vector x = (x1, . . . , xn), we define the degree of x as the largest number i
such that xi is non-zero and the degree of vector zero is zero. We say that a vector x is degree majorized
by y and denote by x ≺deg y if the degree of x is greater than or equal to the degree of y and x = yD for
some doubly stochastic matrix D. In this paper, we obtain the structure of all linear preservers of degree
majorization on space R2. Also, we find the structure of all strong linear preservers of degree majorization
on real vector spaces Rn.

Keywords: Majorization, multivariate majorization, degree majorization, strongly linear preserver.
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