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رياضي روش  هاي با آن حل و ريه فيبروز بيماري در بهينه کنترل مسئله ي
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جهرمي فخارزاده عليرضا مسئول: دبير
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بافت تشکيل از جلوگيري به منظور ميوفيبروبلاست انتشار کاهش براي را بهينه  کنترل مسئله ي يک مقاله، اين در چکيده:
ميوفيبروبلاست فعال سازي و تکثير سبب بتا رشد فاکتور که ازآن جا مي کنيم. ارائه ريه بافت در ترميم فرآيند در فيبروزي
بهينه کنترل وجود قضيه اي ارائه با مي گيريم. نظر در بهينه کنترل مسئله ي کنترلي تابع به عنوان را فاکتور اين مي شود،
سيستم به جزئي مشتقات با معادله  تبديل به نياز بهينه کنترل مسئله ي حل راستاي در مي گردد. تضمين بالا مسئله ي
با سپس مي کنيم. حل مرکزي متناهي تفاضلات روش از استفاده با را مشکل اين است. خطي معمولي ديفراسيل معادلات
مسئله ي در لاگرانژ) اويلر- (معادله  ي تغييرات حساب روش و هاميلتوني) (معادله هاي ماکسيمال اصل روش دو از استفاده
است، مشترک فيبروزي بافت هاي همه ي در که بتا رشد فاکتور يعني عامل، مهم ترين کنترل به خطي بهينه تنظيم
نتايج آخر در است. يک سان روش دو هر از خطي بهينه تنظيم مسئله ي جواب که مي کنيم اثبات درقضيه اي مي پردازيم.

مي کنيم. مقايسه را ارائه شده روش دو با محاسباتي
بتا. رشد فاکتور کنترل، تغييرات، حساب خطي، بهينه تنظيم فيبروز، بافت کليدي: واژه هاي

93C10; 49J15; 92-10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
شدن رها بين اين در که مي گيرد، شکل عفونت اين سرکوب درجهت ايمني پاسخ اندام، يا عضو يک در عفونت يا آسيب بروز به هنگام
وجود فرآيندها اين درطول که مهمي نکته است. عفونت به پاسخ دهي براي بدن تلاش نشان دهنده التهاب، درطول پيش التهابي سيتوکين هاي
بافت در جدي آسيب هاي ظهور به منجر ازحد، بيش يا مداوم بروز درصورت التهابي پاسخ هاي است. ايجاد شده التهابي پاسخ تنظيم دارد،
مي شود، گفته خودالتهابي بيماري هاي آن ها به اصطلاح در که را بيماري ها از برخي يا يک سري بودن، ادامه دار درصورت که مي شوند، ملتهب
اختلالات هنگام در به ويژه بافتي، آسيب هاي از بسياري دنبال به که است بافتي ترميم پاسخ از نتيجه اي که فيبروز جمله از مي کنند. ايجاد
آلوئول ها مي شود. سفت و ضخيم ريه بافت آن در که مي کنند توصيف را شرايطي ريه در فيبروزها .[١۴ ،١٢ ،۶] مي دهد رخ مزمن، التهابي
ترشح با دارند. برعهده را اندام ها ساير و قلب مغز، جمله از بدن به اکسيژن رساندن وظيفه ريه ها، در موجود خوني رگ هاي و هوا) (کيسه هاي
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١۴٣ ريه فيبروز بيماري در بهينه کنترل مسئله ي

فعاليت براي را کافي اکسيژن اندام ها، ساير و قلب مغز، نتيجه در مي شود. دشوارتر ريه ها براي اکسيژن انتقال ريه، بافت شدن ضخيم تر و
گفته بينابيني آن ها به که سطح هايي ميان در سلول ها ساير و ماکروفاژها سلولي، تخريب از بعد اختلال، اين در نمي کنند. دريافت خود صحيح
فعال سازي و تکثير سبب رشد، فاکتور اين مي کنند. بتا رشد فاکتور جمله از پيام رسان) (مولکول هاي التهابي واسطه هاي توليد به شروع مي شود،
و کلاژن ميوفيبروبلاست، مي دهد. انقباض قابليت آن به و مي کند تغيير ميوفيبروبلاست به و مي شود فعال فيبروبلاست مي شود. فيبروبلاست
ايجاد شده زخم شدن بسته ما هدف مي شود. هم بندي بافت تجمع يا و نمودن رسوب باعث و مي کند سنتز را سلولي خارج ماتريکس اجزاي ساير

است. ريه در بافتي ترميم روند در فيبروزي بافت تشکيل از جلوگيري و التهاب از

پژوهش پيشينه ١. ١
روش هاي از استفاده با را ژاکوبي-بلمن هميلتون معادلات از کلاس يک بهينه، کنترل مسئله ي يک حل براي هم کاران و ملک ،٢٠١٨ سال در
پيوسته نيم گروه از استفاده با دامنه تجزيه روش هاي با را هيپرترمي سرطان درمان ،٢٠١٩ سال در عباسي و ملک .[١٣] کردند حل طيفي شبه
موج انتقال با هيپرترمي توسط سرطان درمان براي بهينه نقطه اي کنترل راه حل يک از عباسي و ملک ،٢٠٢٠ درسال .[١] کردند معرفي
سلول هاي غيرطبيعي تجمع از (که سارکوئيدوز بيماري براي را رياضي مدل ٢٠١۴ سال در هائو ونروي .[٢] کردند استفاده زيستي حرارتي
با [٨] ٢٠١۵ سال در هم کاران و ونروي .[١٠] کرد ارائه مي شوند) تشکيل است بدن متعدد ارگان هاي در گره به صورت که مزمن التهابي
اين که دادند نشان آن ها دادند. ارائه کليه بينابيني فيبروز بيماري ايمني سيستم براي رياضي مدل يک ٢٠١۴ سال مدل سازي نحوه از الهام
غير فيبروز در باليني آزمايشات تحت يا مي شوند استفاده حال حاضر در (که ضدفيبروتيک داروهاي با درمان اثر بر نظارت براي مي تواند مدل
منحصربه فرد ويژگي دو هم چنين دادند. توسعه ريه اندام براي را قبلي مدل [١١] برد و ونروي ٢٠١۴ سال در شود. استفاده دارند) قرار کليه
در کردند. لحاظ مدل در را M2 التهاب ضد آلوئولار ماکروفاژهاي و M1 مونوسيت از مشتق التهابي ماکروفاژهاي شامل ريوي فيبروز براي
در آن به دنبال .[۵] کرد استفاده کبدي فيبروز از جلوگيري هدف با بالقوه داروهاي ساير تأثير بررسي براي مدل اين از ونروي ٢٠١٧ سال

.[٩] کردند استفاده مزمن پانکراتيت بيماري براي را ٢٠١۴ مدل هم کاران و ونروي ٢٠١٧ سال
سيستم که نمودند اعلام ديناميکي سيستم در پارامترها ضرايب تغيير با تنها ،([٩]-[١٠]) مراجع فيبروز زخم براي ارايه شده مدلهاي در
براي مقاله اين در است. نگرديده حل رياضي بهينه ي کنترل مسئله ي هيچ ([٩]-[١٠]) مراجع در البته نموده اند. کنترل را مربوطه ديناميکي
استفاده ونروي ديناميکي سيستم از آن در که نموديم کنترل را ميوفيبروبلاست انتشار رياضي، بهينه کنترل مسئلهي يک ارائه با بار اولين
مسئله و ماکسيمال اصل از استفاده با خطي بهينه تنظيم (مسئله حل روش دو سپس گردد. ارائه جديد بهينه کنترل مسئلهي يک تا کرديم
براي ضدفيبروتيک داروهاي اثربخشي بررسي در مي تواند تحقيق اين نتايج است. گرديده ارائه تغييرات) حساب از استفاده با خطي بهينه تنظيم
تکامل يک سان روش به تقريباً اندام ها تمام در ميوفيبروبلاست انتشار فرآيند اين اگرچه باشد. مفيد بيماران در کبد و ريه کليه، فيبروز درمان
اين از الهام با مي توان بعدي تحقيقات در ازاين رو باشد. خاصي اندام ها ي مخصوص فقط که باشد داشته وجود جنبه هايي است ممکن مي يابد،

کرد. ارائه ارگان ها ساير و پوست فيبروز و روده فيبروز براي مشابه اي رياضي مدل مقاله
مسئله ي حل آن در و پرداختيم حل عمومي روش به دوم بخش در پرداختيم. پژوهش پيشينه ي و مقدمه به اول بخش در مقاله اين در
اصل روش در نموديم. بيان تغييرات حساب روش از خطي بهينه تنظيم عمومي مسئله ي حل و ماکسيمال اصل با خطي بهينه تنظيم عمومي
را هزينه تابع براي مقيد بهينه سازي مسئله ي نوشتيم. را هزينه تابع براي (٢. ٢)- (٢. ١) خطي بهينه تنظيم عمومي مسئله ي ابتدا ماکسيمال،
نموديم. حل و نوشته را ريکاتي معادله ي -لاگرانژ، اويلر اول مرتبه ي شرط و هاميلتوني معادله ي از استفاده با نموديم. تبديل نامقيد مسئله ي به
کنترل تابع ما است. حتمي بتا رشد فاکتور مناسب بهينه کنترل مقدار وجود ،(٣. ٢) قضيه  به بنا باشد، داشته جواب منتاظر ريکاتي معادله اگر
نموديم. حل تغييرات حساب روش از استفاده با مجددا را (٢. ٢)-(٢. ١) خطي بهينه تنظيم عمومي مسئله ي هم چنين آورديم. به دست را بهينه
يک مقاله، اين در بهينه ي کنترل مسئله ي نوشتيم. را آن بهينه کنترل مسئله ي و پرداختيم ملتهب ريه بافت مدل سازي به سوم بخش در
مرتبه مرکزي تفاضلات روش از استفاده با جزئي مشتقات با معادله است. (۴ .٣)-(٣. ٢) جزئي مشتقات با معادله قيد با سازي مينيمم مسئله ي
سپس شد. تبديل خطي بهينه تنظيم مسئله  ي به بهينه کنترل مسئله  ي نهايت در است. شده تبديل معمولي مشتقات با معادلات سيستم به دوم
مسئله  ي است مشترک فيبروزي بافت هاي همه ي در که بتا رشد فاکتور کنترل تابع با و تغييرات حساب و ماکسيمال اصل روش از استفاده با

است. شده ارائه نتيجه گيري چهارم، بخش در آخر، در گرديد. ارائه نمودارها عددي نتايج براساس سپس کرديم. حل را خطي بهينه تنظيم

حل عمومي روش ٢

ماکسيمال اصل با خطي بهينه تنظيم عمومي مسئله ي حل ٢. ١
:[٣] است زير فرم به ديناميکي سيستم و هزينه تابع عمومي فرم خطي، بهينه تنظيم عمومي مسائل در

J =
١
٢

∫ tf

t٠

(
x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)

)
dt, (٢. ١)
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (٢. ٢)

ديناميکي سيستم کنترل بردار u(t) و حالت بردار x(t) ،t ∈ (t٠, tf ) مثبت، نيمه معين n×n وزن ماتريس Q,R مي کنيم فرض که
نامقيد را مقيد مينيمم سازي مسئله لاگرانژ، ضريب روش از استفاده با ماکسيمال، اصل روش از J هزينه ي تابع مينيمم سازي براي باشد.
معادله ي از استفاده با و مي کنيم اعمال باشد، مينيمم داراي J اين که براي را لازم شرط و نموده تعريف را هاميلتوني تابع سپس ميکنيم.

.[٣] مي آوريم به دست را x بهينه حالت تابع و u بهينه کنترل تابع ريکاتي

تغييرات حساب روش از خطي بهينه تنظيم عمومي مسئله ي حل ٢. ٢
زير فرم به هزينه تابع آن در که است شده بررسي تغييرات حساب روش از استفاده با (٢. ٢)-(٢. ١) خطي بهينه ي تنظيم عمومي مسئله ي

است.

J =

∫ tf

t٠

ϕ[x(t), u(t), ẋ(t), λ(t), t]dt. (٢. ٣)

آن در و است خطي بهينه ي تنظيم عمومي مسئله ي ديناميکي سيستم ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) که

ϕ[x(t), u(t), ẋ(t), λ(t), t] = x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t) + λT (t)(Ax(t) +Bu(t)− ẋ). (۴ .٢)

:[٣] باشد برقرار زير اويلر-لاگرانژ معادلات که است آن باشد داشته مينيمم J اينکه براي لازم شرط

∂ϕ

∂x
− d

dt
[
∂ϕ

∂ẋ
] = ٠,

(δx)T
∂ϕ

∂ẋ
= ٠,

∂ϕ

∂u
− d

dt
[
∂ϕ

∂u̇
] = ٠,

(δu)T
∂ϕ

∂u̇
= ٠.

(۵ .٢)

آن بهينه کنترل مسئله ي و ملتهب ريه بافت سازي مدل ٣

ثابت ديگر و يافته افزايش مقدار اين التهاب زمان در دارد. ثابتي و مشخص مقدار التهاب بدون و نرمال حالت در ميوفيبروبلاست غلظت مقدار
اين در گرداند. باز قبلي تعادلي حالت به را ميوفيبروبلاست غلظت که شود اجرا کنترلي راهبرد يک که است مطلوب شرايطي چنين در نيست.

است. شده استفاده خطي بهينه تنظيم مسئله ي از التهاب به هنگام بتا رشد فاکتور کنترل با ميوفيبروبلاست انتشار کاهش براي مقاله
ميوفيبروبلاست انتشار هم چنين مي کنيم. فرض ريه بافت درون کوچک تر مربع يک صورت به را ملتهب بافت و واحد مربع به صورت را ريه بافت

مي گيريم. نظر در يک بعدي را
شده ١بيان جدول در آن متغيرهاي :[٢] است زير بصورت اوليه شرايط و مرزي شرايط براي ميوفيبروبلاست انتشار ديناميکي سيستم معادله ي

است.

∂C(t)

∂t
−Dm∇٢C(t) = λmfT

( TG

KTβ
+ TG

+ λmfG
G

KG +G

)
f︸ ︷︷ ︸

f→m

− dmm(t).︸ ︷︷ ︸
apoptosis

(٣. ١)
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پارامترها :١ جدول
پارامترها تعريف
m ميوفيبروبلاست چگالي
f فيبروبلاست چگالي

KTβ
آلوئولي بافت آپوپتوز براي بتا رشد فاکتور فراواني

G همبند بافت رشد فاکتور
Dm ميوفيبروبلاست انتشار ضريب
TG بتا رشد فاکتور
dm ميوفيبروبلاست ها مرگ نرخ
KG ميوفيبروبلاست ها سازي فعال براي همبند بافت رشد فاکتور فراواني
λmfT بتا رشد فاکتور دليل به ميوفيبروبلاست ها فعال سازي
λmfG همبند بافت رشد فاکتور دليل به ميوفيبروبلاست ها فعال سازي

T و حالت تابع C آن در که درمي آيد زير به فرم (٣. ١) ميوفيبروبلاست انتشار ديناميکي سيستم معادله ي براساس بهينه کنترل مسئله ي
است: کنترل تابع

min
C,T

J(C, T, t) =
١
٢

∫ tf

t٠

(
C٢(t) + (

TG(t)

KTβ
+ TG(t)

)٢)dt, (٣. ٢)

s.t.

∂C(t)

∂t
−DmCxx(t) = λmfT

( TG(t)

KTβ
+ TG(t)

+ λmfG
G

KG +G

)
f − dmC(t). (٣. ٣)

ميوفيبروبلاست انتشار مسئله حل براي اوليه مقدار به عنوان است، شده ذکر [٢] مقاله در که را سالم بافت در ميوفيبروبلاست استاندارد مقدار
و اوليه شرط مي کنيم. فرض صفر مرز روي را شار داريم، را ميوفيبروبلاست غلظت تغييرات ملتهب ناحيه درون که ازآنجا مي گيريم. نظر در

است: زير صورت به مرزي شرايط
C(x, ٠) = ٧٫۵ × ٣−١٠,

dC

dx
= ٠, x = ٠, ١.

(۴ .٣)

ماکسيمال اصل از استفاده با مسئله عددي حل ٣. ١
است: زير به صورت ميوفيبروبلاست انتشار ديناميکي سيستم معادله ي

∂C(t)

∂t
−DmCxx(t) = FC(C(t)). (۵ .٣)

داريم: صورت اين در .T (t) = TG(t)

KTβ
+ TG(t)

مي دهيم قرار

TG(t) =
T (t)KTβ

١ − T (t)
. (۶ .٣)

مي شود. گرفته نظر در C(xi, t) = Ci(t) و xi = i/n ،٠ ≤ i ≤ n مثبت صحيح عدد يک به عنوان n گسسته سازي، انگيزه با
داريم: (۵ .٣) براي متناهي تفاضلات صريح فرم از استفاده با همچنين

dCi(t)

∂t
= Dm(k

٢[Ci+١(t) + Ci−١(t)− ٢Ci(t)]) + FC(Ci(t)). (٣. ٧)
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(٣. ٨) فرم به معمولي ديفرانسيل معادلات از دستگاهي به را مسئله (٣. ٧) از استفاده با (۴ .٣)-(٣. ٢) شده داده بهينه کنترل مسئله ي حل براي
مي نمايم. تبديل

dC

dt
= AC(t) +BT (t). (٣. ٨)

آن در که

A =


M LT O O · · · O
L M LT O · · · O
O L M LT · · · O
... . . . . . . . . . ...
O O · · · O L M


(n−١)٢×(n−١)٢

,

M =


−٢cm − dm cm ٠ · · · ٠

cm −٢cm − dm cm · · · ٠
٠ cm −٢cm − dm · · · ٠
... . . . . . . . . . cm

٠ · · · ٠ cm −٢cm − dm


(n−١)×(n−١)

,

L =


٠ ٠ ٠ · · · ٠
cm ٠ ٠ · · · ٠

٠ cm ٠ · · · ٠
... . . . . . . . . . ...

٠ · · · ٠ cm ٠


(n−١)×(n−١)

.

براين علاوه .cm =
a(Dm × dx٢)

γ
و dx =

١
n

آن در که

B =


θmI I ٠ · · · ٠
I θmI I · · · ٠
٠ I θmI · · · ٠
... . . . . . . . . . I

٠ · · · ٠ I θmI


(n−١)٢×(n−١)٢

,

و مي کنيم استفاده لاگرانژ ضريب روش از J هزينه ي تابع مينيمم سازي براي است. هماني ماتريس I و θm = λmftf(t٠) آن در که
مي آيد: در زير به صورت جديد تابعک به عنوان Ĵ

Ĵ =
١
٢

∫ tf

t٠

(
C(t)TQC(t) + T (t)TRT (t) + λT (t)[A(t)C(t) +B(t)T (t)− Ċ(t)]

)
dt, (٣. ٩)

زير فرم به را هاميلتوني تابع .(A(t)C(t) + B(t)T (t) − Ċ(t) = ٠ (زيرا J = Ĵ و است لاگرانژ ضرايب بردار λ آن در که
مي کنيم: تعريف

H(C, T, λ, t) =
١
٢
C(t)TQC(t) +

١
٢
T (t)TRT (t) + λT (t)[A(t)C(t) +B(t)T (t)]. (٣. ١٠)



١۴٧ ريه فيبروز بيماري در بهينه کنترل مسئله ي

داريم: Ĵ معادله ي در (٣. ١٠) جاي گذاري با

Ĵ =

∫ tf

t٠

[H(C, T, λ, t)− λT (t)Ċ(t)]dt. (٣. ١١)

داريم: Ĵ از جزبه جز انتگرال گيري با

Ĵ = −[λT (t)C(t)]
tf
t٠ +

∫ tf

t٠

[H(C, u, λ, t)− λ̇T (t)C(t)]dt. (٣. ١٢)

زيراست: به صورت C و T به نسبت δĴ اول ديفرانسيل

δĴ = −λT (tf ) +

∫ tf

t٠

{δCT [
∂H

∂C
+ λ̇] + δT T [

∂H

∂T
]}dt. (٣. ١٣)

براي لازم شرط ،(٣. ١٣) معادله ي از استفاده با ازاين رو .δĴ = ٠ که است اين باشد ماکسيمم يا مينيمم داراي J اين که براي لازم شرط
داريم: (٣. ١٠) معادله ي و δĴ

∂H

∂C
= −λ̇(t) = QC(t) + AT (t)λ(t),

∂H

∂T
= ٠ = RT (t) +BT (t)λ(t),

∂H

∂λ
= Ċ(t) = A(t)C(t) +B(t)T (t).

(١۴ .٣)

اين صورت در

T (t) = −R−١BT (t)λ(t). (١۵ .٣)

کند: تبعيت زير معادله از کنترل تابع که مي کنيم فرض

T (t) = K(t)C(t), (١۶ .٣)

مي کنيم فرض هم چنين مي گويند. حالت بازخورد ماتريس K(t) به آن در که

λ(t) = P (t)C(t), (٣. ١٧)

داريم: (١۵ .٣) در (٣. ١٧) جاي گذاري با مجهول اند. P (t) و K(t) آن در که

T (t) = −R−١BT (t)P (t)C(t). (٣. ١٨)

داريم: (٣. ١٨) با (١۶ .٣) مقايسه با

K(t) = −R−١BT (t)P (t). (٣. ١٩)

داريم: (٢. ٢) ديناميکي سيستم در (٣. ١٨) جاي گذاري با آوريم. به دست را P (t) است کافي T (t) کنترل تابع به دست آمدن براي

Ċ(t) = AC(t)−BR−١BT (t)P (t)C(t). (٣. ٢٠)
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داريم: (١۴ .٣) رابطه ي از استفاده و (٣. ١٧) معادله ي از مشتق گيري با

λ̇(t) = Ṗ (t)C(t) + P (t)Ċ(t) = −QC(t)− AT (t)λ(t). (٣. ٢١)

داريم: کنيم جاي گذاري (٣. ٢١) در را (٣. ١٧) و (٣. ٢٠) اگر نهايت در

C(t)(Ṗ (t)− P (t)A(t) + AT (t)P (t)− P (t)B(t)R−١BT (t)P (t) +Q) = ٠, (٣. ٢٢)

داريم: درنتيجه است. صفر مخالف C(t) که

Ṗ (t)− P (t)A(t) + AT (t)P (t)− P (t)B(t)R−١BT (t)P (t) = −Q. (٣. ٢٣)

مي آيد. به دست TG(t) تابع (۶ .٣) رابطه ي از استفاده با درنهايت و T بهينه کنترل تابع و معلوم P (t) ، ريکاتي(٣. ٢٣) معادله حل با
مي آيد. به دست نيز C بهينه حالت تابع (٣. ٨) معمولي ديفرانسيل معادله حل با و T بهينه کنترل تابع شدن مشخص با همچنين

قضيه ٣. ٢

.[٣] باشد کران دار و موجود ريکاتي، معادلات از P (t) جواب اگروتنهااگر است موجود Q,R مثبت معين ماتريس هاي براي J∗ مينيمم
است: زير به صورت J∗ هزينه ي تابع مينيمم شرايط اين تحت

J∗ =
١
٢
CT (t٠)P (t٠)C(t٠). (٢۴ .٣)

تغييرات حساب روش از خطي بهينه تنظيم مسئله ي حل ٣. ٣

تابع آن در که است شده حل تغييرات حساب روش از استفاده با و(٣. ٨) (۴ .٣) ،(٣. ٢) خطي بهينه ي تنظيم مسئله ي مقاله، از بخش اين در
است: زير فرم به هزينه

J =

∫ tf

t٠

ϕ[C(t), T (t), Ċ(t), λ(t), t]dt, (٢۵ .٣)

و خطي بهينه ي تنظيم مسئله ي ديناميکي سيستم Ċ(t) = AC(t) +Bu(t) و
(٢۶ .٣)

ϕ[C(t), T (t), Ċ(t), λ(t), t] = C(t)TQC(t) + T (t)TRT (t) + λT (t)(AC(t) +BT (t)− Ċ(t)).

اويلر-لاگرانژ معادله J از اول مرتبه ديفرانسيل گيري با .δJ = ٠ که است اين باشد ماکسيمم يا مينيمم داراي J اين که براي لازم شرط
شرايط با (٣. ٣٢) حل با مي آيد. به دست زير فرم به (٣. ٣٣) مرزي شرايط با (٣. ٣٢) اويلر-لاگرانژ معادله و (٣. ٢٨) مرزي شرايط با (٣. ٣١)

مي آيد. به دست C بهينه حالت تابع (٣. ٢٨) مرزي شرايط با (٣. ٣١) حل با و T بهينه کنترل تابع مقدار (٣. ٣٣) مرزي

∂ϕ

∂C
− d

dt
[
∂ϕ

∂Ċ
] = ٠, (٣. ٢٧)

(δC)T
∂ϕ

∂Ċ
= ٠, (٣. ٢٨)

∂ϕ

∂T
− d

dt
[
∂ϕ

∂Ṫ
] = ٠, (٣. ٢٩)

(δT )T
∂ϕ

∂Ṫ
= ٠. (٣. ٣٠)
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برابرند) هم با تغييرات حساب روش و ماکسيمال اصل روش (جواب قضيه ۴ .٣
روش از مسئله  اين جواب اين صورت در باشد. (٣. ٨) و (۴ .٣) ،(٣. ٢) خطي بهينه تنظيم مسئله ي براي هاميلتوني تابع H که کنيم فرض

است. برابر ماکسيمال اصل روش از جواب با تغييرات حساب
اثبات:

دهيم: قرار است، يک سان روش دو هر در که (٣. ٣٣) (٣. ٢٨)و مرزي شرايط به توجه با
داريم: Ψ تابع براي لاگرانژ اويلر- معادلات از .Ψ(C(t), T (t), Ċ(t), λ, t) = H(C(t), T (t), λ, t)− λĊ(t)

∂Ψ

∂C
− d

dt
[
∂Ψ

∂Ċ(t)
] = ٠ −→ ∂H

∂C
− d

dt
[−λ] = ٠ −→ ∂H

∂C
= −λ̇(t), (٣. ٣١)

∂Ψ

∂T
− d

dt
[
∂Ψ

∂Ṫ
] = ٠ −→ ∂H

∂T
= ٠, (٣. ٣٢)

∂Ψ

∂λ
− d

dt
[
Ψ

∂λ
] = ٠ −→ ∂H

∂λ
= ٠ −→ ∂H

∂λ
= Ċ(t). (٣. ٣٣)

تغييرات حساب روش از چه را مسئله که گرفت نتيجه مي توان بنابراين است. (١۴ .٣) همان (٣. ٣٣) و (٣. ٣٢) ،(٣. ٣١) معادلات آن در که
داشت. خواهيم يک ساني جواب نهايتا ماکسيمال اصل روش از چه و نماييم حل

عددي نتايج ۵ .٣
ماکسيمال اصل روش دو از روز ٣٠٠ و ۶٠ در ميوفيبروبلاست غلظت نمودار شد. استفاده اسپايدر محيط در ٨. ٣ ورژن پايتون برنامه نويسي از
ديده که همان طور ١ شکل در گرديد. ارائه کانتور ٣ شکل در و داديم نمايش ٢ شکل و ١ شکل در و آورديم به دست را تغييرات حساب و
از ميوفيبروبلاست غلظت رنگ) آبي (منحني روز ٣٠٠ و ۶٠ در بتا رشد فاکتور کنترل بدون (۴ .٣) و (٣. ٣) ديناميکي سيستم حل با مي شود
رشد فاکتور کنترل با ميوفيبروبلاست غلظت به خوبي (۴ .٣)-(٣. ٢) بهينه کنترل مسئله ي حل با گردد. مي زياد و شروع ٧٫۵ × ٣−١٠ مقدار
مسئله ي حل نمودار هاي ٢ شکل در روز). ٣٠٠ و ۶٠ براي رنگ سبز گراف هاي به شود (توجه نمايد مي ميل صفر به و روز ٢٧٠ از پس بتا
حل که اين به توجه با داده ايم. نشان روز ٣٠٠ براي تغييرات حساب روش و ماکسيمال اصل روش دو براي را (۴ .٣)-(٣. ٢) بهينه کنترل
جلوگيري تغييرات حساب روش از جواب ارائه از مي کند، محاسبه ماکسيمال اصل روش از حل با را يک ساني نتايج تغييرات حساب روش ار

کرديم.

ماکسيمال اصل روش با روز ٣٠٠ و ۶٠ در بافت التهاب زمان در کنترل بدون و شده کنترل ميوفيبروبلاست غلظت :١ شکل

نتيجه گيري ۴
دو از را مسئله سپس کرديم. ارائه را ريه زخم در فيبروزي بافت تشکيل از جلوگيري براي بهينه کنترل مسئله يک بار اولين براي مقاله اين در
کرديم بررسي ريه بافت در التهاب ناحيه ي در را ميوفيبروبلاست غلظت انتشار ديناميکي سيستم ابتدا کرديم. حل بهينه کنترل رياضي روش
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در کنترل شده ميوفيبروبلاست غلظت و (قرمز) ماکسيمال اصل روش با بافت التهاب دردوران کنترل شده ميوفيبروبلاست غلظت فوق شکل در :٢ شکل
صفر به يعني مي گردد. متوقف ميوفيبروبلاست انتشار روز ٢٧٠ در نمودار دو هر مقايسه با است. شده ارائه (∗) تغييرات حساب روش از بافت التهاب دوران

مي انجامد.

A شکل در باکنترل. ميوفيبروبلاست Bغلظت کانتور نمودار خطي، تنظيم کنترل بدون روز ٣٠٠ در ميوفيبروبلاست غلظت A کانتور نمودار :٣ شکل
است شده داده نشان B شکل در که حالي در مي گردد. زياد ميوفيبروبلاست غلظت زمان افزايش با و دارد کم تري مقادير مرز دوطرف در ميوفيبروبلاست
٢٧٠ حدود از پس نهايتا و شده کمتر و کم ميوفيبروبلاست غلظت زمان افزايش با بتا، رشد فاکتور روي کنترل اعمال از پس ميوفيبروبلاست غلظت که

مي رسد. صفر مقدار به روز



١۵١ ريه فيبروز بيماري در بهينه کنترل مسئله ي

ميوفيبروبلاست غلظت رسيدن براي کرديم. مطرح بتا رشد فاکتور کنترل با ميوفيبروبلاست غلظت کاهش براي هزينه تابع يک آن از پس و
نموديم. حل ماکسيمال اصل روش با و طراحي را فوق مسئله است. مطلوب خطي بهينه ي تنظيم مسئله بافت، التهاب زمان در تعادل به
انتظار که همان طور کرديم. حل نيز تغييرات حساب روش از را بافتي التهاب زمان در ميوفيبروبلاست غلظت انتشار کم ترين مسئله ي هم چنين
شد. متوقف ميوفيبروبلاست انتشار بتا رشد فاکتور کنترل با روز ٢٧٠ حدود از بعد که شد مشاهده شد. يک سان روش دو هر از نتايج داشتيم،
بافتي فيبروز به منجر زخم ترميم و نمي گيرد صورت آسيب ديده زخم ترميم براي کلاژن سازي ميوفيبروبلاست، انتشار به موقع توقف با مي دانيم
ريه زخم بافتي فيبروز نشدن) (زيادن روبه کاهش گذاردن با يعني کنند. مي تفسير خوبي به را بيمارستاني شواهد عددي نتايج .[٧ نمي شود[۴،

مي يابد. ترميم تدريجا
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Abstract: In this paper, we presented an optimal control problem for the least myofibroblast diffusion
in order to prevent the formation of fibrotic tissue in the repair process in lung tissue. Since transforming
growth factor-beta causes the proliferation and activation of myofibroblast, we considered this factor as
the control function of the optimal control problem. By presenting a theorem, the optimal control of the
above issue is guaranteed. In order to solve the problem of optimal control, there is a need to convert
an equation with partial derivatives into a system of linear ordinary differential equations. Therefore,
we solved this problem by using the central finite difference method. Then, using two methods of the
maximum principle (Hamiltonian equations ) and the calculus of variations (Euler–Lagrange equation) in
optimal linear regulator problem, we controlled the most important factor, i.e. transforming growth factor-
beta, which is common to all fibrotic tissues. In a theorem, we prove that the solution of the optimal linear
regulator problem is the same for both methods. Finally, we compared the calculation results with the two
presented methods.

Keywords: Tissue fibrosis, Optimal linear regulator, Calculus of variations, Control, Transforming
growth factor-beta.
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