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براي دوم ريشه تابعي پاسخ با فضائي شکار-شکارچي مدل يک در هاپف انشعاب
شکارچي
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مي کنند زندگي گروهي به صورت شکار جمعيت آن در که را، انتشار شکار-شکارچي مدل يک مقاله، اين در چکيده:
و تجزيه مي کنيم. ثابت را مرکزي منيفلد وجود و هاپف انشعاب وقوع امکان و گرفته نظر در دارند، اجتماعي رفتار و
تأثير بعد، مرحله ي در مي دهد. رخ متناظر همگن دستگاه در هاپف انشعاب يک که مي دهد نشان خطي پايداري تحليل
يک که مي کنيم ثابت مناسب، انشعاب پارامتر يک انتخاب با مي کنيم. مطالعه را همگن ديناميک بر انتشار پارامترهاي
انشعاب جهت و مي کنيم محاسبه سوم مرتبه ي تا را انشعاب اين نرمال فرم مي دهد. رخ ناهمگن دستگاه در هاپف انشعاب

مي دهيم. ارائه خود تحليلي يافته هاي تصديق براي را عددي شبيه سازي هاي پايان، در مي آوريم. به دست را هاپف

تابعي. پاسخ شکار-شکارچي، مدل فضايي، انتشار هاپف، انشعاب کليدي: واژه هاي

34A34; 34C23; 92D25 رياضي: ردهبندي

اصلي نتايج و مقدمه ١

است. جمعيت بوم شناسي در ضروري ابزارهاي از يکي شد، پيش نهاد [١٨] وُلْتِرا و [١٢] لُتْکا توسط بار اولين که شکار-شکارچي، مدل

مي پردازد. محيط زيست با آن ها تعامل چگونگي و جمعيت گونه هاي پويايي به که است بوم شناسي زيرشاخه هاي از يکي جمعيت بوم شناسي
زمان طول در يک گونه جمعيت اندازه ي مطالعه ي و چندگونه اي جمعيت هاي رشد مدل سازي به که است دانشي جمعيت، بوم شناسي واقع، در
است. بوم شناسي دستگاه هاي در اصلي ويژگي هاي از يکي آن ها زندگي محيط و مختلف گونه هاي بين رابطه ي بنابراين، دارد. اشاره مکان و
مي تواند رياضي مدل هاي معرفي کرد. توصيف جزئي يا معمولي ديفرانسيل معادلات با مي توان را واقعي دنياي در شکار-شکارچي تعاملات

باشد. واقعي محيط يک در شکارچي و شکار بين تعاملات ديناميک بهتر درک براي مناسبي ابزار
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بين يک به يک تعاملات براساس اصلي فرض شکار-شکارچي، کلاسيک مدل هاي در هم چنين و وُلْتِرا، و لُتْکا اوليه ي پژوهش هاي در
شکار-شکارچي، مدل بعد، سال هاي در مي پردازد. جمعيت از خاصي رفتار بررسي به اوليه مطالعات نيز و است شکارچي و شکار گونه هاي
عوامل تا شده اند هم پيچيده تر شده اند، اصلاح مدل ها که موقع هر آيد. به دست واقعي تر مدل يک تا يافت گسترش محققان از بسياري توسط
به عنوان کرد. تقسيم نوع چند به مي توان را دوگونه بين تعامل دربرگيرند. مي شوند، يافت واقعي شکار-شکارچي دستگاه هاي در که را بيشتري

هاسل-وارلي¶. نوع و بدينگتون-دي آنجلايز§ نوع کرولي-مارتين‡، نوع ،†I − III هالينگ انواع مثال،
جمع دورهم گله در يک گونه اعضاي آن در که شد ارائه دوگونه برهم کنش با رابطه در [۴] و [٣] در ابتدا گروهي دفاع اوليه ي ايده ي
معرض در جوامع مدل سازي براي بعدها ايده، اين البته مي دهند. نشان خود از فردگرايانه تري رفتار ديگر گونه ي اعضاي که حالي در مي شوند،
ارائه شده مدل است. شده داده  تعميم نيز مسري بيماري هاي مدل کننده ي دستگاه هاي به ايده ها اين ،[١۶] در شد. گرفته به کار بيماري يک
بيماري آن ها در که دوگونه بين جمعيتي تعاملات هم چنين و دارد است، ارائه شده [۴] و [٣] در که را شکار گروهي دفاع ويژگي ،[١۶] در
با شده، بررسي [۴] در آن چه مشابه شکار، جمعيت که است اين اصلي فرض است. شده گرفته نظر در نيز مي يابد، گسترش تماس طريق از
يعني است؛ SI نوع از بيماري اين که است شده فرض به علاوه، مي دهد. رخ شکار بين در همه گيري و مي چرند دسته جمعي به صورت و هم
جمعيت ،R̂ با را سالم شکار جمعيت اگر دارد. عمر پايان تا را بيماري مي شود، مبتلا فردي وقتي که معني اين به ندارد؛ وجود بهبودي هيچ گونه

به صورت [١۶] در پيش نهادي مدل آن گاه دهيم، نشان F̂ با را شکارچي جمعيت و Î با را بيماري به آلوده شکار
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√
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√
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معادله ي در عبارت اولين که کنيم توجه مي دهد. نشان را بيماري از ناشي مرگ ومير نرخ و طبيعي مرگ و مير نرخ مجموع µ̂ آن در که است
معادله ي مي کند. توصيف را سالم جمعيت ميان از شکار نرخ عبارت سومين و بيماري شيوع نرخ عبارت دومين شکار، لجستيکي رشد اول
طبيعي مرگ و مير نرخ نشان دهنده ي m̂ آن در که مي کند توصيف را شکارچي جمعيت ديناميک سوم، معادله ي و بيمار جمعيت ديناميک دوم،
شکار واقع، در دارند. اجتماعي رفتار و مي کنند زندگي گروهي به صورت شکار جمعيت که است اين فوق مدل ساخت در اصلي ايده ي است.
طعمه شکار بنابراين، مي گيرند. قرار گله وسط در ضعيف ترين ها و گله مرز در آن ها قوي ترين و مي شوند جمع دورهم عظيمي دسته هاي در
گونه ي کنيم فرض که نيست ذهن از دور پس مي افتد. اتفاق گله؛ در موقعيت بيروني ترين يعني گله؛ مرز در عمدتاً موفق، شکارچي يک توسط
پخش دوبعدي ناحيه ي يک در شکار اگر است، شده بيان [۴] و [٣] در که همان طور حالت اين در مي کند. شکار گله مرز در فقط شکارچي

است. گله کل جمعيت دوم ريشه با متناسب گله، مرز در موجود جمعيت باشند،
تعاملي عبارت يک از و گرفته شده نظر در گله اي رفتار شکار براي آن در که شد ارائه شکار-شکارچي مدل يک ،[۶] در ،٢٠١٢ سال
استفاده شکار به شکارچي تابعي پاسخ براي است) شده استفاده شکار دوم ريشه از ضريبي شکار، از ضريبي جاي (به اصلاح شده لُتْکا-وُلْتِرا
به درستي دوم ريشه از استفاده و است تعامل در شکار با گله بيروني مرز در معمولاً شکارچي که مي دهد نشان شکار، اجتماعي رفتار مي شود.
گرفته قرار بررسي مورد شکارچي گروهي کار تاثير نيز [٧] در مي کند. مدل مي دهد، رخ شکار جمعيت مرز در انفعالات و فعل که را، فرض اين
است. گرفته قرار استفاده مورد شکارچي جمعيت براي ٢

٣ توان سه بعدي، دستگاه مدل در و ١
٢ توان دوبعدي، دستگاه مدل در حالت اين در است.

نوع هالينگ پاسخ تابع و شکار در لجستيک رشد با شکار-شکارچي اوليه ي مدل ابتدا پاسخ، تابع براي دوم ريشه مدل دقيق توصيف براي
به صورت مدل اين مي کنيم. مرور را II

{ dX
dt

= rX(١ − X
N
)− αXY

١+thαX
,

dY
dt

= −sY + cαXY
١+thαX

(١. ١)

Nظرفيت شکار، جمعيت رشد آهنگ بيان گر r شکارچي، جمعيت نشان دهنده ي Y (t) شکار، جمعيت X(t)نشان دهنده ي آن در که است
سرانه ي مصرف آهنگ c شکار، براي شکارچي جستجوي بازده بيان گر α هم چنين، است. شکار غياب در شکارچي طبيعي مرگ نرخ s و حمل
را گله اي رفتار بخواهيم اگر ،[۴] در انجام شده بحث به توجه با است. شکار بار دو هر بين متوسط زماني فاصله th و شکارچي توسط شکار

†Holling I-III types
‡Crowley-Martin Type
§Bedington-Deangelis
¶Hasell-Varley
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بنابراين، بگيريم. نظر در شکار جمعيت دوم ريشه برحسب را پاسخ تابع (١. ١) در بايد بگيريم، نظر در شکار }براي
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√
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(١. ٢)

حال است. مناسب تعامل اند، در خود شکارچيان با و مي کنند زندگي وسيع علف زار يک در گله اي به صورت که گياه خواراني براي بيشتر اخير مدل
،c̄ = cα

√
N

r
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√
N ،s̄ = s

r
پارامترهاي معرفي و τ = rt مقياس تغيير ،v = αY

r
√
N

و u = X
N

متغير تغيير اعمال با
دستگاه به (١. ٢) }دستگاه
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√
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√
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(١. ٣) دستگاه آن گاه ،(a = ٠ (يعني بگيريم نظر در صفر برابر را شکار بار دو هر بين متوسط زماني فاصله اگر که کنيم توجه مي شود. تبديل
دستگاه }به

du
dτ

= u(١ − u)−
√
uv,
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= −s̄v + c̄
√
uv

(۴ .١)

است. اصلاح شده لُتْکا-وُلْتِراي نوعي که مي شود تبديل
جزئي ديفرانسيل معادلات دستگاه در انشعابات مطالعه ي مقاله، اين در ما هدف

∂u
∂t

= δ١

(
∂٢u
∂x٢ +

∂٢u
∂y٢

)
+ u(١ − u)− u

√
v

١+au
,

∂v
∂t

= δ٢

(
∂٢v
∂x٢ +

∂٢v
∂y٢

)
− s(v − bu

√
v

١+au
)

(۵ .١)

[٠, ١] × مجموعه ي روي (x, y, t) از تابعي W = (u, v) و مثبت اند حقيقي پارامترهاي همگي b و a ،s ،δ٢ ،δ١ آن در که است
نويمن مرزي شرايط با [٠, ١]× R

∂W

∂x
(٠, y, t) =

∂W

∂x
(١, y, t) =

∂W

∂y
(x, ٠, t) =

∂W

∂y
(x, ١, t) = (٠, ٠), (۶ .١)

منطقه ي يک در جمعيت کل که است اين بر فرض شکارچي اند. و شکار براي انتشار ضرايب نشان دهنده ي به ترتيب δ٢ و δ١ پارامترهاي است.
مي شوند. نگه داري Ω = [٠, ١]× [٠, ١] حفاظت شده ي

به صورت همگن دوم ريشه }دستگاه
u̇ = du
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= u(١ − u)− u

√
v
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,
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√
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)

(١. ٧)

در شکارچي مرگ ومير نرخ s پارامتر اند. t زمان در شکارچي و شکار جمعيت تراکم نشان دهنده ي به ترتيب v(t) و u(t) آن در که است
دوم ريشه است. شکار براي شکارچي جستجوي نرخ به مربوط a و شکارچي به شکار مصرف يا تبديل نرخ نشان دهنده ي b طعمه، غياب
δ١ = δ٢ = ٠ براي را همگن دستگاه ديناميک ابتدا است. بزرگ گله ي يک  مرز در شکارچي تجمع نشان دهنده ي شکارچيان جمعيت
انشعاب يک که مي دهيم نشان دقيق تر، عبارت به مي کنيم. بررسي آن روي بر را δ٢ و δ١ انتشار ثابت هاي تاثير سپس و مي گيريم نظر در
،(۴ .١) و (١. ٣) دستگاه هاي مورد در است. [١٠] ٢ فصل در ٣. ٣ قضيه ي نتايج براساس اثبات مي دهد. رخ مدل مثبت تعادل نقطه در هاپف
نيز [١٩ ،١٧ ،١۴ ،٩ ،۵] مراجع در البته شوند. ديده [٢٠–٢٢ ،١۵ ،١٣ ،٨] مراجع نمونه براي دارد. وجود قبلي پژوهش هاي در نتايجي

مي شوند. خلاصه زير قضيه هاي در ما اصلي نتايج است. موجود زمينه اين در اطلاعاتي

u = ϕ(a, b) ∈ [٠, ١] کنيم فرض مي گيريم. نظر در b و ،a ،sمثبت پارامترهاي با صفحه مثبت ناحيه ي در را (١. ٧) دستگاه .١. ١ قضيه
معادله ي جواب

١ − u =
bu

(١ + au)٢

برقرارند: زير گزاره هاي صورت، اين در .ψ(a, b) = b ϕ(a, b)(١ − ϕ(a, b)) مي دهيم قرار باشد.
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توپولوژيکي اند. زين ،E١ = (١, ٠) و E٠ = (٠, ٠) مرزي تعادل نقاط (الف)

است. چاه يک (u∗, v∗) = (ϕ(a, b), ψ(a, b)) مثبت تعادل نقطه ،ϕ(a, b) ≥ ١
٢ براي (ب)

هذلولوي زين يک (u∗, v∗) = (ϕ(a, b), ψ(a, b)) مثبت تعادل نقطه ،|ϕ(a, b) − ١
۴ | <

√
a−٨

۴
√
a

و a > ٨ براي (پ)
است.

است. قوي پايدار کانون يک (u∗, v∗) = (ϕ(a, b), ψ(a, b)) مثبت تعادل نقطه ،٠ < a ≤ ١ براي (ت)

،a > ۴ اگر دقيق تر، به بيان مي دهد. رخ هاپف انشعاب يک a = ۴ در آن گاه ،b = ١)٣ + a
۴ )

٢ و s = ١
۴ دهيم قرار اگر (ث)

شده احاطه پايدار حدي دور يک با که است قوي ناپايدار کانون يک (u∗, v∗) = (١
۴ ,

٩
١۶(١ + a

۴ )
٢) مثبت تعادل نقطه آن گاه

يک (u∗, v∗) = (١
۴ ,

٩
١۶(١ + a

۴ )
٢) مثبت تعادل نقطه و ندارد وجود حدي دور a < ۴ براي که است حالي در اين است،

است. ضعيف پايدار کانون يک (u∗, v∗) = (١
۴ ,

٩
۴) مثبت تعادل نقطه ،a = ۴ براي است. قوي پايدار کانون

s = ١
۴ ،b = ١)٣+ a

۴ )
٢ کنيم فرض مي گيريم. نظر در مثبت اند، پارامترهاي b و a ،s ،δ٢ ،δ١ آن در که را، (۵ .١) دستگاه .١. ٢ قضيه

برقرارند: زير گزاره هاي به  ويژه، مي دهد. رخ هاپف انشعاب يک a = ۴ در صورت، اين در . δ١
δ٢
> ۵ − ٢

√
۶ و

است. پايدار (۵ .١) دستگاه براي (u, v) = (١
۴ ,

٩
١۶(١ + a

۴ )
٢) تعادلي جواب ،a ≤ ۴ براي (الف)

جواب يک دستگاه حالت اين در و است ناپايدار (۵ .١) دستگاه براي (u, v) = (١
۴ ,

٩
١۶(١+ a

۴ )
٢) تعادلي جواب ،a > ۴ براي (ب)

مي آيد. به وجود فوق بحراني هاپف انشعاب يک اثر بر a = ۴ در که دارد پايدار تناوبي

سوبولف و L٢(Ω) هيلبرت فضاي درباره ي نتايجي بيان و فاز فضاي معرفي به را ٢ بخش مي کنيم. ارائه و تنظيم زير به ترتيب را مقاله
در نهايت، در شد. خواهد ارائه ۵ و ۴ بخش هاي در ١. ٢ قضيه ي برهان و ٣ بخش در ١. ١ قضيه ي برهان مي دهيم. اختصاص H٢(Ω)

ارائه شده اند. هاپف انشعاب در به دست آمده تحليلي نتايج تصديق براي عددي شبيه سازي هاي ،۶ بخش

فاز فضاي معرفي ٢
نظريه ي در فراواني کاربردهاي تابعي فضاهاي اين داشت. خواهيم H٢ و L٢ نُرم دار برداري فضاهاي بر مختصري مرور بخش، اين در
به مجهز Ω = [٠, ١]× [٠, ١] ⊂ R٢ مجموعه ي دارند. نامتناهي بُعد با ديناميکي دستگاه هاي و جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات
E ⊂ Ω زيرمجموعه ي اگر مي گيريم. نظر در يکي را u, v : Ω → C اندازه پذير تابع دو بعد، به اين از مي گيريم. نظر در را لبگ اندازه

ه.». ت. u = v» مي نويسيم آن گاه ،u(x) = v(x) ،x ∈ Ω \ E هر براي که به طوري باشد موجود صفر لبگ اندازه با
بنابراين، مي دهيم. نشان L٢(Ω) با را u : Ω → C مربع انتگرال پذير اندازه پذير توابع مجموعه ي

L٢(Ω) = {u : Ω → C |
∫
Ω

|u(x)|٢dx <∞}.

مي کنيم: تعريف ،u ∈ L٢(Ω) هر براي حال است. مختلط برداري فضاي يک L٢(Ω) که داد نشان مي توان به سادگي

∥u∥ :=

(∫
Ω

|u(x)|٢dx

) ١
٢

.

مي شود: نتيجه کوشي-شوارتس نامساوي از ،u, v ∈ L٢(Ω) براي است. L٢(Ω) برداري فضاي روي نُرم يک ∥ · ∥ صورت، اين ∫∣∣∣∣در
Ω

u(x)v̄(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥ ∥v∥,

بنابراين، است. انتگرال پذير uv̄ آن گاه ،u, v ∈ L٢(Ω) اگر که است معني بدين اين است. v مختلط مزدوج نمايش دهنده ي v̄ آن در که
مي کنيم: تعريف ،u, v ∈ L٢(Ω) هر براي

⟨u, v⟩ =
∫
Ω

u(x)v̄(x)dx.
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داريم: و است L٢(Ω) روي داخلي ضرب يک ⟨·, ·⟩ که است روشن

∥u∥ =

(∫
Ω

|u(x)|٢dx

) ١
٢

=

(∫
Ω

u(x)ū(x)dx

) ١
٢

= ⟨u, u⟩
١
٢ .

داخلي ضرب از آن نُرم که است کامل برداري فضاي يک d(u, v) = ∥u− v∥ متر به نسبت L٢(Ω) که داد نشان مي توان هم چنين،
شود. رجوع [٢] و [١] به زمينه اين در بيشتر اطلاعات براي بود. خواهد هيلبرت فضاي يک بنابراين و مي شود ناشي

فضاهاي که ازآن جا بپردازيم. H٢(Ω) سوبولف فضاي معرفي به مي توانيم کرديم، معرفي را L٢(Ω) هيلبرت فضاي که اکنون
فرض منظور، بدين مي کنيم. معرفي را ضعيف مشتق مفهوم ابتدا مي شوند، تعريف توزيعي) مشتق (يا ضعيف مشتق مفهوم براساس سوبولف
Dαf نماد از صورت، اين در .|α| = α١ +α٢ و نامنفي اند صحيح اعداد α٢ و α١ که باشد دوگانه انديس يک α = (α١, α٢) کنيم
با باشند، مرتبه اي هر از پيوسته جزئي مشتقات داراي که را توابعي همه ي مجموعه ي هم چنين، مي کنيم. استفاده ∂|α|f

∂x
α١
١ ∂x

α٢
٢

عبارت براي
مي دهيم. نشان C∞

٠ (Ω) با باشند، Ω در فشرده تکيه گاه داراي که را C∞(Ω) از توابعي مجموعه ي و C∞(Ω)

انتگرال پذير تابع اگر است Dαu ضعيف مشتق داراي u تابع گوييم باشد. انتگرال پذير u : Ω → C تابع کنيم فرض .٢. ١ تعريف
باشيم: داشته φ ∈ C∞

٠ (Ω) هر براي که به طوري  باشد موجود g : Ω → C∫
Ω

u(x)Dαφ(x) dx = (−١)|α|
∫
Ω

g(x)φ(x) dx.

.Dαu = g صورت، اين در

شرط در |α| ≤ ٢ با α دوگانه ي انديس هر براي که را u : Ω → C مربع انتگرال پذير توابع تمام مجموعه ي .٢. ٢ تعريف

Dαu ∈ L٢(Ω)

بنابراين، مي ناميم. سوبولف فضاي آن را و مي دهيم نشان H٢(Ω) با کند، صدق

H٢(Ω) = {u ∈ L٢(Ω) |Dαu ∈ L٢(Ω), |α| ≤ ٢}.

نُرم به نسبت H٢(Ω) که داد نشان مي توان

∥u∥٢ =

∑
|α|≤٢

∥Dαu∥٢

 ١
٢

,

داخلي ضرب به نسبت H٢(Ω) هم چنين، است. (باناخ) کامل نُرم دار برداري فضاي يک

⟨u, v⟩٢ :=
∑
|α|≤٢

⟨Dαu,Dαv⟩,

از است عبارت که مي کنيم تعريف را H١(Ω) تابعي فضاي ترتيب، به همين است. هيلبرت فضاي يک

H١(Ω) = {u ∈ L٢(Ω) |Dαu ∈ L٢(Ω) ∀ α ∈ N٢, |α| ≤ ١}.

که است C∞ رده از توابع فضاي C∞
٠ (Ω) آن در که مي کنيم، تعريف H١(Ω) در C∞

٠ (Ω) بستار به عنوان را H١
٠ (Ω) تابعي فضاي

Ωاند. در فشرده تکيه گاه داراي
فضاي روي (۶ .١) نويمن مرزي شرايط بهمراه را (۵ .١) دستگاه ،(١. ٧) دستگاه ديناميک بر انتشار ثابت هاي تأثير مطالعه ي براي مقاله، اين در

کرد. خواهيم بررسي H٢(Ω)×H٢(Ω) هيلبرت
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١. ١ قضيه ي برهان ٣
برداري ميدان و (١. ٧) دستگاه مي دهيم. اختصاص ١. ١ قضيه ي برهان ارائه به را بخش اين

F (u, v) =

(
u(١ − u)− u

√
v

١ + au
,−sv + sb

u
√
v

١ + au

)
(u∗, v∗) و (١, ٠) ،(٠, ٠) از عبارت اند ((١. ٧) دستگاه تعادل نقاط همان (يا برداري ميدان اين صفرهاي مي گيريم. نظر در آن را به مربوط
ريشه ي ٠ < u∗ < ١ بنابراين، مي آيد. به دست ١ − u∗ = bu∗

(١+au∗)٢ معادله ي حل از u∗ و v∗ = bu∗(١ − u∗) آن در که
براي ريشه سه يا يک داراي ،b و a مثبت مقادير به بسته معادله اين است. (١ − u)(١ + au)٢ − bu = ٠ سوم درجه معادله ي
و a = ٢٠ براي و ساده ريشه ي يک دقيقاً داراي ،b هر و ٠ < a ≤ ١ براي معادله اين مثال، به عنوان است. ٠ < u < ١
و نيست مشتق پذير v = ٠ در (١. ٧) دستگاه که اين به توجه با است. ٧

٢٠ −
√

١١
١٠ و ، ٧

٢٠ +
√

١١
١٠ ، ١

۵ ريشه ي سه داراي ،b = ١٠٠
و (u, v) = (٠, ٠) مرزي تعادل نقاط پايداري تعيين براي نيستند، موجود DF (١, ٠) و DF (٠, ٠) ژاکوبي ماتريس هاي نتيجه، در

دستگاه به (١. ٧) دستگاه متغير، تغيير اين اعمال با مي کنيم. استفاده ṽ =
√
v متغير تغيير از ،(u, v) = (١, ٠){

u̇ = u(١ − u)− uṽ
١+au

,
˙̃v = − s

٢(ṽ −
bu

١+au
),

(٣. ١)

داشت: خواهيم آن گاه دهيم، نمايش G با را (٣. ١) دستگاه به وابسته برداري ميدان اگر مي شود. تبديل

G(u, ٠) =
(
u(١ − u),

sbu

١)٢ + au)

)
, G(٠, ٠) = (٠, ٠), DG(٠, ٠) =

[
١ ٠
sb
٢ − s

٢

]
,

اين، بر علاوه است. λ٢ = − s
٢ < ٠ و λ١ = ١ > ٠ ويژه ي مقادير با (٣. ١) دستگاه از هذلولوي زين يک مبدأ مي دهد نشان که

جواب هاي v = ٠ و u = ٠ که مي شود مشاهده هم چنين، است. بالا سمت به ،u محور مثبت قسمت روي G برداري ميدان جهت
و ،v̇ = −sv معادله ي توسط ،{u = ٠} پاياي مجموعه ي در F برداري ميدان توسط توليدشده شار که به طوري اند (١. ٧) دستگاه
(u, v) = (٠, ٠) مرزي تعادل نقاط بنابراين، مي شود. داده u̇ = u(١ − u) معادله ي توسط ،{v = ٠} پاياي مجموعه ي در
(مثبت) دروني تعادل نقطه در ژاکوبي) (ماتريس F برداري ميدان مشتق توپولوژيکي اند. زين ،(١. ٧) دستگاه براي (u, v) = (١, ٠) و

به صورت (u∗, v∗)

DF (u∗, v∗) =

[
١ − ٢u∗ −

√
v∗

(١+au∗)٢ − u∗

١+au∗ · ١
٢
√
v∗

sb
√
v∗

(١+au∗)٢ −s+ sbu∗

١+au∗ · ١
٢
√
v∗

]
مي دهد: نتيجه که است

tr(DF (u∗, v∗)) = ١ − ٢u∗ −
√
v∗

(١ + au∗)٢ − s+
sbu∗

١ + au∗
· ١

٢
√
v∗
,

det(DF (u∗, v∗)) =

(
١ − ٢u∗ −

√
v∗

(١ + au∗)٢

)(
−s+ sbu∗

١ + au∗
· ١

٢
√
v∗

)
−
(
− u∗

١ + au∗
· ١

٢
√
v∗

)(
sb
√
v∗

(١ + au∗)٢

)
.

روابط از استفاده با

١ − u∗ =
bu∗

(١ + au∗)٢ , v
∗ = bu∗(١ − u∗) =

b٢u∗٢

(١ + au∗)٢ ,
√
v∗ =

bu∗

١ + au∗
, (٣. ٢)

نوشت: زير مختصر به شکل و کرد ساده را بالا عبارت هاي مي توان

tr(DF (u∗, v∗)) = ١ − ٢u∗ − bu∗

(١ + au∗)٣ − s+
s

٢
= ١ − ٢u∗ − ١ − u∗

١ + au∗
− s

٢

=
(١ − ٢u∗)(١ + au∗)− (١ − u∗)

١ + au∗
− s

٢
=

(a− ١)u∗ − ٢au∗٢

١ + au∗
− s

٢

= − ٢au∗

١ + au∗

(
u∗ +

١ − a

٢a

)
− s

٢
,
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det(DF (u∗, v∗)) =

(
١ − ٢u∗ − bu∗

(١ + au∗)٣

)(
−s+ s

٢

)
−
(
− ١

٢b

)(
sb٢u∗

(١ + au∗)٣

)
=

(
١ − ٢u∗ − ١ − u∗

١ + au∗

)(
−s

٢

)
+
s

٢
· ١ − u∗

١ + au∗

= s

(
u∗ − ١

٢
+

١ − u∗

١ + au∗

)
=

as

١ + au∗

(
u∗٢ − ١

٢
u∗ +

١
٢a

)
.

يک (u∗, v∗) تعادل نقطه حالت، اين در پس .tr(DF (u∗, v∗)) < ٠ و det(DF (u∗, v∗)) > ٠ آن گاه ،u∗ ≥ ١
٢ اگر حال

تعادل نقطه نتيجه، در و det(DF (u∗, v∗)) < ٠ آن گاه ،|u∗ − ١
۴ | <

√
a−٨

۴
√
a

و a > ٨ اگر است. پايدار مجانبي نتيجه در و چاه
،tr(DF (u∗, v∗)) < ٠ و det(DF (u∗, v∗)) > ٠ آن گاه ،٠ < a ≤ ١ اگر است. ناپايدار و هذلولوي زين يک (u∗, v∗)
حالت، اين در .b = ١)٣ + a

۴ )
٢ و u∗ = s = ١

۴ مي دهيم قرار حال است. پايدار کانون يک (u∗, v∗) تعادل نقطه مي دهد نتيجه که

tr(DF (
١
۴
,

٣b
١۶

)) =
١ − s

٢
− ٣

√
٣

۴
√
b
=

٣(a− ۴)
٨(a+ ۴)

,

det(DF (
١
۴
,

٣b
١۶

)) =
s
√

٣
١۶

√
b
(٨ − a) =

٨ − a

١۶(۴ + a)
.

آن گاه ،a = ۴ اگر پس

det(DF (
١
۴
,

٩
۴
)) =

١
٣٢

> ٠, tr(DF (
١
۴
,

٩
۴
)) = ٠.

هم چنين،

d

da

(
٣(a− ۴)

١۶(a+ ۴)

) ∣∣∣
a=۴

=
٣

١٢٨
> ٠. (٣. ٣)

متغير تغيير حال

x = u− u∗ = u− ١
۴
, y = v − v∗ = v − ٣b

١۶
= v − ٩

١۶
(١ +

a

۴
)٢, µ = a− ۴

داريم: صورت، اين در شود. منتقل مبدأ به (u, v, a) = (١
۴ ,

٩
۴ , ۴) نقطه ي تا مي کنيم اعمال (١. ٧) دستگاه بر را

ẋ = ٢+µ
١۶+٢µx−

٨
٣(٨+µ)٢y − ١۶+µ(۴+µ)

(٨+µ)٢ x٢ − ١٢٨
٣(٨+µ)٣xy +

۵١٢
٢٧(٨+µ)۴y

٢ − ۴٨(۴+µ)٢

(٨+µ)٣ x
٣

+ ۵١٢(۴+µ)
٣(٨+µ)۴ x

٢y + ٨١٩٢
٢٧(٨+µ)۵xy

٢ − ۶۵۵٣۶
٢۴٣(٨+µ)۶y

٣ +O(|x, y|۴),

ẏ = ٩(٨+µ)
۶۴ x− ١

٨y −
٩

١۶(۴ + µ)x٢ + ٢
٨+µ

xy − ٨
٩(٨+µ)٢y

٢ + ٩(۴+µ)٢

۴(٨+µ)
x٣ − ٨(۴+µ)

(٨+µ)٢x
٢y

− ١٢٨
٩(٨+µ)٣xy

٢ + ١٠٢۴
٨١(٨+µ)۴y

٣ +O(|x, y|۴).

(۴ .٣)

داريم: (X,Y ) بجاي (x, y) از مجدد استفاده ي و µ = ٠ و ω = ١
۴
√

٢ جاي گذاري و y = Y ،x =
√

٢
٩ X + Y

٩ متغير تغيير با

{
ẋ = − ١

٣٢۴
√

٨١)٢y + ٣۶
√

٢xy + ١٨y٢ + ١۶
√

٢x٣ + ٣٢x٢y + ۴
√

٢xy٢) +O(|x, y|۴),

ẏ = ١
۶۴٨١)٨

√
٢x− ٣۶x٢ − ١٨

√
٢xy − ٩y٢ + ٨

√
٢x٣ + ١۶x٢y + ٢

√
٢xy٢) +O(|x, y|۴).

(۵ .٣)
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با است برابر مبدأ در (۵ .٣) دستگاه لياپانوف ضريب اولين

L١ =
١

١۶ω
[
f ١
xy(f

١
xx + f ١

yy)− f ٢
xy(f

٢
xx + f ٢

yy)− f ١
xxf

٢
xx + f ١

yyf
٢
yy

]
+

١
١۶
[
f ١
xxx + f ١

xyy + f ٢
xxy + f ٢

yyy

]
= − ١٣

٨۶۴
< ٠,

انشعاب نقطه ي در جزئي مشتقات همه  و مي شوند تعريف (۵ .٣) دستگاه به توجه با f ٢ = ẏ − ωx و f ١ = ẋ + ωy آن در که
که مي  دهد رخ (۵ .٣) دستگاه مبدأ در µ = ٠ براي فوق بحراني هاپف انشعاب يک ،L١ < ٠ چون شده اند. محاسبه (x, y) = (٠, ٠)
و ناپايدار کانون يک (u∗, v∗) تعادل نقطه (a > ۴ براي (يعني، µ > ٠ براي ،(٣. ٣) به توجه با است. پايدار منشعب شده تناوبي مدار
حدي دور و است پايدار کانون يک (u∗, v∗) تعادل نقطه (a < ۴ براي (يعني µ < ٠ براي است. پايدار مجانبي منشعب شده حدي دور
دستگاه در که داده ايم نشان اينجا تا است. δ١ = δ٢ = ٠ حالت براي انشعاب نقطه ي (a = ۴ (يعني، µ = ٠ بنابراين، مي شود. ناپديد

مي دهد. رخ هاپف انشعاب يک (١. ٧)

١. ٢ قضيه ي برهان ۴

استفاده نامتناهي بُعد با ديناميکي دستگاه هاي نظريه ي در نتيجه چندين از ،(١. ٧) دستگاه ديناميک بر انتشار ثابت هاي تاثير مطالعه ي براي
جمله (از غيرخطي پديده هاي تشخيص براي مي تواند نامتناهي بُعد با ديناميکي دستگاه هاي در موضعي انشعاب هاي نظريه ي کرد. خواهيم
يک وقوع شود. استفاده جواب ها از برخي ديناميکي و هندسي رفتارهاي توصيف براي هم چنين و جزئي ديفرانسيل معادلات در حدي) دورهاي
است ممکن تغييري چنين است. جواب ها مجموعه ي در توپولوژيکي تغيير يک به مربوط ،(۵ .١) پارامتر به وابسته دستگاه در هاپف انشعاب
شرايط برخي تحت البته مي شود، مشاهده (۵ .١) مدل در وضعيتي چنين شود. خاصي جواب هاي شدن ناپديد يا جديد جواب هاي ايجاد به منجر
خواهد بيان ادامه در آن برهان که کند، عبور ac = ۴ بحراني مقدار از a پارامتر وقتي شود) مراجعه (٩ .۴) شرط (به پارامترها روي مناسب

شد.

ناهمگن مدل ١ .۴

مي دهد. دست از a = ۴ در را خود پايداري که است پايدار کانون يک مثبت، تعادل نقطه ،٠ < a < ۴ براي که داديم نشان قبل بخش در
در هاپف انشعاب يک وقوع نشان دهنده ي که ±λاند = ±iω = ± i

۴
√

٢ با برابر دستگاه ژاکوبي ماتريس ويژه ي مقدار دو ،a = ۴ در
در که کنيم بررسي (۵ .١) ناهمگن مدل در را احتمالي موضعي انشعاب هاي وجود و خطي پايداري مي خواهيم بخش، اين در است. دستگاه
يک البته که ،(x, y) ∈ [٠, ١] × [٠, ١] مي کنيم فرض دارند. بستگي نيز y و x فضايي متغيرهاي به ،t زمان بر علاوه ،v و u آن
تحت مي دهد. رخ آن در هاپف انشعاب يک که مي دهيم نشان ،(۵ .١) جزئي ديفرانسيل معادلات دستگاه براي است. واقعيت از ساده سازي
باقي ناهمگن دستگاه جواب يک به عنوان همگن، دستگاه از تعادلي جواب يک که مي شود مشاهده ،(۶ .١) در ارائه شده نويمن مرزي شرايط

است. صادق a = ۴ براي همگن دستگاه از (u, v) = (١
۴ ,

٩
۴) ضعيف کانون حول تناوبي جواب براي امر همين مي ماند.

به ،b = ١)٣ + a
۴ )

٢ و s = ١
۴ جاي گذاري و (u, v) → (١

۴ + u١,
٩

٢۵۶(a + ۴)٢ + v١) انتقال تحت (۵ .١) دستگاه
دستگاه

∂u١
∂t

= δ٢∇١u١ + (١
۴ + u١)(

٣
۴ − u١ −

√
١۴۴+٧٢a+٩a٢+٢۵۶v١

۴(۴+a+۴au١)
),

∂v١
∂t

= δ٢∇٢v١ − ١
۴(

٩
٢۵۶(a+ ۴)٢ + v١) +

٣(۴+a)٢(١+۴u١)
√

١۴۴+٧٢a+٩a٢+٢۵۶v١
١٠٢۴(۴+a+۴au١)

(١ .۴)

نويمن مرزي شرايط با

∂(u١, v١)

∂x
(٠, y, t) =

∂(u١, v١)

∂x
(١, y, t) =

∂(u١, v١)

∂y
(x, ٠, t) =

∂(u١, v١)

∂y
(x, ١, t) = (٠, ٠) (٢ .۴)
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(u, v) = (١
۴ ,

٩
٢۵۶(a+۴)ثابت(٢ جواب کار، اين با R٢است. فضاي در لاپلاس ٢∇عمل گر = ∂٢

∂x٢ +
∂٢

∂y٢ آن در که مي شود تبديل
به صورت را (١ .۴) دستگاه مي توان ،w = (u١, v١)

t گرفتن نظر در با حال مي شود. منتقل (u١, v١) = (٠, ٠) مبدأ به
dw

dt
= Lw +R(w), (٣ .۴)

به صورت دستگاه خطي قسمت آن در که گرفت نظر در

L =

(
δ٢∇١ + a−٢

٢(۴+a)
− ٨

٣(۴+a)٢

٩(۴+a)
۶۴ −١

٨ + δ٢∇٢

)
,

به صورت دستگاه غيرخطي قسمت و

R(w) =

(
−١۶−۴a+a٢

(۴+a)٢ u٢
١ − ١٢٨

٣(۴+a)٣u١v١ +
۵١٢

٢٧(۴+a)۴v
٢
١

−٩a
١۶u

٢
١ +

٢
۴+a

u١v١ − ٨
٩(۴+a)٢v

٢
١

)

+

(
− ۴٨a٢

(۴+a)٣u
٣
١ +

۵١٢a
٣(۴+a)۴u

٢
١v١ +

٨١٩٢
٢٧(۴+a)۵u١v

٢
١ − ۶۵۵٣۶

٢۴٣(۴+a)۶v
٣
١

٩a٢

۴(۴+a)
u٣

١ − ٨a
(۴+a)٢u

٢
١v١ − ١٢٨

٩(۴+a)٣u١v
٢
١ +

١٠٢۴
٨١(۴+a)۴v

٣
١

)
+O(|w|۴)

بُعد با فضاهاي حال .n ≥ ١ آن در که باشد، Rn در هموار و باز کران دار، دامنه ي يک Ω کنيم فرض پارامتراند. به وابسته دو هر که است
مي گيريم: نظر در را زير نامتناهي

X = L٢(Ω)× L٢(Ω), (۴ .۴)
Z = (H٢

N(Ω) ∩H١
٠ (Ω))× (H٢

N(Ω) ∩H١
٠ (Ω)), (۵ .۴)

آن در که

H٢
N(Ω) =

{
u ∈ H٢(Ω) | ∂u

∂n⃗
= ٠ on ∂Ω

}
(۶ .۴)

در تاثيري که مي شوند عمود بردار تعريف از مانع Ω ناحيه ي مرز در شکستگي نقاط است. Ω ناحيه مرز بر قائم بردار n⃗ از منظور و
صورت اين در اند. (٢ .۴) يا (۶ .١) در بيان  شده مرزي شرايط همان واقع در Z تعريف در گنجانده شده مرزي شرايط ندارد. برهان کليت
به مجهز D(L) = Z دامنه ي است. Z در هموار نگاشت يک R و Z دامنه ي با ،X در بسته عمل گر يک L : Z ⊂ X → X

با شده تعريف گراف نُرم
∥w∥L = (∥w∥٢

X + ∥Lw∥٢
X )

١
٢

عمل گر يعني مي شود، نشانده X در فشرده به طور Z که ازآن جا است. کران دار i : D(L) = Z → X تزريق و است باناخ فضاي يک
مقادير از آن طيف و است فشرده کنيم) ملاحظه را بعد (تعريف حلاّل يک داراي L بنابراين است، فشرده و پيوسته i : Z → X هماني
صفحات در ارائه شده ويژگي هاي و تعاريف از و توزيع نظريه از مستقيم به طور اين است. شده تشکيل متناهي جبري تکرارهاي با منزوي ويژه ي

ميکنيم. يادآوري را تعاريف اين از برخي ادامه در شود). مراجعه [١١] به بيشتر جزئيات (براي مي شود حاصل [١٠] مرجع ٢٨٢ و ٢٨٠

تمام مجموعه ي از است عبارت مي دهيم نشان σ خلاصه به طور يا σ(L) با که را L : Z → X خطي عمل گر طيف .١ .۴ تعريف
مي شود. تعريف ρ(L) = C\σ(L) به صورت L حلّال مجموعه هم چنين، نباشد. معکوس پذير (λI−L) : Z → X که λ ∈ C

که نوشت σ = σ+ ∪ σ٠ ∪ σ− به صورت مي توان را L عمل گر طيف .٢ .۴ ملاحظه

σ+ = {λ ∈ σ | Re(λ) > ٠}, σ٠ = {λ ∈ σ | Re(λ) = ٠}, σ− = {λ ∈ σ | Re(λ) < ٠}.

زيرند: نرم به مجهز که است L : X → X (پيوسته) کران دار خطي عمل گرهاي باناخ فضاي نشان دهنده L(X ,X ) نماد .٣ .۴ تعريف

∥L∥L(X ,X ) = sup
∥w∥X=١

(∥Lw∥X ).

آن گراف هرگاه مي ناميم بسته را L : D(L) ⊂ X → X خطي عمل گر .۴ .۴ تعريف

G(L) = {(u, Lu) : u ∈ D(L)} ⊂ X × X ,

باشيم داشته Lun → v ∈ X و un → u ∈ X خاصيت با {un} ⊂ D(L) دنباله ي هر براي معادل، به طور باشد. بسته
مي دهد. نتيجه را L بودن بسته L پيوستگي آن گاه باشد، بسته X در D(L) اگر که کنيم توجه .Lu = v و u ∈ D(L)
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L خطي عمل گر طيف ٢ .۴
مي دهيم قرار کرد. حل را متناظر ويژه ي مقدار مسئله ي بايد ،Lطيف يافتن براي مي پردازيم. L خطي عمل گر طيف بررسي به بخش، اين در

مجموعه ي که ازآن جا .N٠ = N ∪ {٠}

{cos(kπx) · cos(lπy) | k, l ∈ N٠}

λ ∈ C براي را Lw = λw ويژه ي مقدار مسئله ي از w = (u١, v١) جواب هاي از دسته آن بايد است، H٢(Ω) براي پايه يک
به شکل که بيابيم

u١ =
∞∑
l=٠

∞∑
k=٠

u
(k,l)
١ cos(kπx) cos(lπy), v١ =

∞∑
l=٠

∞∑
k=٠

v
(k,l)
١ cos(kπx) cos(lπy),

دستگاه نابديهي جواب (u(k,l)١ , v
(k,l)
١ ) که به قسمي باشد موجود (k, l) ∈ N٢

٠ اگر }باشند.
(λ− a١١ + π٢δ١(k

٢ + l٢))u
(k,l)
١ − a١٢v

(k,l)
١ = ٠,

−a٢١u
(k,l)
١ + (λ− a٢٢ + π٢δ٢(k

٢ + l٢))v
(k,l)
١ = ٠,

(٧ .۴)

با
a١١ =

a− ٢
٢(۴ + a)

, a١٢ = − ٨
٣(۴ + a)٢ , a٢١ =

٩
۶۴

(۴ + a), a٢٢ = −١
٨
,

بايد باشد (٧ .۴) دستگاه نابديهي جواب (u(k,l)١ , v
(k,l)
١ ) که اين براي است. L ويژه ي مقدار يک λ آن گاه باشد،

det

[
λ− a١١ + π٢δ١(k

٢ + l٢) −a١٢
−a٢١ λ− a٢٢ + π٢δ٢(k

٢ + l٢)

]
= ٠.

مشخصه ي چندجمله اي ريشه هاي ،i = ١, ٢ براي ،λk,l,i ويژه ي مقادير نتيجه، در

Pk,l(λ) = (k٢ + l٢)π٢δ٢

(
δ١

٨δ٢
+

٨ − a

١۶(۴ + a)(k٢ + l٢)π٢δ٢
+

٢ − a

٢(۴ + a)
+ (k٢ + l٢)π٢δ١

)
+

(
π٢(k٢ + l٢)(δ١ + δ٢) +

٣(۴ − a)

٨(۴ + a)

)
λ+ λ٢

= (k٢ + l٢)π٢δ٢

(
δ١

٨δ٢
+

β

(k٢ + l٢)π٢δ٢
+

١۶β − ١
۴

+ (k٢ + l٢)π٢δ١

)
+

(
π٢(k٢ + l٢)(δ١ + δ٢) +

٣٢β − ١
٨

)
λ+ λ٢ (٨ .۴)

ماتريس ويژه ي مقادير با برابر λ٠,٠,٢ و λ٠,٠,١ به ويژه، .β = ٨−a
١۶(۴+a)

∈ (٠, ١
٨) آن در که ]اند

a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

]
=

[١
۴(١ − ١۶β) − ١

۵۴(١ + ١۶β)٢

٢٧
١۶(١+١۶β) −١

٨

]
بنابراين اند.

λ٠,٠,١ =
١

١۶
(١ − ٣٢β −

√
١ − ٣٢٠β + ١٠٢۴β٢),

λ٠,٠,٢ =
١

١۶
(١ − ٣٢β +

√
١ − ٣٢٠β + ١٠٢۴β٢).
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ناپايدار تعادلي جواب بنابراين و مثبت اند λ٠,٠,٢ و λ٠,٠,١ ويژه ي مقادير حقيقي قسمت آن گاه ،٠ < β < ١
٣٢ اگر که مي دهد نشان اين

هرگاه منفي اند حقيقي قسمت هاي داراي ،i = ١, ٢ براي ،λk,l,i ويژه ي مقادير که است واضح آن گاه ، ١
٣٢ < β < ١

٨ اگر است.

βk,l := π٢δ١(k
٢ + l٢) +

β

π٢δ٢(k٢ + l٢)
+

δ١

٨δ٢
>

١ − ١۶β
۴

.

که داد نشان مي توان ديگر، سوي از است. پايدار تعادلي جواب بنابراين و است برقرار اخير شرط آن گاه ، ١
١۶ ≤ β < ١

٨ اگر حال
که ٢
√

δ١
δ٢
β + δ١

٨δ٢
> ١−١۶β

۴ هرگاه است پايدار تعادلي جواب ، ١
٣٢ < β < ١

١۶ شرط تحت پس .βk,l ≥ ٢
√

δ١
δ٢
β + δ١

٨δ٢

و β = ١
٣٢ براي .

√
١ + ١

٢
δ١
δ٢
−
√

δ١
δ٢
< ۴

√
β با است √معادل

١ +
١
٢
δ١

δ٢
−

√
δ١

δ٢
<

١√
٢
, (٩ .۴)

مشخصه ي چندجمله اي ريشه هاي که حالي در است منفي ،k + l ≥ ١ براي ،Pk,l دوم درجه چندجمله اي ريشه هاي که مي کنيم ملاحظه
ويژه ي مقادير هاپف، انشعاب وجود براي اند. (λ٠,٠,٢ = − i

۴
√

٢ و λ٠,٠,١ = + i
۴
√

٢ (به صورت صفر حقيقي قسمت هاي داراي ،P٠,٠

شرط که مي کنيم فرض ادامه، در است. برقرار (k, l) = (٠, ٠) حالت ويژه ي مقادير مورد در شرط اين که باشند ساده بايد مذکور موهومي
ضرائب تيلور بسط و β = ١

٣٢ + µ مي دهيم قرار مي دهد. رخ β = ١
٣٢ در هاپف انشعاب يک که مي دهيم نشان و است برقرار (٩ .۴)

داريم: مي آوريم. به دست µ = ٠ حول را (٣ .۴)
a− ٢

٢(۴ + a)
=

١
٨
− ۴µ,

− ٨
٣(۴ + a)٢ = − ١

٢۴
− ٨

٩
µ− ١٢٨

٢٧
µ٢,

−١۶ − ۴a+ a٢

(۴ + a)٢ = −١
۴
− ٢۵۶

٣
µ٢,

− ١٢٨
٣(۴ + a)٣ = − ١

١٢
− ٨

٣
µ− ٢۵۶

٩
µ٢ − ٨١٩٢

٨١
µ٣,

۵١٢
٢٧(۴ + a)۴ =

١
٢١۶

+
١۶
٨١
µ+

٢۵۶
٨١

µ٢ +
١۶٣٨۴

٧٢٩
µ٣ +

١٣١٠٧٢
٢١٨٧

µ۴,

− ۴٨a٢

(۴ + a)٣ = −٣
٢
+ ١۶µ+

۵١٢
٣
µ٢ − ١۶٣٨۴

٩
µ٣,

۵١٢a
٣(۴ + a)۴ =

١
۶
+

٣٢
٩
µ− ٣٢٧۶٨

٨١
µ٣ − ۵٢۴٢٨٨

٢۴٣
µ۴,

٨١٩٢
٢٧(۴ + a)۵ =

١
١٠٨

+
۴٠
٨١
µ+

٢۵۶٠
٢۴٣

µ٢ +O(µ٣),

− ۶۵۵٣۶
٢۴٣(۴ + a)۶ = − ١

٩٧٢
− ١۶

٢۴٣
µ− ١٢٨٠

٧٢٩
µ٢ +O(µ٣),

٩
۶۴

(۴ + a) =
٩
٨
− ١٢µ+ ١٢٨µ٢ +O(µ٣),

− ٩
١۶
a = −٩

۴
+ ۴٨µ− ۵١٢µ٢ +O(µ٣),

٢
۴ + a

=
١
۴
+

٨
٣
µ,

− ٨
٩(۴ + a)٢ = − ١

٧٢
− ٨

٢٧
µ− ١٢٨

٨١
µ٢,

٩a٢

۴(۴ + a)
=

٩
٢
− ١۴۴µ+ ٢٠۴٨µ٢ +O(µ٣),
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− ٨a
(۴ + a)٢ = −١

٢
+

۵١٢
٩
µ٢,

− ١٢٨
٩(۴ + a)٣ = − ١

٣۶
− ٨

٩
µ− ٢۵۶

٢٧
µ٢ − ٨١٩٢

٢۴٣
µ٣,

١٠٢۴
٨١(۴ + a)۴ =

١
٣٢۴

+
٣٢

٢۴٣
µ+

۵١٢
٢۴٣

µ٢ +O(µ٣).

به صورت مي توان را (٣ .۴) معادله ي حال
dw

dt
= (L٠ + µR١١ + µ٢R١٢ + µ٣R١٣ + · · · )w

+R٢٠(w,w) + µR٢١(w,w) +R٣٠(w,w,w) + µR٣١(w,w) + · · · (١٠ .۴)

آن در که نوشت

L٠ =

(
δ٢∇١ + ١

٨ − ١
٢۴

٩
٨ δ٢∇٢ − ١

٨

)
, R١١ =

(
۴ −٨

٩
−١٢ ٠

)
,

R٢٠(w,w) =

 −١
۴u

٢
١ − ١

١٢u١v١ +
١

٢١۶v
٢
١

−٩
۴u

٢
١ +

١
۴u١v١ − ١

٧٢v
٢
١

 , R١٣ =

(
٠ ٠

−۴٠٩۶
٣ ٠

)
,

R٢١(w,w) =

 −٨
٣u١v١ +

١۶
٨١v

٢
١

۴٨u٢
١ +

٨
٣u١v١ − ٨

٢٧v
٢
١

 , R١٢ =

(
٠ −١٢٨

٢٧
١٢٨ ٠

)
,

R٣٠(w,w,w) =

 −٣
٢u

٣
١ +

١
۶u

٢
١v١ +

١
١٠٨u١v

٢
١ − ١

٩٧٢v
٣
١

٩
٢u

٣
١ − ١

٢u
٢
١v١ − ١

٣۶u١v
٢
١ +

١
٣٢۴v

٣
١

 ,

R٣١(w,w,w) =

 ١۶u٣
١ +

٣٢
٩ u

٢
١v١ +

۴٠
٨١u١v

٢
١ − ١۶

٢۴٣v
٣
١

−١۴۴u٣
١ − ٨

٩u١v
٢
١ +

٣٢
٢۴٣v

٣
١

 .

به شکل را (٣ .۴) معادله ي حساب، اين با
dw

dt
= L٠w +R(w, µ) (١١ .۴)

با Z فضاي در

L٠ =

( ١
٨ + δ٢∇١ − ١

٢۴
٩
٨ −١

٨ + δ٢∇٢

)
, (١٢ .۴)

و

R(w, µ) = µR١١w + µ٢R١٢w +R٢٠(w,w) + µR٢١(w,w)

+R٣٠(w,w,w) +O((|µ|+ |w|)۴) (١٣ .۴)

به صورت Z به Z٢ از متقارن دوخطي نگاشت هاي دو هر R٢١(·, ·) و R٢٠(·, ·) که کنيم توجه مي گيريم. نظر در

R٢٠((u١, v١), (u٢, v٢)) =

 −١
۴u١u٢ − ١

٢۴(u١v٢ + u٢v١) +
١

٢١۶v١v٢

−٩
۴u١u٢ +

١
٨(u١v٢ + u٢v١)− ١

٧٢v١v٢

 ,

R٢١((u١, v١), (u٢, v٢)) =

 −۴
٣(u١v٢ + u٢v١) +

١۶
٨١v١v٢

۴٨u١u٢ +
۴
٣(u١v٢ + u٢v١)− ٨

٢٧v١v٢

 ,
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به صورت Z به Z٣ از سه خطي نگاشت يک R٣٠(·, ·, ·) و

R٣٠((u١, v١), (u٢, v٢), (u٣, v٣)) =

 −٣
٢u١u٢u٣ +

١
١٨(u١u٢v٣ + u١u٣v٢ + u٢u٣v١)

٩
٢u١u٢u٣ − ١

۶(u١u٢v٣ + u١u٣v٢ + u٢u٣v١)


+

 ١
٣٢۴(u١v٢v٣ + u٢v١v٣ + u٣v١v٢)− ١

٩٧٢v١v٢v٣

− ١
١٠٨(u١v٢v٣ + u٢v١v٣ + u٣v١v٢) +

١
٣٢۴v١v٢v٣


است.

برقرارند: (١٢ .۴) ضابطه ي با L٠ : Z → X خطي عمل گر طيف براي زير گزاره هاي .۵ .۴ لم

.σ+ = ∅ يعني است؛ تهي L٠ طيف مثبت مجموعه ي الف)

و ζ٠ =

(
١+i

√
٢

٩
١

)
به ترتيب نيز نظير ويژه ي بردارهاي و σ٠ = {± i

۴
√

٢} با است برابر L٠ طيف مرکزي مجموعه ي ب)

اند. ζ̄٠ =

(
١−i

√
٢

٩
١

)
. sup
λ∈σ−

(Reλ) < −M که است موجود چنان M > ٠ عدد ،L٠ طيف منفي مجموعه ي براي ج)

چندجمله اي ريشه هاي و q = k٢ + l٢ ≥ ١ مي کنيم فرض مي کنيم. بيان را (ج) مورد برهان فقط روشن اند. (ب) و (الف) موارد اثبات.
صورت، اين در مي دهيم. نشان λ(q)٢ و λ(q)١ با را (٨ .۴) در Pk,l(λ) مشخصه ي

λ
(q)
١ =

١
٨

(
−۴π٢q(δ١ + δ٢)−

√
٢
√
∆q

)
,

λ
(q)
٢ =

١
٨

(
−۴π٢q(δ١ + δ٢) +

√
٢
√

∆q

)
,

اگر پس .λ(q)١,٢ = −π٢qδ١ ∓
√

٢
٨ i آن گاه ،δ١ = δ٢ اگر .∆q = −١− ۴π٢(δ١ − δ٢)q+ ٨π۴(δ١ − δ٢)

٢q٢ آن در که
نوشت: مي توان نتيجه، در و |δ١ − δ٢| > ٠ آن گاه ،δ١ ̸= δ٢ اگر حال .Re(λ(q)١,٢) = −π٢δ١q → −∞ آن گاه ،q → ∞

بنابراين، .
√
∆q =

√
٨π٢q|δ١ − δ٢|

√
١ + oq(١)

λ
(q)
٢ =

١
٨

(
−۴π٢q(δ١ + δ٢) + ۴π٢q|δ١ − δ٢|

√
١ + oq(١)

)
=
π٢q|δ١ − δ٢|

٢

(√
١ + oq(١)− δ١ + δ٢

|δ١ − δ٢|

)
.

که به طوري است موجود M > ٠ بنابراين، . lim
q→∞

Re(λ
(q)
٢ ) = −∞ پس ،١ − δ١+δ٢

|δ١−δ٢| < ٠ و lim
q→+∞

oq(١) = ٠ چون

sup{Re(λ) : λ ∈ σ−(L٠)} < −M.

و است L٠ حلّال مجموعه به متعلق iω ،|ω| ≥ ω١ شرط با ω ∈ R هر براي که به طوري موجودند c١ و ω١ مثبت ثابت هاي .۶ .۴ لم
.ω١ = ٧

۶ و c١ = ۴ کرد فرض مي توان واقع، در .∥(iωI− L٠)
−١∥L(X ,X ) ≤ c١

|ω|



٢٢۵ -٢٠٣ صفحه ،٢ شماره ،١٣ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کاظمي رسول و عاشقي رسول ٢١۶

براي بنابراين، است. L٠ حلّال مجموعه به متعلق iω پس ،σ٠ = {± i
۴
√

٢} چون .|ω| ̸= ١
۴
√

٢ و ω ∈ R کنيم فرض اثبات.
معادله ي ،f = (f١, f٢) ∈ X

(iωI− L٠)W = f (١۴ .۴)

معادل، به طور است. W = (u١, v١) ∈ Z يکتاي جواب داراي

(iω − ١
٨
− δ٢∇١)u١ +

١
٢۴
v١ = f١,

−٩
٨
u١ + (iω − δ٢∇٢ +

١
٨
)v١ = f٢.

دستگاه از W = (u١, v١) ∈ Z جواب که مي دهيم نشان ،f = (f١, f٢) ∈ X براي حال

(iω − ١
٨
)u١ − δ١(u١xx + u١yy) +

١
٢۴
v١ = f١, (١۵ .۴)

−٩
٨
u١ + (iω +

١
٨
)v١ − δ٢(v١xx + v١yy) = f٢, (١۶ .۴)

u١x
∣∣
x=٠,١ = u١y

∣∣
y=٠,١ = v١x

∣∣
x=٠,١ = v١y

∣∣
y=٠,١ = ٠, (١٧ .۴)

نامساوي در

∥W∥X ≤ ۴
|ω|

∥f∥X , (١٨ .۴)

آن در که مي کند صدق |ω| ≥ ٧
۶ براي

∥W∥X = ∥W∥L٢(Ω)×L٢(Ω) =
(
∥u٢∥١ + ∥v١/٢(٢∥١

=

(∫
Ω

|u٢|١ +

∫
Ω

|v٢|١
)١/٢

,

∥f∥X = ∥f∥L٢(Ω)×L٢(Ω) =
(
∥f٢∥١ + ∥f١/٢(٢∥٢

=

(∫
Ω

|f٢|١ +

∫
Ω

|f٢|٢
)١/٢

.

را (١۶ .۴) و (١۵ .۴) معادله هاي ابتدا که مي کنيم عمل روش بدين پس نيست، امکان پذير (١۴ .۴) معادله ي از W صريح جواب يافتن چون
داريم: مي گيريم. انتگرال آن ها از Ω روي سپس و کرده ضرب v̄١ و ū١ در به ترتيب

(iω − ١
٨
)

∫
Ω

|u٢|١dxdy − δ١

∫
Ω

ū٢∇١u١dxdy +
١

٢۴

∫
Ω

v١ū١dxdy =

∫
Ω

f١ū١dxdy, (١٩ .۴)

−٩
٨

∫
Ω

u١v̄١dxdy + (iω +
١
٨
)

∫
Ω

|v٢|١dxdy − δ٢

∫
Ω

v̄٢∇١v١dxdy =

∫
Ω

f٢v̄١dxdy. (٢٠ .۴)

نوشت: مي توان ،(١٧ .۴) مرزي شرايط و جزءبه جزء انتگرال گيري فوبيني، قضيه ي از استفاده ∫با
Ω

ū٢∇١u١dxdy =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
ū١(x, y)(u١xx + u١yy)dxdy

=

∫ ١

٠

∫ ١

٠
ū١(x, y)u١xxdxdy +

∫ ١

٠

∫ ١

٠
ū١(x, y)u١yydydx

=

∫ ١

٠

(
ū١u١x

∣∣∣١

٠
−
∫ ١

٠
u١xū١xdx

)
dy +

∫ ١

٠

(
ū١u١y

∣∣∣١

٠
−
∫ ١

٠
u١yū١ydy

)
dx

= −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
u١xū١xdxdy −

∫ ١

٠

∫ ١

٠
u١yū١ydydx
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= −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
(u١xū١x + u١yū١y) dxdy

= −
∫
Ω

∇u١ · ∇ū١dxdy = −
∫
Ω

|∇u٢|١dxdy

= −∥∇u٢∥١.

مشابه، ∫به طور
Ω

v̄٢∇١v١dxdy = −∥∇v٢∥١.

که مي دهد نتيجه (٢٠ .۴) و (١٩ .۴) روابط بهمراه اخير تساوي دو

(iω − ١
٨
) ∥u٢∥١ + δ١∥∇u٢∥١ +

١
٢۴

∫
Ω

ū١v١dxdy =

∫
Ω

f١ū١dxdy, (٢١ .۴)

−٩
٨

∫
Ω

u١v̄١dxdy + (iω +
١
٨
)∥v٢∥١ + δ٢∥∇v٢∥١ =

∫
Ω

f٢v̄١dxdy. (٢٢ .۴)

داريم: (٢١ .۴) و (٢٢ .۴) روابط موهومي قسمت گرفتن نظر در با

ω∥u٢∥١ − ١
٢۴

∫
Ω

Im(u١v̄١)dxdy = Im

(∫
Ω

f١ū١dxdy

)
, (٢٣ .۴)

ω∥v٢∥١ − ٩
٨

∫
Ω

Im(u١v̄١)dxdy = Im

(∫
Ω

f٢v̄١dxdy

)
. (٢۴ .۴)

که مي شود نتيجه (٢٣ .۴) و (٢۴ .۴) روابط مجموع از

ω(∥u٢∥١ + ∥v٢∥١) = Im

∫
Ω

f١ū١dxdy + Im

∫
Ω

f٢v̄١dxdy +
٧
۶

∫
Ω

Im(u١v̄١)dxdy. (٢۵ .۴)

نوشت: مي توان (٢۵ .۴) رابطه ي براي حال

|ω| (∥u٢∥١ + ∥v٢∥١) = |ω| ∥W∥٢
X

≤
∣∣∣∣Im∫

Ω

f١ū١dxdy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣Im∫
Ω

f٢v̄١dxdy

∣∣∣∣+ ٧
۶

∣∣∣∣∫
Ω

Im(u١v̄١)dxdy

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

f١ū١dxdy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

f٢v̄١dxdy

∣∣∣∣+ ٧
۶

∫
Ω

|u١v̄١|dxdy

≤
∫
Ω

|f١ū١|dxdy +
∫
Ω

|f٢v̄١|dxdy +
٧
۶

∫
Ω

|u١v̄١|dxdy

≤
(∫

Ω

|f٢|١dxdy

)١/٢(∫
Ω

|u٢|١dxdy

)١/٢

+

(∫
Ω

|f٢|٢dxdy

)١/٢(∫
Ω

|v٢|١dxdy

)١/٢

+
٧
۶

(∫
Ω

|u٢|١dxdy

)١/٢(∫
Ω

|v٢|١dxdy

)١/٢

= ∥f١∥∥u١∥+ ∥f٢∥∥v١∥+
٧
۶
∥u١∥∥v١∥

≤ ٢
(
∥f٢∥١ + ∥f١/٢(٢∥٢ (∥u٢∥١ + ∥v١/٢(٢∥١

+
٧

١٢
(
∥u٢∥١ + ∥v٢∥١)
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= ٢∥f∥X ∥W∥X +
٧

١٢
∥W∥٢

X

= ∥W∥X
(

٢∥f∥X +
٧

١٢
∥W∥X

)
,

آن گاه ،|ω| ≥ ٧
۶ اگر حال .

(
|ω| − ٧

١٢

)
∥W∥X ≤ ٢∥f∥X مي دهد نتيجه که

١
٢
|ω| ∥W∥X = (|ω| − ١

٢
|ω|) ∥W∥X ≤

(
|ω| − ٧

١٢

)
∥W∥X ≤ ٢∥f∥X .

.∥W∥X ≤ ۴
|ω|∥f∥X که داريم ،|ω| ≥ ٧

۶ براي پس

در حلّال تقريب که مي شود نتيجه فوق لم از هيلبرت اند، فضاهاي (۵ .۴)-(۴ .۴) در تعريف شده Z و X فضاهاي که اين به توجه با
است. صادق نيز ٢ فصل در مرکزي منيفلد قضيه ي از ٢. ٧ فرض مي دهد نشان اين است. برقرار [١٠] از ٢ فصل در ١۵ .٢ فرض

طيفي افکنش ٣ .۴
شرايط در که است P٠ : X → E٠ = span{ζ٠, ζ̄٠} خطي نگاشت ،L٠ : Z → X خطي عمل گر براي P٠ طيفي افکنش
است موجود ζ∗٠ ∈ X ويژه ي بردار که داد نشان مي توان الحاقي، عمل گر از استفاده با مي کند. صدق P ٢

٠ = P٠ و P٠L٠ = L٠P٠
که به طوري

P٠w = ⟨w, ζ∗٠ ⟩ζ٠ + ⟨w, ζ̄٠
∗⟩ζ̄٠,

واقع، در است. ⟨ζ̄٠, ζ
∗
٠ ⟩ = ٠ و ⟨ζ٠, ζ

∗
٠ ⟩ = ١ ،L∗

٠ζ
∗
٠ = − i

۴
√

٢ζ
∗
٠ شرايط در صادق دوگان پايه ي {ζ∗٠ , ζ̄٠

∗} آن در که

L∗
٠ = LT

٠ =

(
δ٢∇١ + ١

٨ − ١
٢۴

٩
٨ δ٢∇٢ − ١

٨

)T

=

(
δ٢∇١ + ١

٨
٩
٨

− ١
٢۴ δ٢∇٢ − ١

٨

)
,

به صورت است، صادق ⟨ζ٠, ζ
∗
٠ ⟩ = ١ و (− i

۴
√

٢ − L∗
٠)ζ

∗
٠ = ٠ شرايط در که الحاقي عمل گر از ζ∗٠ ويژه ي بردار و

ζ∗٠ =
١
۴
(٢ − i

√
٢)
(

−٣ + ٣i
√

٢
١

)
=

١
۴

(
٩i
√

٢
٢ − i

√
٢

)
,

بود. خواهد

مرکزي منيفلد ۴ .۴
و ساده سازي براي دقيق رياضي روش يک که است ديناميکي دستگاه هاي موضعي نظريه ي در مهم بسيار جزء يک مرکزي منيفلد قضيه ي
نزديک کافي به اندازه ي جواب هاي مطالعه ي نامتناهي، بعد با فضاي در مرکزي منيفلد قضيه ي مي دهد. ارائه ديناميکي، دستگاه يک بُعد کاهش
که معمولي ديفرانسيل معادلات (دستگاه متناهي بُعد با تقليل يافته دستگاه مبدأ به نزديک جواب هاي مطالعه ي به را (١ .۴) دستگاه از مبدأ به
در که اند w(t) = w٠(t) + Ψ(w٠(t)) به شکل مرکزي منيفلد به محدود جواب هاي مي دهد. کاهش است)، E٠ بُعد با برابر آن بُعد
منيفلد يک (١١ .۴) دستگاه که مي گيريم نتيجه ،[١٠] ٢ فصل از ٣. ٣ قضيه ي اعمال با .w٠(t) = z(t)ζ٠ + z̄(t)ζ̄٠ ∈ E٠ آن

داريم: z ∈ C هر براي صورت، اين در دارد. کوچک کافي به اندازه µ براي دوبعدي مرکزي

w = zζ٠ + z̄ζ̄٠ +Ψ(z, z̄, µ), (٢۶ .۴)

به شکل تقليل يافته دستگاه هم چنين، است. Zh = (I− P٠)Z در مقادير با تابعي Ψ که

dz

dt
= f(z, z̄, µ),

dz̄

dt
= f(z, z̄, µ)
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با است برابر آن خطي قسمت ضرائب که ]است
i

۴
√

٢ ٠
٠ − i

۴
√

٢

]
.

نُرمال فرم به را تقليل يافته دستگاه که است موجود چندجمله اي متغير تغيير يک ([١٠] ٣ فصل از ٢. ٢ (قضيه ي نُرمال فرم قضيه ي به توجه با

dz

dt
=

i

۴
√

٢
z + aµz + bz|z|٢ +O(|z|(|µ|+ |z|٢(٢) (٢٧ .۴)

و ρ > ٠ که z = ρeiϕ مي دهيم قرار .ar, ai, br, bi ∈ R و ،a = ar + iai ،b = br + ibi آن در که مي کند تبديل
به شکل (٢٧ .۴) معادله ي صورت، اين در .ϕ ∈ S١

dρ

dt
+ iρ

dϕ

dt
=

i

۴
√

٢
ρ+ (ar + iai)µρ+ (br + ibi)ρ

٣ +O(ρ(|µ|+ ρ٢(٢), (٢٨ .۴)

دستگاه با است معادل که درمي آيد

dρ

dt
= arµρ+ brρ

٣ +O(ρ(|µ|+ ρ٢(٢), (٢٩ .۴)
dϕ

dt
=

١
۴
√

٢
+ aiµ+ biρ

٢ +O((|µ|+ ρ٢(٢). (٣٠ .۴)

مثبت تعادلي جواب يک داراي (µ < ٠ (به ترتيب µ > ٠ براي (٢٩ .۴) شعاعي معادله ي آن گاه ،(arbr > ٠ (به ترتيب arbr < ٠ اگر
به صورت

ρ∗(µ) =

√
−arµ
br

+O(|µ|٣/٢)

داريم: (٣٠ .۴) زاويه اي معادله ي در جواب اين جاي گذاري با است.

dϕ∗(µ, t)

dt
=

١
۴
√

٢
+ aiµ+ biρ

∗(µ)٢ +O(|µ|٢)

=
١

۴
√

٢
+

(
ai − bi

ar
br

)
µ+O(|µ|٢) ≡ ω∗(µ),

جواب پايداري با تناوبي جواب اين پايداري مي شود. حاصل z∗(t, µ) = ρ∗(µ)eiϕ
∗(µ,t) = ρ∗(µ)eiω

∗(µ)t تناوبي جواب که
است. ناپايدار ،br > ٠ براي و پايدار ،br < ٠ براي يعني است؛ يکسان (٢٩ .۴) معاله ي از ρ∗(µ) تعادلي

هاپف انشعاب جهت ۵
از مي توان را a ضريب ،[١٠] از ۵ .٣ تمرين نتيجه ي به توجه با است. (٢٧ .۴) نُرمال فرم در b و a ضرايب محاسبه ي هدف بخش، اين در

از λ ويژه ي مقدار

Lµ =

(
δ٢∇١ + ١

٨ − ۴µ − ١
٢۴ − ٨

٩µ− ١٢٨
٢٧ µ

٢

٢٧
٨(٣٢+٣µ) δ٢∇٢ − ١

٨

)
بازگشت با است. µ به نسبت ويژه مقدار اين بسط در O(µ) عبارت ضريب ،a واقع در . i

۴
√

٢ با است برابر µ = ٠ براي که آورد به دست
است؛ β = ١

٣٢ + µ براي P٠,٠ مشخصه ي چندجمله اي ريشه ي ،λ ويژه ي مقدار که مي شويم متوجه (٧ .۴) ويژه ي مقدار مسئله ي به
بنابراين، .λ٢ + (۴β − ١

٨)λ+ β = λ٢ + ۴µλ+ ١
٣٢ + µ = ٠ يعني

λ١,٢ = −٢µ±
√

١٢٨µ٢ − ٣٢µ− ١
۴
√

٢
.
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چون حال
λ١ =

i

۴
√

٢
− ١)٢ − i

√
٢)µ− ٢۴i

√
٢µ٢ +O(µ٣),

در w = Aζ٠ + Āζ̄٠ + Ψ(A, Ā) جاي گذاري با .µ = ٠ مي دهيم قرار ادامه در ،b محاسبه ي براي .ar = −٢ < ٠ پس
که درمي يابيم ،dw

dt
= L٠w +R٢٠(w,w) +R٣٠(w,w,w) )معادله ي

ζ٠ +
∂Ψ

∂A

)
dA

dt
+

(
ζ̄٠ +

∂Ψ

∂Ā

)
dĀ

dt
(١ .۵)

= L٠(Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā))

+R٢٠(Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā), Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā))

+R٣٠(Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā), Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā), Aζ٠ + Āζ̄٠ +Ψ(A, Ā)).

بسط از استفاده با

Ψ(A, Ā) = Ψ٢٠A
٢ +Ψ١١AĀ+Ψ٠٢Ā

٢ +Ψ٣٠A
٣ +Ψ٢١A

٢Ā+Ψ١٢AĀ
٢ +Ψ٠٣Ā

٣ +O(|A|۴),

در را (A, Ā) توان هاي ضرائب ،dA
dt

= i
۴
√

٢A+ bA|A|٢ +O(|A|۵) گرفتن نظر در و Ψkl = Ψlk و Ψkl ∈ Z آن در که
داريم: به ترتيب A٢Ā و AĀ ،A٢ توان هاي براي مي دهيم. قرار يکي (١ .۵) معادله ي دوطرف

i

٢
√

٢
Ψ٢٠ = L٠Ψ٢٠ +R٢٠(ζ٠, ζ٠),

٠ = L٠Ψ١١ + ٢R٢٠(ζ٠, ζ̄٠),

b ζ٠ +
i

۴
√

٢
Ψ٢١ = L٠Ψ٢١ + ٢R٢٠(ζ٠,Ψ١١) + ٢R٢٠(ζ̄٠,Ψ٢٠) + ٣R٣٠(ζ٠, ζ٠, ζ̄٠),

با معادل اند به ترتيب که

(
i

٢
√

٢
− L٠)Ψ٢٠ = R٢٠(ζ٠, ζ٠), (٢ .۵)

−L٠Ψ١١ = ٢R٢٠(ζ٠, ζ̄٠), (٣ .۵)

b ζ٠ + (
i

۴
√

٢
− L٠)Ψ٢١ = ٢R٢٠(ζ٠,Ψ١١) + ٢R٢٠(ζ̄٠,Ψ٢٠) + ٣R٣٠(ζ٠, ζ٠, ζ̄٠). (۴ .۵)

Ψ٢٠ مي توان و معکوس پذيرند دو هر L٠ و ( i
٢
√

٢I− L٠) پس اند، L٠ محض موهومي ويژه ي مقادير تنها ± i
۴
√

٢ که اين به توجه با
که کنيم توجه کرد. محاسبه را b مي توان ،(۴ .۵) معادله حل پذيري شرط از سپس، آورد. به دست (٣ .۵) و (٢ .۵) روابط از را Ψ١١ و

R٢٠(ζ٠, ζ٠) =

(
− ١

۶۴٨ − ۵i
١۶٢

√
٢

١
٢۴ − i

١٨
√

٢

)
, R٢٠(ζ٠, ζ̄٠) =

(
− ١

٧٢
− ۵

٧٢

)
,

R٣٠(ζ٠, ζ٠, ζ̄٠) =

(
− ٢

٧٢٩ − ١٣i
١۴۵٨

√
٢

٢
٢۴٣ + ١٣i

۴٨۶
√

٢

)
.

پس

Ψ٢٠ =

(
− ۵

٨١ + i
√

٢
٨١

− ٢
٢٧ + i

√
٢

٢٧

)
, Ψ١١ =

( ٢
٢٧
−۴

٩

)
.

داريم: (۴ .۵) رابطه ي راست طرف محاسبه ي با حال

٢R٢٠(ζ٠,Ψ١١) + ٢R٢٠(ζ̄٠,Ψ٢٠) + ٣R٣٠(ζ٠, ζ٠, ζ̄٠) =

(
− ٣۵

٢٩١۶ − ١۴i
√

٢
٧٢٩

١١
٩٧٢ − ١٠i

√
٢

٢۴٣

)
.
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ويژه ي بردار که اين به توجه با

ζ∗٠ =
١
۴

(
٩i
√

٢
٢ − i

√
٢

)
چون و است صادق ⟨ζ٠, ζ

∗
٠ ⟩ = ١ و (− i

۴
√

٢I− L∗
٠)ζ

∗
٠ = ٠ شرايط در الحاقي عمل گر از

⟨( i

۴
√

٢
I− L٠)Ψ٢١, ζ

∗
٠ ⟩ = ⟨Ψ٢١, (

i

۴
√

٢
I− L٠)

∗ζ∗٠ ⟩ = ⟨Ψ٢١, (−
i

۴
√

٢
I− L∗

٠)ζ
∗
٠ ⟩ = ٠,

نوشت: مي توان (۴ .۵) رابطه ي در ζ∗٠ داخلي ضرب با پس

b = ⟨٢R٢٠(ζ٠,Ψ١١) + ٢R٢٠(ζ̄٠,Ψ٢٠) + ٣R٣٠(ζ٠, ζ٠, ζ̄٠), ζ
∗
٠ ⟩

=

〈(
− ٣۵

٢٩١۶
− ١۴i

√
٢

٧٢٩
,

١١
٩٧٢

− ١٠i
√

٢
٢۴٣

)T

,
١
۴

(
٩i
√

٢, ٢ − i
√

٢
)T〉

= − ١٣
٢١۶

+
i

۵۴
√

٢
.

در فوق بحراني هاپف انشعاب يک که مي شود نتيجه [١٠] ١ فصل در ۶ .٢ قضيه ي از حال .br = Re(b) = − ١٣
٢١۶ < ٠ بنابراين،

جواب يک (a > ۴ يا β < ١
٣٢ براي (يعني µ < ٠ براي (۵ .١) دستگاه ،arbr = ١٣

١٠٨ > ٠ که ازآن جايي مي دهد. رخ µ = ٠
به علاوه، است. ناپايدار تعادلي جواب که درحالي br؛ < ٠ زيرا است؛ پايدار تناوبي مدار اين دارد. فرد به منحصر تناوبي مدار يک و تعادلي
يک با متناظر هاپف انشعاب از ناشي تناوبي مدار که باشيم داشته توجه است. O(|µ|١/٢) مرتبه ي از منشعب شده تناوبي مدار نوسان دامنه

است. حفاظت شده محيط يک در شکارچي و شکار دوگونه ي بين نوساني بيولوژيکي تعامل

عددي شبيه سازي ۶
بخش اين در ارائه شده شکل هاي مي پردازيم. قبلي بخش هاي تحليلي يافته هاي تاييد براي عددي شبيه سازي هاي ارائه ي به بخش، اين در

مي کنيم. شروع عددي مثال چند بيان با را بحث شده اند. توليد متلب افزار نرم توسط

صفحه)، مثبت (ناحيه اول ربع در (١. ٧) دستگاه فاز نماي مي گيريم. نظر در b = ١٢ و ،a = ۴ ،s = ١
۴ با را (١. ٧) دستگاه .١ .۶ مثال

است. يک مرتبه ضعيف کانون يک ،E∗ = (١
۴ ,

٩
۴) مثبت تعادل نقطه حالت، اين در است. شده داده نمايش ١ شکل در

.(s, a, b) = (١
۴ , ۴, ١٢) براي اول ربع در (١. ٧) دستگاه فاز نماي :١ شکل

نمايش ٢ شکل در اول، ربع در (١. ٧) دستگاه فاز نماي مي گيريم. نظر در b = ٢۴٣
١۶ و ،a = ۵ ،s = ١

۴ با را (١. ٧) دستگاه .٢ .۶ مثال
از که دارد وجود پايدار حدي دور يک و است ناپايدار قوي کانون يک E∗ = (١

۴ ,
٧٢٩
٢۵۶) مثبت تعادل نقطه حالت، اين در است. شده داده

است. آمده پديد فوق بحراني هاپف اشعاب
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.(s, a, b) = (١
۴ , ۵, ٢۴٣

١۶ ) براي اول ربع در (١. ٧) دستگاه فاز نماي :٢ شکل

اوليه ي مقادير با (۵ .١) دستگاه جواب مي گيريم. نظر در b = ١٢ و ،a = ۴ ،s = ١
۴ ،δ١ = δ٢ = ١ با را (۵ .١) دستگاه .٣ .۶ مثال

پايدار E∗ = (١
۴ ,

٩
۴) تعادلي جواب حالت، اين در است. شده داده نشان ٠ ≤ t ≤ ۵٠٠٠ براي ٣ شکل در (u٠, v٠) = (١, ٠٫١)

است.

(δ١, δ٢, s, a, b) = (١, ١, ١
۴ , ۴, ١٢) براي (۵ .١) دستگاه جواب به عنوان v = v(x, t) و u = u(x, t) توابع نمودار :٣ شکل

.(u٠, v٠) = (١, ٠٫١) اوليه ي مقادير با و

اوليه ي مقادير با (۵ .١) جواب مي گيريم. نظر در b = ٢۴٣
١۶ و ،a = ۵ ،s = ١

۴ ،δ٢ = ٢ ،δ١ = ١ با را (۵ .١) دستگاه .۴ .۶ مثال
E∗ = (١

۴ ,
٧٢٩
٢۵۶) تعادلي جواب حالت، اين در است. شده داده نشان ٠ ≤ t ≤ ۵٠٠٠ براي ۴ شکل در (u٠, v٠) = (٠٫٢۵, ٢٫٢۵)

است. آمده بوجود هاپف انشعاب اثر در که دارد وجود پايدار حدي دور يک به علاوه، است. ناپايدار

(δ١, δ٢, s, a, b) = (١, ٢, ١
۴ , ۵, ٢۴٣

١۶ ) براي (۵ .١) دستگاه جواب به عنوان v = v(x, t) و u = u(x, t) توابع نمودار :۴ شکل
.(u٠, v٠) = (٠٫٢۵, ٢٫٢۵) اوليه ي مقادير با و
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اوليه ي مقادير با (۵ .١) دستگاه جواب مي گيريم. نظر در b = ٢۴٣
١۶ و ،a = ۵ ،s = ١

۴ ،δ٢ = ١ ،δ١ = ٢ با را (۵ .١) دستگاه .۵ .۶ مثال
E∗ = (١

۴ ,
٧٢٩
٢۵۶) تعادلي جواب حالت، اين در است. شده داده نشان ٠ ≤ t ≤ ۵٠٠٠ براي ۵ شکل در (u٠, v٠) = (١, ٠٫٢)

است. آمده بوجود هاپف انشعاب اثر بر که دارد وجود پايدار حدي دور يک به علاوه، است. ناپايدار

(δ١, δ٢, s, a, b) = (٢, ١, ١
۴ , ۵, ٢۴٣

١۶ ) براي (۵ .١) دستگاه جواب به عنوان v = v(x, t) و u = u(x, t) توابع نمودار :۵ شکل
.(u٠, v٠) = (١, ٠٫٢) اوليه ي مقادير با و

مقادير با (۵ .١) دستگاه جواب مي گيريم. نظر در b = ٢۴٣
١۶ و ،a = ۵ ،s = ١

۴ ،δ٢ = ٢ ،δ١ = ١ با را (۵ .١) دستگاه .۶ .۶ مثال
داده نشان ٠ ≤ t ≤ ۵٠٠٠ براي ۶ شکل در (u٠, v٠) = (٠٫۴۶٢٠۵٩٣٨٣۴٠۶٠۶٢, ٣٫٧٢۴٨٠۵۴٢٠٧٧٢٧٨۴) اوليه ي

است. آمده پديد هاپف انشعاب از که است پايدار حدي دور يک جواب اين است. شده

(δ١, δ٢, s, a, b) = (١, ٢, ١
۴ , ۵, ٢۴٣

١۶ ) براي (۵ .١) دستگاه حدي دور نمايش دهنده ي v(x, t) و u(x, t) توابع نمودار :۶ شکل
.(u٠, v٠) = (٠٫۴۶٢٠۵٩٣٨٣۴٠۶٠۶٢, ٣٫٧٢۴٨٠۵۴٢٠٧٧٢٧٨۴) اوليه ي مقادير با و
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Hopf bifurcation in a spatial predator-prey model with the square
root functional response for the predator
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Abstract: In this paper, we consider a diffusive predator-prey model, in which the prey population lives in
groups and has a social behavior. We show that Hopf bifurcation and the existence of a center manifold may
occur. The linear stability analysis shows that a Hopf bifurcation occurs in the corresponding homogeneous
system. Next, we study the effect of diffusion parameters on homogeneous dynamics. By choosing a
proper bifurcation parameter, we prove that a Hopf bifurcation occurs in the nonhomogeneous system.
We compute the normal form of this bifurcation up to the third order and obtain the direction of the Hopf
bifurcation. Finally, we provide numerical simulations to illustrate our analytical findings.

Keywords: Hopf bifurcation, Spatial diffusion, Predator-prey model, Functional response.
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