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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
٢۴۴ -٢٣٣ ص ،٢ شماره ،١٣ دوره ،١۴٠٢ سال

پنج مرتبهي خودگردان ديفرانسيل معادلات از دستهاي تناوبي جوابهاي وجود
توپولوژيکي درجهي نظريه بهکمک

* بيات مرتضي

ايران زنجان، اسلامي، آزاد دانشگاه زنجان، واحد رياضي، گروه
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خودگردان غيرخطي معمولي ديفرانسيل معادلات از دستهاي تناوبي جوابهاي وجود بهمطالعه ما مقاله اين در چکيده:
پايايي خاصيت و براوئر توپولوژيکي درجهي از استفاده تناوبي، جواب وجود اثبات براي ما ابزار ميپردازيم. پنج مرتبهي
يافتن براي را آنها از حاصل عددي نتايج آمده، بهدست قضاياي بهکمک پايان در است. توپولوژيکي درجهي هموتوپي

ميبريم. بهکار پنج مرتبهي معادله يک تناوبي جواب

هموتوپي، پايايي خاصيت براوئر، توپولوژيکي درجهي معمولي، ديفرانسيل معادلات تناوبي جوابهاي کليدي: واژه هاي
روشه. قضيه

34C25; 34A05; 47H11 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
بايد آنها، تعادل نقاط يافتن براي ديفرانسيل معادلات مطالعه هنگام هستند. رياضي مدلسازي در ابزارها مهمترين از يکي ديفرانسيل معادلات
مناسبي اطلاعات تناوبي مدارهاي شناسايي ديناميکي، پديدههاي از بسياري مطالعه در کنيم. مطالعه را آنها تناوبي مدارهاي وجود عدم يا وجود
در همچنين و لوتکا-ولترا شکارچي و شکار معادلهي در زيستي معادلات مطالعه در نمونه، بهعنوان ميدهند. بهدست جوابهاي رفتارهاي از

ميکنيم. برخورد موضوع بهاين غيره و راديو) (معادله واندرپول و لينارد معادلات
طرفي از است. غيرممکن معمولاً که است دشواري بسيار کار ديفرانسيل، معادلات يک تحليلي تناوبي جوابهاي آوردن بهدست کلي بهطور
مساله يک دو مرتبه خودگردان معادلات با مقايسه در بالاتر و سه مرتبهي خودگردان معمولي ديفرانسيل معادلات تناوبي جوابهاي بررسي
بين تضاد يک بهعنوان حقيقت در است. تضاد در حدودي تا صفحه با بالاتر و بُعدي سه فضاي توپولوژيکي مشخصههاي زيرا است سختتر
جوابهاي وجود براي که پوانکاره-بنديکسون قضيه است. سه و دو مرتبهي معادلات براي تناوبي جوابهاي وجود بُعدي سه و بُعدي دو حالت

است: زير بهشرح کارآمد دو مرتبه ديفرانسيل معادلات تناوبي
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و باشد x− y صفحه در بسته کراندار ناحيهي يک D کنيم فرض .([١۴] (پوانکاره-بنديکسون، ١. ١ ′xقضيه = f(x, y)

y′ = g(x, y)

t ≥ ٠ براي D ناحيه داخل در ديناميکي دستگاه از مسير يک اگر هستند. پيوسته مشتق با توابع g و f که است ديناميکي دستگاه يک
کند. ميل t → ∞ براي تعادل نقطه بهيک يا و کند، ميل بسته مسير بهيک يا باشد، بسته مدار يک بايستي مسير اين آنگاه بماند، باقي

ميانگين نظريه مانند ديگري روشهاي يا را [١] قضيه از تعميمهايي بايستي و ندارد کاربردي بالاتر و سه بُعد براي قضيه اين متاسفانه
از استفاده کار اين براي مناسب جايگزين يک گرفت. نظر در را غيره و [۴] ضمني تابع قضيه يا و لري-شاودر ثابت نقطه قضيه از يا ،[۵]
يافتن و معادله جوابهاي بررسي بهمعني توپولوژيکي درجهي نظريه واقع در است. آن هموتوپي پايايي و براوئر توپولوژيکي درجه ي قضيه
قضيه مستقيم، نتايج ضمني تابع قضيه نيز و براوئر ثابت نقطه قضيه که است بهذکر لازم ميباشد. جوابها طبيعت و وجود مورد در اطلاعاتي

بنگريد). را [١٣ ،١٠ ،٩ ،٧ ،۶] مراجع ) هستند، توپولوژيکي درجهي
غيرخطي سه مرتبهي ديفرانسيل معادلات از نابديهي تناوبي جواب وجود توپولوژيکي درجهي نظريه ايدهي از استفاده با مهري ، [١١] مقاله در

داد: نشان را زير خودگردان

x′′′ + x′ = f(x, x′, x′′), (١. ١)

ميکند: صدق زير شرط در f که

f(x,−x′, x′′) = −f(x, x′, x′′), (١. ٢)

براي مشابه استدلال يک [٨] مهري و راد امامي همچنين، است. R٣ در مبداء کراندار همسايگي يک در C٢ توابع کلاس از f نيز و
(١. ٢) همانند برابري شرط هنوز اما نمودند، ارائه توپولوژيکي درجهي نظريهي کمک با دوم مرتبهي خودگردان معادله فرد تعداد با دستگاه هاي

دادند: تعميم زير معادله براي (١. ٢) همانند شرطي هيچ بدون را فوق استدلال [١٢] سيرت نيک و مهري ديگري مقاله در دارد. وجود

x′′′ + k٢x′ = εf(x, x′, x′′), (١. ٣)

با [٣] در مهري و بيات ضمن در است. کوچک و مثبت عدد يک ε و است R٣ در مبدا از همسايگي يک در C٢ کلاس از f آن در که
دادند: نشان را زير ديفرانسيل معادلات از شبه-خطي دستگاههاي تناوبي جواب وجود جبرخطي ابزار و توپولوژيکي درجهي قضيه از استفاده

x′ = Ax+ µf(x, µ),

ويژهي مقدار داراي که است n×n حقيقي ثابت ماتريس يک A و مثبت و کوچک پارامتري |µ| و چندمتغيره چندجملهاي يک f آن در که
بيات ديگري مقاله در همچنين است. ناصفر صحيح عدد يک N که است iN بهصورت ويژه مقدار يک يا و يک از بيش چندگانگي با صفر
را زير دستگاه تناوبي جواب وجود براي لازم شرط ضمني، تابع قضيه بهکمک خودگردان سه مرتبهي معادلات دستگاه براي [۴] در مهري و

دادند: نشان
dx
dt

= P٣(x, y, z)

dy
dt

= z +Q٣(x, y, z)

dz
dt

= −y +R٣(x, y, z),

مي باشند: زير بهصورت سه درجه ي از همگن چندجمله ايهاي R٣(x, y, z) و Q٣(x, y, z) ،P٣(x, y, z) که

P٣(x, y, z) = a٠x
٣ + a١x

٢y + a٢xy
٢ + a٣y

٣ + a۴xz
٢ + a۵x

٢z

+ a۶z
٣ + a٧yz

٢ + a٨y
٢z + a٩xyz,

Q٣(x, y, z) = b٠x
٣ + b١x

٢y + b٢xy
٢ + b٣y

٣ + b۴xz
٢ + b۵x

٢z

+ b۶z
٣ + b٧yz

٢ + b٨y
٢z + b٩xyz,

R٣(x, y, z) = c٠x
٣ + c١x

٢y + c٢xy
٢ + c٣y

٣ + c۴xz
٢ + c۵x

٢z

+ c۶z
٣ + c٧yz

٢ + c٨y
٢z + c٩xyz.
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درجهي نظريه بهکمک را زير چهار مرتبهي از غيرخطي خودگردان ديفرانسيل معادله تناوبي جواب وجود خاتمي و بيات ،[٢] مقاله در همچنين
دادند: نشان توپولوژيکي

x(۴) + f(x, x′, x′′, x′′′) = ٠, (۴ .١)

است: زير شرط با ،R۴ در مبداء از کراندار همسايگي يک در C٢ کلاس از f که

f(−x, x′,−x′′, x′′′) = −f(x, x′, x′′, x′′′). (۵ .١)

دهيم: نشان را زير معادله تناوبي جوابهاي وجود داريم قصد مقاله اين در اينک

x(۵) + f(x, x′, x′′, x′′′, x(۴)) = ٠, (۶ .١)

شرط با ،R۵ در مبداء از کراندار همسايگي يک در C٢ کلاس از f که

f(x,−x′, x′′,−x′′′, x(۴)) = −f(x, x′, x′′, x′′′, x(۴)). (١. ٧)

بهطوري ميدهيم نشان را T مانند مثبتي عدد وجود (۶ .١) معادله براي توپولوژيکي درجه ي نظريه از استفاده با ادامه، در منظور، بهاين است.
کنند: صدق زير مرزي شرط در که باشد غيربديهي جوابي داراي (۶ .١) که

x(٠) = x(T ).

دورهي با متناوب بهتابع را تابع اين سپس و ميدهيم گسترش [٠, ٢T ] بهفاصله را [٠, T ] فاصله بر واقع جواب (١. ٧) از استفاده با ادامه در
ميدهيم. گسترش زوج تابع يک بهصورت R روي ٢T تناوب

است: شده داده ميانگين نظريه بهکمک زير پنج مرتبهي از غيرخطي خودگردان ديفرانسيل معادله تناوبي جواب وجود [۵] مقاله در البته

x(۵) − λx(۴) + (p٢ + ١)x′′′ − λ(p٢ + ١)x′′ + p٢x′ − λp٢x = εF (x, x′, x′′, x′′′, x(۴)),

.F ∈ C٢ و است کوچک کافي بهاندازه ε و ،−١, ٠, ١ مخالف و گويا عددي p و هستند، حقيقي پارامترهاي ε و λ آن در که

مقدمات و نمادها ٢
ميدهيم: قرار y ∈ Rn براي باشد. Rn کراندار باز زيرمجموعه U کنيم فرض

Cr(U,Rn) =
{
f ∈ Cr(U,Rn) : djf ∈ C(U,Rn), ٠ ⩽ j ⩽ r

}
Dr

y(U,Rn) =
{
f ∈ Cr(U,Rn) : y /∈ f(∂U)

}
, Dy(U,Rn) = D٠

y(U,Rn).

از: است عبارت x ∈ U در f ژاکوبي دترمينان f ∈ C١(U,Rn) براي

Jf (x) = det

[
∂fj(x)

∂xi

]
١⩽i,j⩽n

. (٢. ١)

بنگريد). [١٣ ،١٠ ،٩ ،٧ ،۶] مراجع ) ميآوريم را زير نياز مورد قضيه دو و براوئر توپولوژيکي درجهي تعريف ادامه در

درجه (يا درجه را ميدهد نسبت deg(f, U, y) صحيح عدد يک y ∈ Rn و f ∈ Dy(U,Rn) به هر که deg تابع .٢. ١ تعريف
باشد: برقرار زير شرايط هرگاه براوئر) گويند، توپولوژيکي

.deg(f, U, y) = deg(f − y, U, ٠) انتقال) (پايايي .(D١)

.deg(I, U, y) = ١ آنگاه y ∈ U و بوده هماني تابع I اگر (نرمال سازي) .(D٢)
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آنگاه y /∈ f(U\(U١ ∪ U٢)) چنان که باشند U از مجزا و باز زيرمجموعه هاي U٢ و U١ اگر (جمع پذيري) .(D٣)

deg(f, U, y) = deg(f, U١, y) + deg(f, U٢, y).

آن گاه ،t ∈ [٠, ١] براي H(t) = (١ − t)f + tg ∈ Dy(U,Rn) و f, g ∈ Dy(U,Rn) اگر هموتوپي) (پايايي .(D۴)

deg(f, U, y) = deg(g, U, y).

داريم: آنصورت در f, g ∈ Dy(U,Rn) کنيم فرض و کند صدق (D١)− (D۴) خواص در deg کنيم فرض .٢. ٢ قضيه

دارد. U در ريشه يک حداقل f(x) = y معادله آن گاه deg(f, U, y) 6= ٠ اگر جواب) (وجود .(١)

اگر روشه) (قضيه .(٢)
max
∂U

‖f − g‖ ≤ min
∂U

‖f(.)− y‖,

آن گاه (x ∈ ∂U و |f(x)− g(x)| < dist(y, f(∂U)) (يا

deg(f, U, y) = deg(g, U, y).

ميکنيم. استفاده زير قضيه از پيوسته مشتق با مشتقپذير توابع براوئر توپولوژيکي درجه محاسبه براي معمولا

آن گاه نباشد، f تابع بحراني نقطه y و f ∈ D١(U,Rn) کنيم فرض .٢. ٣ قضيه

deg(f, U, y) =
∑

x∈f−١(y)

sgn(Jf (x)).

Ωc =
{
C ∈ Rn : |C|∞ < c

}
و |C|∞ = max

{
|ci| : i = ١, · · · , n

}
ميدهيم قرار C ∈ Rn براي

زير نگاشت توپولوژيکي درجهي براي ،deg
(
φ(C),Ωc, ٠

)
همچنين

C 7−→ φ(C),

بهصورت را Rn روي f پيوسته برداري توابع و حقيقي توابع نرم ،I بسته فاصله براي ميبريم. بهکار ،٠ ∈ Rn و Ωc بهمجموعه نسبت
ميکنيم: تعريف زير

‖f‖ = max
t∈I

|f(t)|∞. (٢. ٢)

است. ماتريسي معمولي نرم نشانگر ‖P‖ آنگاه باشد ماتريس يک P اگر

اصلي نتايج ٣
داريم. نياز زير بهلم ابتدا در

کنيم فرض .٣. ١ لم
A = diag(a١, a٢, · · · , an), ai > ٠

آنگاه ،k < aM
am

< ٢
k−١ و ١ < k < ٢ اگر .aM = max{ai} و am = min{ai} و باشد مثبت قطري ماتريس

deg
(
cos(ATj)C,Ωc, ٠

)
= (−١)j (j = ٠, ١), (٣. ١)

که

T٠ =
π

am + aM
, T١ =

(k + ١)π
am + aM

. (٣. ٢)
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داريم: ٢. ٣ قضيه طبق اثبات.

deg
(
cos(ATj)C,Ωc, ٠

)
= sgn

( n∏
i=١

cos(aiTj)
)
, (٣. ٣)

داريم: (٣. ١) اثبات براي حال
(k − ١)π
k + ١

< aiT٠ <
٢π

k + ١
+

π

٢
,

و
π < aiT١ < ٢π.

ميکنيم. اثبات را زير قضيه ،٣. ١ لم از استفاده با حال

بگيريد: نظر در را زير معادلات دستگاه .٣. ٢ ′′′xقضيه = −a٢
١x

′ + f١(x, y, x
′, y′, x′′, y′′),

y′′′ = −a٢
٢y

′ + f٢(x, y, x
′, y′, x′′, y′′),

(۴ .٣)

a١ > a٢ > ٠ مي توانيم، بحث کليت دادن دست از بدون است. مبداء R۴حول از کراندار و باز همسايگي يک در C٢ کلاس از f٢ و f١ که
به طوريکه دارند وجود c > ٠ و k ∈ (١, ٢) کنيم فرض بگيريم. نظر در را

k <
a١

a٢
<

٢
k − ١

(۵ .٣)

(k + ١)πM < δca٢
٢, (۶ .٣)

آن در که
δ = min

{∣∣cos(aiTj

)∣∣: i = ١, ٢, j = ٠, ١
}
,

T٠ =
π

a١ + a٢
, T١ =

(k + ١)π
a١ + a٢

,

M = max
B

{∣∣−a٢
١x

′ + f١(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)

∣∣, ∣∣−a٢
٢y

′ + f٢(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)

∣∣},
B =

{
(x, y, x′, y′, x′′, y′′) : |x| ≤ ٢c

a٢
, |y| ≤ ٢c

a٢
, |x′| ≤ ٢c, |y′| ≤ ٢c, |x′′| ≤ ٢ca١, |y′′| ≤ ٢ca١

}
.

(٣. ٧)

اگر که دارند وجود ،c١, c٢ ناصفر اعداد و T٠ < T < T١ شرط با ،T عدد صورت اين در

x(٠) = − c١

a١
, y(٠) = − c٢

a٢
,

x′(٠) = ٠, y′(٠) = ٠,
x′′(٠) = a١c١, y′′(٠) = a٢c٢,

.y(٠) = y(T ) و x(٠) = x(T ) آن گاه
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مي کنيم: معرفي را زير نمادهاي کار، راحتي براي اثبات.

X =

[
x
y

]
, F

(
X,X ′, X ′′)= [

f١(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)

f٢(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)

]
, A =

[
a١ ٠
٠ a٢

]
, C =

[
c١
c٢

]
.

مي گيريم: نظر در را زير اوليه ي مقدار مساله اينک
X ′′′ + A٢X ′ = F

(
X,X ′, X ′′),

X(٠) = −A−١C,

X ′(٠) = ٠,
X ′′(٠) = AC.

(٣. ٨)

تابع λ = ١ براي مي باشد. R۴ در مبدا از همسايگي يک در C٢ کلاس از تابعي F همچنين و است R به t از مقدار -Rn تابع X که
باشد: زير انتگرالي معادله جواب به عنوان X(t, C, ١)

X(t, C, λ) = −A−١ cos(At)C + λG
(
t,X,X ′, X ′′),

G
(
t,X,X ′, X ′′)= A−٢

∫ t

٠

(
cos

(
A(t− s)

)
−In

)
F
(
X(s), X ′(s), X ′′(s)

)
ds.

(٣. ٩)

کوچک |t| براي جواب اين همچنين نيست. ثابت جواب اين و است، شده داده شرايط با (٣. ٨) جواب X(t, C, ١) که مي شود ديده بهراحتي
داريم: را زير تقريب باشد، کوچک کافي به قدر |t| گيريم مي آيد. به دست ديفرانسيل معادله جواب وجود استاندارد قضيه از که است، موجود

|X(t)|∞ ≤ ٢c
a٢

, |X ′(t)|∞ ≤ ٢c, |X ′′(t)|∞ ≤ ٢ca١.

است. پيوسته مرز ها در جواب اين و دهيم گسترش I =
[

٠, (k+١)π
٢a٢

]
بازه ي تمام براي را جواب اين مي توانيم پيوستگي قضيه طبق اينک

داريم: (۶ .٣) گرفتن نظر در با حال

∥∥G(t,X,X ′, X ′′)
∥∥≤ ٢tM

a٢
٢

≤ πM(k + ١)
a٣

٢
<

δc

a٢
<

c

a٢
,

مي شود: ديده ساده محاسبه يک با نيز و ‖X(t, C, ١)‖ ≤ ٢c
a٢

بنابراين

‖X ′(t, C, ١)‖ ≤ ٢c, ‖X ′′(t, C, ١)‖ ≤ ٢ca١.

.X(T,C, ١) = ٠ و |C|∞ = c که به طوري دارند وجود C نقطه و ،T٠ < T < T١ شرط با ،T عدد که مي دهيم نشان ادامه در
داريم: ٣. ١ لم طبق حال

deg
(
X(Tj, C, ٠),Ωc, ٠

)
= (−١)j, (j = ٠, ١), (٣. ١٠)

داريم: ديگر طرف ,X(Tj∥∥∥از C, ١)−X(Tj, C, ٠)
∥∥∥= ∥∥∥G(Tj, X,X ′, X ′′)

∥∥∥< δc

a٢
, (٣. ١١)

همچنين ,X(Tj∥∥∥و C, ٠)
∥∥∥= ∣∣A−١ cos(ATj)C

∣∣
∞= max

i=١,٢

{∣∣cos(aiTj)
∣∣ |ci|}

≥ max
i=١,٢

( |ci|
ai

)
min
i=١,٢

∣∣cos(aiTj)
∣∣> δc

a٢
. (٣. ١٢)

که مي دهد نتيجه (٣. ١٠)-(٣. ١٢) روابط و (٢. ٢) روشه قضيه طبق حال

deg
(
X(Tj, C, ١),Ωc, ٠

)
= (−١)j (j = ٠, ١).

دارند وجود ،C نقطه و ،T٠ < T < T١ شرط با ،T عدد که مي شود نتيجه توپولوژيکي، درجه ي هموتوپي پايايي خاصيت طبق اينک
.X(T,C, ١) = ٠ و |C|∞ = c که به طوري
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به صورت R٣ در را (۴ .٣) دستگاه ما منظور اين براي نيست. برقرار (۵ .٣) رابطه ي صورت اين در باشند، برابر a٢ و a١ اگر .٣. ٣ ملاحظه
مي دهيم: گسترش زير

x′′′ = −a٢x′ + ε٢z′ − ε٢z′ + f١(x, y, x
′, y′, x′′, y′′),

y′′′ = −a٢y + f٢(x, y, x
′, y′, x′′, y′′),

z′′′ = −k٢x′.

(٣. ١٣)

شود: نوشته زير برداري به شکل مي تواند (٣. ١٣) دستگاه

X̃ ′′′ = −Ã٢X̃ ′ + G̃
(
X̃, X̃ ′, X̃ ′′), (١۴ .٣)

که

X̃ =

xy
z

 , Ã٢ =

a٢ ٠ −ε٢

٠ a٢ ٠
k٢ ٠ ٠

 , G̃
(
X̃, X̃ ′, X̃ ′′)=

−εz٢ + f١(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)

f٢(x, y, x
′, y′, x′′, y′′)
٠

 ,

دستگاه جديد شکل است. ،Ã٢ ويژه مقادير با قطري ماتريس يک Λ = P−١Ã٢P ماتريس که ،X̃ = PU تبديل بردن بهکار با
مي شود: داده نمايش زير به شکل معادلات

Ũ ′′′ = −ΛU ′ + P−١G̃
(
PU, PU ′, PU ′′), (١۵ .٣)

از: عبارتند ،Λ قطري عناصر و

λ١ =
a٢ + d

٢
, λ٢ = a٢, λ٣ =

a٢ − d

٢
,

است. ۴ از کمتر λmax

λmin
و هستند حقيقي λi ويژه مقادير اين آنگاه ٢εk < a٢ < ۴√

٣εk اگر حال .d =
√
a۴ − ۴ε٢k٢ و

مي شود: داده زير به صورت P ماتريس همچنين

P =

 p ٠ q
٠ r ٠
pλ٣
ε٢ ٠ −qλ١

ε٢

 (p, q, r 6= ٠).

از: است عبارت P−١ وارون ماتريس

P−١ =


λ١
pa٢ ٠ λ٣

qa٢

٠ ١ ٠
ε٢

pa٢ ٠ −ε٢

qa٢

 .

دهيم: نشان بايد ١G̃−P∥∥∥اينک
(
PU, PU ′, PU ′′)∥∥∥< λ٣

٣
δ′c

که
δ′ = min

i=١,٢

∣∣∣∣cos( ٣π
√
λi

a+
√
λ٣

)∣∣∣∣ ,
D̃ =

{(
X̃, X̃ ′, X̃ ′′): |X̃|∞ ≤ ٢c

a
, |X̃ ′|∞ ≤ ٢c, |X̃ ′′|∞ ≤ ٢ca

}
.

که کنيم اختيار کوچک آنچنان را ε٢ مي توانيم و
∥∥∥G(

X,X ′, X ′′)∥∥∥= M < a٢c
٣ داريم طرفي از

∥∥∥G̃(
X̃, X̃ ′, X̃ ′′)∥∥∥= M̃ <

a٢c

٣
.
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داريم ١G̃−P∥∥∥اينک
(
PU, PU ′, PU ′′)∥∥∥< ‖P−١‖M̃ < ‖P−١‖a

٢c

٣
,

مي آيد. بهدست حکم ،‖P−١‖ < δ′ انتخاب با

مي دهيم. نشان را (١. ٧) شرط با (۶ .١) پنج مرتبه ي معادله ي تناوبي جواب  وجود ٣. ٢ قضيه از استفاده با ادامه، در

که باشند موجود ١ < k < ٢ و a, b > ٠ کنيد فرض بگيريد. نظر در را (١. ٧) باشرط (۶ .١) پنج مرتبه ي معادله ي .۴ .٣ قضيه

k +
١
k
<

a√
b
<

k − ١
٢

+
٢

k − ١
, (١۶ .٣)

و

M = max
B

∣∣∣ax′′′ + bx′ − f
(
x, x′, x′′, x′′′, x(۴))∣∣∣≤

√
a−

√
a٢ − ۴b
٢

,

دارد. T ∈ (T٠, T١) براي ٢T تناوب دوره ي با زوج تناوبي جواب يک حداقل (١. ٧) شرط با (۶ .١) معادله ي آن گاه

کنيم فرض اثبات.

a٢
١ =

a+∆

٢
, a٢

٢ =
a−∆

٢
,

را (۶ .١) معادله ي اينک مي دهد. نتيجه را (١۶ .٣) شرط (۵ .٣) شرط که مي شود ديده ساده، محاسبه يک با .∆ =
√
a٢ − ۴b که

مي نويسيم: زير معادل ′′′xبه صورت = −a٢
١x

′ + εy′,

y′′′ = −a٢
٢y

′ + ١
ε
g.

(٣. ١٧)

دستگاه ،٣. ٢ قضيه طبق اختيار کنيم، a٢ از کوچکتر را ε اگر حال .g = ax′′′ + bx′ − f
(
x, x′, x′′, x′′′, x(۴)

)
آن در که

دارد: زير شرايط با ناصفر جواب (٣. ١٧)

x(٠) = x(T ), y(٠) = y(T ).

دارد. T ∈ (T٠, T١) براي ٢T تناوب دوره ي با تناوبي جواب يک حداقل ،(٣. ١٧) معادله مي دهيم نشان ،(١. ٧) بهتساوي توجه با اينک
مي دهيم: قرار X(t) = (x(t), y(t)) براي منظور اين براي

Z(t) =

X(t) ٠ ≤ t ≤ T,

X(−t) − T ≤ t ≤ ٠,

که مي دهد نتيجه اين مي کند. صدق ،(٣. ١٧) معادله ي در و ،Z(t) ∈ C٢[−T, T ] که مي کنيم ملاحظه

Z(−T ) = Z(T ), Z ′(−T ) = −Z ′(T ), Z ′′(−T ) = Z ′′(T ).

يابد. گسترش زوج تابع يک به صورت R روي مي تواند جواب معادله، خودگرداني ماهيت به دليل
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عددي نتايج ۴
معادله حل براي عددي مثال يک اساس، اين بر است. عددي پياده سازي براي کارآمد روش يک که است اين بالا روش مزاياي از يکي

مي دهيم. ارائه پنج مرتبه ي غيرخطي ديفرانسيل

مي گيريم: نظر در را زير پنج مرتبه ي معادله .١ .۴ مثال

x(۵) + ۵x′′′ + ۴x′ + x′x٢ +
٣
٢
(x′′′)٣x(۴) = ٠. (١ .۴)

داريم: اخير معادله براي

f
(
x, x′, x′′, x′′′, x(۴))= ۵x′′′ + ۴x′ + x′x٢ +

٣
٢
(x′′′)٣x(۴),

داريم: ،(٣. ١٧) و (٣. ٧) از استفاده با حال است. برقرار ،(١. ٧) شرط بنابراين

|x′′′| ≤ ٢c(a٢
١ + ε),

|x(۴)| ≤ ٢ca١(a
٢
١ + ε),

بنابراين

M =
∣∣∣ax′′′ + bx′ − f

(
x, x′, x′′, x′′′, x(۴))∣∣∣

=
∣∣∣(a− ۵)x′′′ + (b− ۴)x′ − x′x٢ − ٣

٢
(x′′′)٣x(۴)

∣∣∣
≤ |a− ۵||x′′′|+ |b− ۴||x′|+ |x′||x|٢ +

٣
٢
(
|x′′′|

)٣|x(۴)|

≤ ٢c|a− ۵|(a٢
١ + ε) + ٢ca١|b− ۴|(a٢

١ + ε) +
۴c٢

a٢
+ ۶c٢a١(a

٢
١ + ε)٢.

داريم: پس باشد، برقرار ،(۶ .٣) نامساوي که مي کنيم جستجو چنان را k ∈ (١, ٢) و a, b, c مثبت اعداد حال

٢|a− ۵|(a٢
١ + ε) + ٢a١|b− ۴|(a٢

١ + ε) +
۴c
a٢

+ ۶ca١(a
٢
١ + ε)٢ ≤

δa٢
٢

k
. (٢ .۴)

تناوبي جواب که مي دهد نشان (٣. ٢) قضيه بنابراين، شد. خواهد برقرار (٢ .۴) نامساوي کوچک کافي به اندازه c و b = ۴ و a = ۵ براي
مي گيريم: نظر در زير اوليه شرايط با را (١ .۴) معادله دارد. وجود

x(٠) = −٠٫٢, x′(٠) = ٠, x′′(٠) = ٠٫۵٠٣٠٧, x′′′(٠) = ٠, x(۴)(٠) = −١٫١. (٣ .۴)

که دارد ،٢T = ۶٫٣٠٢٧٧ تناوب دوره ي با تناوبي جواب يک معادله اين

x(٢T ) = −٠٫٢, x′(٢T ) = −٠٫٠٠٢, x′′(٢T ) = ٠٫۵٢, x′′′(٢T ) = ٠٫٠٠۴, x(۴)(٢T ) = −١٫١۵.

است. شده داده t ≥ ٠ براي ١ شکل در ،(١ .۴) اوليه شرايط با x(t), x′(t), x′′(t), x′′′(t), x(۴)(t), توابع نمودار

نتيجهگيري ۵
در ميشود. محسوب مزيت يک غيرخطي ديفرانسيل معادلات جوابهاي شناسايي براي آن بهکاربستن و مناسب روش ارائه اساسي بهطور
ارائه (١. ٧) شرط تحت (۶ .١) پنج مرتبه غيرخطي ديفرانسيل معادلات از دستهاي تناوبي جواب وجود توپولوژيکي، درجه روش بهکمک اينجا

است. شناسايي قابل جوابها تناوب دورهي بهويژه و تقريبي جوابهاي روش اين بهکمک همچنين است. گرديده
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t ≥ ٠ براي x(t), x′(t), x′′(t), x′′′(t), x(۴)(t) توابع :١ شکل
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