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مهم مفاهيم با را آن  ارتباط و کرده معرفي ضربي مشبکه در را شبه تحويل ناپذير عناصر مفهوم مقاله، اين در چکيده:
اين کمک به ادامه در مي نماييم. بررسي بيشين عناصر و اوليه عناصر اول، عناصر مانند ضربي مشبکه هاي از ديگري
را ضربي مشبکه هايي به ويژه کرد. خواهيم مطالعه و تعريف ضربي مشبکه هاي در را کامل هم بيشين تجزيه مفهوم،

نوشت. شبه تحويل ناپذير عناصر از هم بيشين به صورت حاصل ضرب به توان را آنها سره عنصر هر که مي کنيم توصيف

کامل. هم بيشين تجزيه هم بيشين، تجزيه شبه تحويل ناپذير، عنصر ضربي، مشبکه کليدي: واژه هاي

08A72; 08A99; 03G25 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
يک در داده نشان نوتر واقع در .[۹] يافت نوتر۲ مقاله در بار نخستين براي مي توان را جابجايي حلقه ايده آل هاي هم بيشين تجزيه مطالعه
هاينزر و بروار۳ِ ادامه در نوشت. خاص خاصيت يک با هم بيشين ايده آل هاي از يکتا حاصل ضرب به صورت مي توان را ايده آل  هر نوتري حلقه
آنها ايده آل  هر که کردند توصيف را صحيحي دامنه هاي و دادند قرار بررسي مورد را صحيح دامنه يک ايده آل هاي هم بيشين تجزيه مطالعه ۴

در را هم بيشين تجزيه مطالعه ۵ جواِت سپس .[۳] است اول ايده آل  يک از تواني يا و اوليه اول، ايده آل هاي از هم بيشيني حاصل ضرب به صورت
و بررسي مورد هستند حلقه ايده آل هاي يافته توسعه  حالت که ايده آلي سيستم هاي در را هم بيشين تجزيه و داد قرار بررسي مورد کلي تري حالت
معرفي يک دار و جابجايي حلقه هاي ايده آل هاي نظريه از تعميمي به عنوان را ضربي مشبکه هاي مفهوم ۷ ديلورث و ۶ وارد .[۷] داد قرار اثبات
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۳۷۷ ضربي مشبکه هاي در شبه تحويل ناپذير عناصر

آنها از پس نمودند. مطالعه را آنها بسياري محققان و شدند معرفي بيشين عنصر و اوليه عنصر اول، عنصر مفاهيم مشابه به طور .[۱۱] کردند
مشبکه هاي در [۳] مرجع نتايج مهمترين از تعدادي و نمودند بررسي را ضربي مشبکه هاي در هم بيشين تجزيه مفهوم ۹ ايپوره، و ۸ داميترسکو

گرفت. قرار اثبات و بررسي مورد ضربي،
مشبکه هاي در هم بيشين تجزيه هاي بررسي به ضربي مشبکه هاي براي شبه تحويل ناپذير عنصر مفهوم معرفي از بعد مقاله اين در ما

باشند. شبه تحويل ناپذير تجزيه، عامل هاي که مي پردازيم ضربي

پيش نياز ها ۲
مي کنيم. بيان را مقاله اين سراسر در نياز مورد قضيه هاي و تعريف ها بخش اين در

کند: صدق زير شرايط در هرگاه گوييم، ضربي مشبکه را (۲, ۲, ۲, ۰, ۰) نوع از (L,∧,∨, ., ۰, ۱) جبر .۱ .۲ تعريف

است. ۰ عنصر کوچک ترين و ۱ عنصر بزرگ ترين با کران دار کامل مشبکه (L,∧,∨, ۰, ۱) .۱

است. ۱ هماني عنصر با جابجايي تکواره (L, ., ۱) .۲

a.
∨

B =
∨

b∈B a.b باشيم داشته B ⊆ L و a ∈ L هر براي .۳

گوييم. سره عنصر را L ضربي مشبکه از a ̸= ۱ عنصر مي دهيم. نمايش L با را (L,∧,∨, ., ۰, ۱) ضربي مشبکه ادامه در
.a ∨ b = ۱ هرگاه گوييم، هم بيشين را L ضربي مشبکه از b و a عنصر دو هم چنين

a عنصر گوييم باشد. L ضربي مشبکه از سره اي عنصر a کنيد فرض .۲ .۲ تعريف
.y ⩽ a يا x ⩽ a باشيم داشته (x ∧ y ⩽ a) x.y ⩽ a اگر x, y ∈ L براي هرگاه است، (∧‐اول) .‐اول (۱)

.a = y يا a = x آن گاه ،a = x ∧ y باشيم داشته x, y ∈ L براي اگر است تحويل ناپذير (۲)
به طوري که n طبيعي عدد باشد داشته وجود يا x ⩽ a باشيم داشته آن گاه ،x.y ⩽ a اگر x, y ∈ L براي هرگاه است، اوليه (۳)

است. شده ضرب خودش در بار n ،y يعني ،yn = y. · · · .y جايي که ،yn ⩽ a
نماد با را L ضربي مشبکه بيشين عناصر تمام مجموعه باشد. نداشته وجود ديگري عنصر هيچ ۱ و عنصر اين بين هرگاه است، بيشين (۴)

مي دهيم. نشان Max(L)

باشد داشته وجود Y از F متناهي زير مجموعه آن گاه ،Y ⊆ L براي c ⩽
∨
Y هرگاه مي شود، ناميده فشرده L مشبکه از c عنصر

(سوپريموم) بالاي کوچکترين کران آن عنصر هر هرگاه گوييم، شده توليد فشرده به طور را L مشبکه هم چنين، .c ⩽
∨
F که به طوري

باشد. فشرده اعضاء از تعدادي
است: شده تعريف زير به صورت ضربي مشبکه عناصر براي هست جبري هندسه مفهومي بيشتر که راديکال مفهوم

√
a :=

∨
{x ∈ L | xn ≤ a به قسمي که n ∈ Z+ باشد داشته وجود و است فشرده عنصر يک x}.

و .‐اول عنصر بيشين عنصر هر و دارند وجود L در بيشين عناصر آن گاه باشد، ۱ فشرده عنصر با شده توليد فشرده به طور مشبکه ا ي L اگر
و موجودند L از a عنصر شامل اوليه عناصر و اول عناصر آن گاه باشد؛ فشرده فشرده؛ عنصر دو اگر حاصل ضرب اين بر علاوه است. ∧‐اول

داريم: حالت اين در
√
a =

∧
{p ∈ L | a ≤ p و است .‐اول عنصر يک p}

=
∧
{p ∈ L | a ≤ p و است اوليه عنصر يک p}.

بنگريد. را [۱۰] و [۲] منابع بيشتر آگاهي براي
هر و حاصل ضرب مشبکه فشرده عنصر ۱ که است شده توليد فشرده به طور ضربي مشبکه ضربي، مشبکه از منظورمان مقاله اين سراسر در

است. فشرده فشرده، عنصر دو
. c ∨ c′ = ۱ و c ∧ c′ = ۰ که به طوري c′ ∈ L عنصر باشد داشته وجود هرگاه مي شود، ناميده متمم دار L مشبکه از c عنصر

.[۱] است گرفته قرار بررسي مورد و معرفي ۱۹۹۵ سال در ۱۱ جايارام و ۱۰ اندرسون توسط منظم مشبکه هاي مفهوم
Dumitrescu۸

Epure۹
Anderson۱۰

Jayaram۱۱
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باشد. متمم دار عنصر آن، فشرده عنصر هر هرگاه مي ناميم، منظم را L ضربي مشبکه .۳ .۲ تعريف

مي کنيم. بيان را است آمده [۱] مرجع در که منظم ضربي مشبکه هاي از توصيفي اينجا، در

معادل اند. زير گزاره هاي اين صورت در باشد. ضربي مشبکه L کنيد فرض [۷ قضيه ،۱] .۴ .۲ قضيه

است. منظم مشبکه L .۱

است. بيشين L اوليه عنصر هر .۲

است. مينيمال اول عنصر ،L اوليه عنصر هر .۳

روي بر را است آمده جبري ساختار هاي جبر، جبري، هندسه مانند رياضيات از مختلفي شاخه هاي در که زاريسکي توپولوژي مفهوم حال
مي کنيم: تعريف a ∈ L هر براي مي کنيم. يادآوري ضربي مشبکه بيشين عناصر

Ω(a) := {m ∈ Max(L) | a ̸⩽ m}.

داريم: را زير موارد {ai} ⊆ L و a, b ∈ L هر براي است، ∧‐اول و .‐اول عنصر يک بيشين عنصر هر اينکه به توجه با حال

.Ω(۰) = ∅ و Ω(۱) = Max(L) .۱

.Ω(a) ∩ Ω(b) = Ω(a.b) = Ω(a ∧ b) .۲

.
∪
Ω(ai) = Ω(

∨
ai) .۳

توپولوژي آن به که مي دهد تشکيل Max(L) روي توپولوژي يک باز، مجموعه هاي به عنوان {Ω(a) | a ∈ L} خانواده اينرو از
فضاي اين باز زير مجموعه هاي از صعودي زنجير هر هرگاه است، نوتري توپولوژيک فضاي مي کنيم يادآوري هم چنين، مي گوييم. زاريسکي

باشد. ايستا توپولوژيک
کرد. خواهيم استفاده آنها از بعد بخش هاي در که مي رسانيم پايان به [۴] مرجع نتايج از تعدادي با را بخش اين

هستند. برقرار زير گزاره هاي اين صورت در .a, b, c۱, ...cn ∈ L و باشد ضربي مشبکه L کنيد فرض [ ۲ لم ،۴] .۵ .۲ لم

.a ∧ b = a.b آن گاه ،a ∨ b = ۱ اگر .۱

.ai ∨ bj = ۱ ،i, j ∈ N (همه) برخي براي اگر تنها و اگر
√
a ∨

√
b = ۱ اگر تنها و اگر a ∨ b = ۱ .۲

هستند. هم بيشين نيز c۱. · · · .cn و a آن گاه باشند، هم بيشين ci و a ،i ∈ {۱, ..., n} هر براي اگر .۳

از هم بيشين دو به دو و سره عناصر از متناهي زير مجموعه اي {a۱, ..., an} و ضربي مشبکه L کنيد فرض [۴ قضيه ،۴] .۶ .۲ قضيه
اين صورت در .

√
a =

√
b که به طوري باشد L مشبکه از عنصري b اگر حال .a := a۱. · · · .an دهيد قرار و باشند L مشبکه

،i ∈ {۱, ..., n} هر براي و b := b۱. · · · .bn که به طوري L مشبکه از bn ،...، b۱ هم بيشين دو به دو و يکتا عناصر دارد وجود
.√ai =

√
bi

شبه تحويل ناپذير عناصر ۳
مشبکه هايي در که مهم مفاهيم از برخي با را مفهوم اين ارتباط و کرده بيان ضربي مشبکه در را شبه تحويل ناپذير عناصر مفهوم بخش اين در

مي کنيم. بررسي شده اند، تعريف ضربي

،x ∨ y = ۱ و a = x ∧ y اگر x, y ∈ L براي هرگاه مي ناميم، شبه تحويل ناپذير را L ضربي مشبکه از a سره عنصر .۱ .۳ تعريف
.y = ۱ يا x = ۱ باشيم داشته آن گاه

مشبکه شبه تحويل ناپذير عناصر مجموعه ي اينرو از است. شبه تحويل ناپذير عنصري ضربي؛ مشبکه بيشين عنصر هر که است آشکار
که است بديهي اين بر علاوه نيست. شبه تحويل ناپذير الزاماً؛ ضربي مشبکه ي عنصر هر که داد خواهيم نشان زير مثال در است. ناتهي ضربي
توجه زير مثال به نمي باشد، برقرار کلي حالت در مطلب اين عکس اما است. شبه تحويل ناپذير عنصر يک ضربي مشبکه تحويل ناپذير عنصر هر

کنيد.



۳۷۹ ضربي مشبکه هاي در شبه تحويل ناپذير عناصر

به طوري  باشد ۰ < a, b < c < ۱ مشبکه اي ترتيب و {۰, a, b, c, ۱} عناصر با ضربي مشبکه L کنيد فرض (الف) [۶] .۲ .۳ مثال
شود: مشخص زير جدول توسط آن دوتايي عمل و مقايسه اند قابل غير {a, b} مجموعه عناصر که

. ۰ a b c ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
a ۰ a ۰ a a
b ۰ ۰ b b b
c ۰ a b c c
۱ ۰ a b c ۱

نيست. .‐اول و اما تحويل ناپذير است، شبه تحويل ناپذير ۰ عنصر اين صورت در
عناصر که به طوري باشد ۰ < c < a, b < ۱ مشبکه اي ترتيب و {۰, a, b, c, ۱} عناصر با ضربي مشبکه L کنيد فرض (ب)

شود: مشخص زير جدول توسط آن دوتايي عمل و مقايسه اند قابل غير {a, b} مجموعه

. ۰ c a b ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
c ۰ c c c c
a ۰ c a c a
b ۰ c c b b
۱ ۰ a b c ۱

نيست. شبه تحويل ناپذير c عنصر اين صورت در

a∧ b و a.b اين صورت، در .a∨ b ̸= ۱ که به طوري باشند L ضربي مشبکه از شبه تحويل ناپذير عنصر دو b و a کنيد فرض .۳ .۳ گزاره
بود. خواهند شبه تحويل ناپذير

باشد داشته وجود x, y ∈ L کنيد فرض کرد. اثبات را حکم مي توان مشابه به طور a∧ b براي و مي دهيم انجام a.b براي را اثبات اثبات.
داريم: اين صورت در .x ∨ y = ۱ و a.b = x ∧ y که به طوري

(a ∨ x).(a ∨ y) = [(a ∨ x).a] ∨ [(a ∨ x).y]

= (a.a) ∨ (x.a) ∨ (a.y) ∨ (x.y)

= a۲ ∨ a ∨ (a.b)

= a.

داريم: x ∨ y = ۱ چون طرفي از .b = (b ∨ x).(b ∨ y) داريم مشابه به طور .a = (a ∨ x).(a ∨ y) بنابراين
(b ∨ x) ∨ (b ∨ y) = ۱ = (a ∨ x) ∨ (a ∨ y).

داريم: هستند، L ضربي مشبکه از شبه تحويل ناپذير عناصر b و a چون حال
a ∨ x = ۱ يا a ∨ y = ۱

و
b ∨ x = ۱ يا b ∨ y = ۱

(۱ .۳)

a ⩽ m پس .a∨ b ⩽ m که به طوري دارد وجود m بيشين عنصر است، L ضربي مشبکه فشرده عنصر ۱ و a∨ b ̸= ۱ که آنجا از
از شدن کم بدون .y ⩽ m يا x ⩽ m پس است، اول ‐∧ عنصر m اما x ∧ y = a.b ⩽ m.m ⩽ m بنابراين .b ⩽ m و

پس .a ∨ y = b ∨ y = ۱ داريم ۱ .۳ رابطه به توجه با نتيجه در .a, b, x ⩽ m اينرو از .x ⩽ m مي پذيريم موضوع کليت

۱ = ۱.۱ = (a ∨ y).(b ∨ y) = [(a ∨ y).b] ∨ [(a ∨ y).y]

= (a.b) ∨ (y.b) ∨ (a.y) ∨ (y.y)

⩽ y.

است. شبه تحويل ناپذير a.b بنابراين ،y = ۱ نتيجه در
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b و a عناصر بگيريد، نظر در را (ب) قسمت ۲ .۳ مثال است. لازم ۳ .۳ گزاره در b و a عناصر نبودن هم بيشين شرط (الف) .۴ .۳ ملاحظه
نيست. شبه تحويل ناپذير c = a ∧ b که در حالي هستند شبه تحويل ناپذير

مشبکه از متمايز بيشين عنصر دو n و m اگر مثال براي بود. نخواهد شبه تحويل ناپذير شبه تحويل ناپذير، عنصر دو ∨ کلي حالت در (ب)
نماييد.) ملاحظه در را (ب) قسمت ۲ .۳ مثال ) نيست. شبه تحويل ناپذير ۱ = m ∨ n تعريف به بنا آن گاه باشند، L ضربه ي

باشند. شبه تحويل ناپذير ضربي مشبکه سره عناصر تمام که مي کنيم بررسي را حالتي زير قضيه در

معادل  اند. زير گزاره هاي اين صورت در باشد. ضربي مشبکه L کنيد فرض .۵ .۳ قضيه

است. بيشين عنصر يک داراي دقيقاً L .۱

.y = ۱ يا x = ۱ آن گاه ، x ∨ y = ۱ اگر x, y ∈ L براي .۲

هستند. شبه تحويل ناپذير L سره عناصر تمام .۳

اين صورت در .x ∨ y = ۱ باشيم داشته x, y ∈ L براي و باشد L مشبکه بيشين عنصر تنها m کنيد فرض (۲) ⇐ (۱) اثبات.
.y = ۱ يا x = ۱ اينرو از و y ̸⩽ m يا x ̸⩽ m

است. آشکار (۳) ⇐ (۲)
چون حال .a := m ∧ n دهيد قرار اين صورت در باشد. داشته n و m مانند بيشين عنصر دو حداقل L کنيد فرض (۱) ⇐ (۳)
فقط داراي L اينرو از است. تناقض n،که = ۱ يا m = ۱ داريم ،a سره عنصر شبه تحويل ناپذيري فرض به توجه با ،m ∨ n = ۱

بود. خواهد بيشين عنصر يک

مي دهيم. قرار بررسي مورد ضربي مشبکه در را بودن شبه تحويل ناپذير و اوليه اول، مفاهيم بين ارتباط ادامه در

مشبکه از .‐اول يا ∧‐اول عنصر از توان هر براين، علاوه است. شبه تحويل ناپذير L ضربي مشبکه از .‐اول يا ∧‐اول عنصر هر .۶ .۳ گزاره
است. شبه تحويل ناپذير L ضربي

و a = x ∧ y باشيم داشته x, y ∈ L براي که به طوري باشد L ضربي مشبکه از .‐اول يا ∧‐اول عنصر a کنيد فرض اثبات.
فرض موضوع کليت از شدن کم بدون .y ⩽ a يا x ⩽ a داريم ،x ∧ y = x.y چون حالت دو هر در اين  صورت، در .x ∨ y = ۱
با است. شبه تحويل ناپذير عنصر يک a نتيجه در .y = y ∨ x = ۱ اينرو از و x ⩽ a = x ∧ y ⩽ y دراين صورت، .x ⩽ a کنيد

بود. خواهد شبه تحويل ناپذير عنصري نيز an ،n طبيعي عدد هر براي ۳ .۳ گزاره به توجه

شبه تحويل ناپذير L ضربي مشبکه از اوليه عنصر از توان هر براين، علاوه است. شبه تحويل ناپذير ضربي مشبکه از اوليه عنصر هر .۷ .۳ گزاره
است.

در .x ∨ y = ۱ و a = x ∧ y باشيم داشته x, y ∈ L براي که به طوري باشد L ضربي مشبکه از اوليه عنصر a کنيد فرض اثبات.
،x ⩽ a اگر .yn ⩽ a که به طوري دارد وجود n طبيعي عدد يا x ⩽ a داريم a = x ∧ y و x ∧ y = x.y چون اين صورت،
پس .yn ⩽ a = x ∧ y ⩽ x آن گاه ،yn ⩽ a اگر حال .y = x ∨ y = ۱ اينرو از و x ⩽ a = x ∧ y ⩽ y آن گاه
a نتيجه در .x = ۱ اينرو از و

√
x = ۱ پس .

√
x =

√
x ∨ √

y = ۱ داريم ۵ .۲ لم به بنا اينرو از و √y =
√
yn ⩽ √

x
بود. خواهد شبه تحويل ناپذير عنصر نيز an ،n طبيعي عدد هر براي ۳ .۳ گزاره طبق هم چنين است. شبه تحويل ناپذير عنصر

نيستند. برقرار الزاماً ۷ .۳ و ۶ .۳ هاي گزاره عکس که داد خواهيم نشان زير مثال در

۰ < d < c < b < مشبکه ترتيب و {۰, a, b, c, d, e, f, ۱} عناصر با ضربي و مانده مشبکه L کنيد فرض [۸] .۸ .۳ مثال
عمل و مقايسه اند قابل غير {c, e} و {b, f} مجموعه هاي عناصر که به گونه اي باشد ۰ < d < e < f < a < ۱ و a < ۱

شود: مشخص زير جدول توسط ضرب دوتايي
. ۰ a b c d e f ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
a ۰ c c c ۰ d d a
b ۰ c c c ۰ ۰ d b
c ۰ c c c ۰ ۰ ۰ c
d ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ d
e ۰ d ۰ ۰ ۰ d d e
f ۰ d d ۰ ۰ d d f
۱ ۰ a b c d e f ۱



۳۸۱ ضربي مشبکه هاي در شبه تحويل ناپذير عناصر

شبه تحويل ناپذيرند. مشبکه اين سره عناصر تمام ۵ .۳ گزاره به بنا اينرو از است، مشبکه اين بيشين عنصر تنها a چون

نيست. ‐اول . هم چنين و ‐اول ∧ عنصر e پس .f ̸⩽ e و b ̸⩽ e اما b ∧ f = d ⩽ e داريم که ازآنجا (الف)
.bn ̸⩽ داريم۰ n طبيعي عدد هر براي و d ̸⩽ ۰ درنتيجه .bn = c داريم ۲ ⩽ nهر براي و d∧b = ۰ زيرا نيست اوليه عنصر ۰ (ب)

و تحويل ناپذيري اول، مفاهيم از کدام هيچ معادل شبه تحويل ناپذيري مفهوم کلي حالت در که مي گيريم نتيجه فوق مطالب به توجه با
داريم. مفاهيم اين براي را زير نمودار رابطه هاي و نيست بودن بيشين

اوليه

"*M
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MMM
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M
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MMM

MMM
MM

بيشين ‐اول۳+ .
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شبه تحويل ناپذير

‐اول ∧

۴ <qqqqqqqqq

qqqqqqqqq

معادل اند. بالا نمودار مفاهيم تمام که مي آوريم به دست را شرطي بعد قضيه در

معادل اند. زير گزاره هاي اين صورت در باشد. ضربي مشبکه L کنيد فرض .۹ .۳ قضيه

است. منظم مشبکه L .۱

است. بيشين L شبه تحويل ناپذير عنصر هر .۲

است. بيشين L اوليه عنصر هر .۳

است. مينيمال اول عنصر يک L اوليه عنصر هر .۴

تعاريف به بنا هست، شبه تحويل ناپذير عنصر اوليه، عنصر هر اينکه به توجه با و (۱) ⇐ (۴) ⇐ (۳) داريم ۴ .۲ قضيه بنا به اثبات.
عنصر a و است منظم مشبکه L کنيد فرض کنيم. ثابت را (۲) ⇐ (۱) قسمت است کافي اينرو از است. برقرار نيز (۳) ⇐ (۲)
فشرده به طور L مشبکه چون فرض به بنا آن گاه ،a ≨ m اگر باشد. a مساوي بزرگتر بيشين عنصر m و L مشبکه از شبه تحويل ناپذير
اينرو از است. متمم دار cعنصر فرض به توجه با حال .c ̸⩽ a و c ⩽ m که به طوري دارد وجود c ∈ L عنصرفشرده است شده توليد

نتيجه در . c ∨ c′ = ۱ و c ∧ c′ = c.c′ = ۰ که به طوري c′ ∈ L عنصر دارد وجود

a = a ∨ ۰ = a ∨ (c.c′)

⩽ (a ∨ c).(a ∨ c′)

= [(a ∨ c).a] ∨ [(a ∨ c).c′]

= (a.a) ∨ (c.a) ∨ (a.c′) ∨ (c.c′)

⩽ a.

شبه تحويل ناپذير عنصر a چون و (a ∨ c) ∨ (a ∨ c′) = ۱ داريم ،c ∨ c′ = ۱ چون حال .a = (a ∨ c).(a ∨ c′) درنتيجه
،c ⩽ m چون حال .c′ ⩽ a ⩽ m اينرو از و a = a ∨ c′ آن گاه ،a ∨ c = ۱ اگر .a ∨ c′ = ۱ يا a ∨ c = ۱ داريم است،
اگر اينرو از است. تناقض هم مورد اين که c ⩽ a نتيجه در .a = a ∨ c آن گاه ،a ∨ c′ = ۱ اگر و است تناقض که ۱ ⩽ m داريم

است. بيشين عنصر a يعني اين و a = m باشيم داشته بايد باشد a شامل بيشين عنصر m

و راديکال نوع اين با عنصر يک بودن شبه تحويل ناپذير ارتباط و مي کنيم تعريف ∧ عمل به توجه با را راديکال از ديگري نوع اينجا در
مي کنيم. بررسي را است شده آورده پيش نياز ها قسمت در که راديکالي

مي کنيم: تعريف زير به صورت a براي را ∧‐راديکال اين صورت در باشد. L ضربي مشبکه از سره عنصري a کنيد فرض .۱۰ .۳ تعريف

∧
√
a :=

∧
{p ∈ L | است a از بزرگتر ∧‐اول عنصر p}

. ∧
√
۱ = ۱ مي کنيم قرارداد نماييم تعريف ضربي مشبکه عناصر تمام براي را راديکال اين بتوان اينکه براي و
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شبه تحويل ناپذير a اين صورت در .a ⩽ b ⩽ √
a که به گونه اي باشند L ضربي مشبکه از سره عنصر دو b و a کنيد فرض .۱۱ .۳ لم

باشد. شبه تحويل ناپذير b اگر تنها و اگر است

قضيه بنا به اين صورت در .x∨ y = ۱ و b = x∧ y باشيم داشته x, y ∈ L براي و باشد شبه تحويل ناپذير a کنيد فرض ابتدا اثبات.
از .√y =

√
y′ و

√
x =

√
x′ ،x′ ∨ y′ = ۱ ،a = x′ ∧ y′ که به طوري x′, y′ ∈ L دارد وجود

√
a =

√
b چون ،۶ .۲

مانند دقيقاً نيز برگشت قسمت مي باشد. شبه تحويل ناپذير b پس . y = ۱ يا x = ۱ نتيجه در و y′ = ۱ يا x′ = ۱ فرض بنا به اينرو
مي شود. اثبات رفت حالت

است شبه تحويل ناپذير عنصر يک که معنا اين به است، راديکال مفهوم يک بودن شبه تحويل ناپذير مفهوم که مي دهيم نشان زير نتيجه در
باشد. شبه تحويل ناپذير آن راديکال هاي اگر وتنها اگر

هم با
√
a و ∧

√
a ،a عنصر سه بودن شبه تحويل ناپذير اين صورت، در باشد. L ضربي مشبکه از سره اي عنصر a کنيد فرض .۱۲ .۳ نتيجه

هستند. معادل

است. ∧‐اول عنصر همواره .‐اول عنصر هر ،L ضربي مشبکه هر در y و x عنصر دو هر براي x.y ⩽ x ∧ y رابطه به توجه با اثبات.
است: برقرار همواره زير رابطه a ∈ L هر براي اينرو از

a ⩽ ∧
√
a ⩽

√
a. (۲ .۳)

مي شود. ثابت ۱۱ .۳ لم به بنا حکم درنتيجه

،n طبيعي عدد هر براي داريم، L ضربي ازمشبکه a سره عنصر براي پيش نياز ها، بخش در راديکال تعريف به توجه با .۱۳ .۳ ملاحظه
باشد. شبه تحويل ناپذير an اگر تنها و اگر است شبه تحويل ناپذير a ، ۱۱ .۳ لم بنا به درنتيجه .

√
an =

√
a

ضربي مشبکه هاي در هم بيشين تجزيه ۴

عناصر از هم بيشيني به صورت حاصل ضرب بتوان را آنها عنصر هر که دهيم قرار بررسي مورد را ضربي مشبکه هاي مي خواهيم بخش اين در
مي کنيم. شروع زير تعريف با اينرو از نوشت. شبه تحويل ناپذير

گوييم: اين صورت در باشد. L ضربي مشبکه از سره اي عنصر a کنيد فرض .۱ .۴ تعريف
که به گونه اي نوشت L عناصر از a = a۱. · · · .an مانند به صورت حاصل ضربي را آن بتوان هرگاه است، هم بيشين تجزيه داراي a (۱)
.ai ∨ aj = ۱ ،i ̸= j هر براي فرض به توجه با حالت اين در .ai ∨ aj = ۱ ،i ̸= j هر براي يعني باشند، هم بيشين دو به دو aiها

.a = a۱. · · · .an = a۱ ∧ · · · ∧ an داريم اينرو از
آن عامل هاي از يک هر که باشد داشته هم بيشين تجزيه يا و باشد شبه تحويل ناپذير a يا هرگاه است، کامل هم بيشين تجزيه داراي a (۲)

باشد. شبه تحويل ناپذير

اين صورت، در .a := m ∧ n دهيد قرار باشد. n و m بيشين عنصر دو حداقل داراي L ضربي مشبکه کنيد فرض (۱) .۲ .۴ مثال
و m ̸= ۱ ،m∨ n = ۱ چون نيست شبه تحويل ناپذير a ،a تعريف به بنا که صورتي در است. a براي کامل هم بيشين تجزيه m∧ n

.n ̸= ۱
و ∨ ، ∧ براي ترتيب به ايده آل ها ضرب و جمع اشتراک، اعمال با L آن گاه باشد، R يک دار و جابجايي حلقه ايده آل هاي مجموعه L اگر (۲)
هم بيشين تجزيه داراي L از عنصري به عنوان R يک دار و جابجايي حلقه از صفر ايده آل  داد نشان مي توان به سادگي است. ضربي مشبکه ،.
عنصر نامتناهي تعداد با يک دار و جابجايي حلقه اي R اگر اينرو از باشد. متناهي R حلقه خود توان عناصر تعداد اگر تنها و اگر است کامل

نيست. کامل هم بيشين تجزيه داراي حلقه اين ضربي ايده آل هاي مشبکه از عنصري به عنوان صفر ايده آل  آن گاه باشد، خود توان

است. يکتا وجود صورت در کامل هم بيشين تجزيه مي دهيم نشان زير قضيه در

تجزيه اين اين صورت در باشد. کامل هم بيشين تجزيه داراي و L ضربي مشبکه از سره اي عنصر a کنيد فرض تجزيه). (يکتايي ۳ .۴ قضيه
است. يکتا کامل هم بيشين



۳۸۳ ضربي مشبکه هاي در شبه تحويل ناپذير عناصر

در ) هستند L ضربي ازمشبکه a عنصر براي کامل هم بيشين تجزيه دو a = b۱. · · · .bm و a = a۱. · · · .an کنيد فرض اثبات.
cijها به وضوح .cij := ai ∨ bj دهيد قرار j ∈ {۱, ...,m} و i ∈ {۱, ..., n} هر براي باشند). ۱ مي توانند m يا n اين صورت

داريم: i ∈ {۱, ..., n} هر براي و هستند هم بيشين دوبه دو

ai ⩽ ci۱. · · · .cim
= (ai ∨ b۱). · · · .(ai ∨ bm)

⩽ ai ∨ (b۱. · · · .bm)
= ai ∨ a

= ai.

انديس هستند، هم بيشين دوبه دو cijها و است شبه تحويل ناپذير عنصر ai چون و ai = ci۱. · · · .cim = ci۱∧· · ·∧ cim نتيجه در
براي مشابه به طور .cij = ۱ ،j ∈ {۱, ...,m} \ {ji} هر براي و ai = ciji که به طوري دارد وجود ji ∈ {۱, ...,m} يکتا
،i ∈ {۱, ..., n} \ {ij} هر براي و bj = cijj که به طوري دارد وجود ij ∈ {۱, ..., n} يکتا انديس j ∈ {۱, ...,m} هر
مساوي هم با متناظر عناصر و دارد وجود {b۱, ..., bm} و {a۱, ..., an} مجموعه دو بين يک به يک تناظر يک نتيجه در .cij = ۱

است. يکتا آنها عامل هاي و تعداد ،a عنصر تجزيه هاي در عامل ها ترتيب از صرف نظر اينرو از هستند.

a = a۱∧· · ·∧an يا a = a۱. · · · .an به صورت بتوان Lرا ضربي مشبکه از a سره عنصر اگر ،۳ .۳ گزاره به توجه با .۴ .۴ ملاحظه
کرد. پيدا کامل هم بيشين تجزيه a براي مي توان آن گاه باشند، شبه تحويل ناپذير تجزيه عامل هاي که جايي نوشت

خلاصه نويسي (براي است کامل هم بيشين تجزيه خاصيت داراي L گوييم اين صورت در باشد. ضربي مشبکه L کنيد فرض .۵ .۴ تعريف
باشد. کامل هم بيشين تجزيه داراي آن سره عنصر هر هرگاه است)، CCF خاصيت داراي مي نويسيم،

است. CCF خاصيت داراي بيشين عنصر يک تنها با ضربي مشبکه هر ،۵ .۳ قضيه بنا به (الف) .۶ .۴ مثال
CCF خاصيت داراي زنجير هر اينرو از است. شبه تحويل ناپذير عنصري آن سره عنصر هر آن گاه باشد؛ زنجير يک ضربي مشبکه هرگاه (ب)

مي باشد.

مي آوريم. به دست CCF خاصيت داراي ضربي مشبکه هاي براي معادلي شرايط زير قضيه در

معادل اند. زير شرايط اين صورت در باشد. ضربي مشبکه L کنيد فرض .۷ .۴ قضيه

است. CCF خاصيت داراي L .۱

j ∈ I\K هر براي که به طوري دارد وجود I Kاز متناهي Max(L)زيرمجموعه از {mi}i∈I نامتناهي زير مجموعه هر براي .۲
.
∧

j ̸=i∈I mi ⩽ mj داريم

.
∧

j ̸=i∈I mi ⩽ mj که به طوري j ∈ I دارد وجود Max(L) از {mi}i∈I نامتناهي زير مجموعه هر براي .۳

است. زاريسکي توپولوژي با نوتري توپولوژي فضاي Max(L) .۴

فرض به توجه با .a := ∧i∈Imi دهيد قرار باشد. Max(L) از نامتناهي زير مجموعه {mi}i∈I کنيد فرض (۲) ⇐ (۱) اثبات.
است. متناهي تعدادشان اينرو از و بوده يکتا گرفتن قرار ترتيب از صرف نظر a عنصر يکتاي تجزيه در شبه تحويل ناپذير عامل هاي ۳ .۴ قضيه و
کنيد فرض .

∧
j ̸=i∈I mi ̸⩽ mj باشيم داشته j ∈ J هر براي که به گونه اي شود يافت I از J نامتناهي زير مجموعه کنيد فرض حال

هم بيشين تجزيه داراي b فرض توجه با .b :=
∧

j ̸=i∈I mi دهيد قرار .(
∧

j ̸=i∈I mi)∨mj = ۱ داريم پس باشد، ثابت j ∈ J
تجزيه a = mj.b۱. · · · .bn هست، نيز شبه تحويل ناپذير عنصر يک بيشين عنصر هر چون حال است. b = b۱. · · · .bn مانند کامل
biها کردن پيدا روش به بنا هم چنين است. شبه تحويل ناپذير نتيجه در و بيشين mj (چون بود خواهد a عنصر براي يکتا کامل هم بيشين
يکتاي تجزيه در شبه تحويل ناپذير عامل يک mj ،j ∈ J هر براي اينرو از .(bi ∨mj = ۱ داريم i هر براي ،b ∨mj = ۱ چون

است. a کامل هم بيشين يکتاي تجزيه در شبه تحويل ناپذير عامل هاي تعداد بودن متناهي با تناقض اين و بود خواهد a کامل هم بيشين
است. آشکار (۳) ⇐ (۲)

ايستاي غير زنجير اين صورت در نباشد. زاريسکي توپولوژي با نوتري توپولوژي فضاي Max(L) کنيد فرض (۴) ⇐ (۳)

Ω(a۱) ⫋ Ω(a۲) ⫋ · · · ⫋ Ω(an) ⫋ · · ·
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دارد وجود ۲ ⩽ i هر براي نتيجه در داريم. را Max(L) باز مجموعه هاي از

mi ∈ Ω(ai) \ Ω(ai−۱).

aj ⩽ mj آن گاه ،a ⩽ mj اگر .a := m۱ ∧ · · · ∧ mj−۱ ∧ aj دهيد قرار و باشد ثابت عددي ۲ ⩽ j کنيد فرض حال
دو آن گاه ،i ∈ {۲, ۳, ...} \ {j} اگر حال .a ̸⩽ mj پس است. تناقض دو هر که i ≨ j يک حداقل براي mi ⩽ mj يا
درنتيجه .a ⩽ mi داريم a تعريف و mi انتخاب به بنا آن گاه ،j ≨ i اگر و a ⩽ mi آن گاه ،i ≨ j اگر مي گيريم. نظر در را حالت

است. تناقض که ،
∧

j ̸=i∈I mi ̸⩽ mj پس .a ̸⩽ mj ولي a ⩽
∧

j ̸=i∈I mi

تجزيه داراي که به طوري دارد وجود L ضربي مشبکه از a سره عنصر اين صورت در نباشد. درست (۱) گزاره کنيد فرض (۱) ⇐ (۴)
a = a۱ ∧ b۱ که به طوري L مشبکه از b۱ و a۱ سره عناصر دارد وجود اينرو از و شبه تحويل ناپذيرنيست a پس نيست. کامل هم بيشين
خواهد کامل هم بيشن تجزيه داراي ،۴ .۴ ملاحظه به بنا نيز a آن گاه باشند، کامل هم بيشين تجزيه داراي b۱ و a۱ اگر .a۱ ∨ b۱ = ۱ و
تجزيه داراي b۱ مي پذيريم موضوع کليت از شدن کم بدون نيست. کامل هم بيشين تجزيه داراي b۱ يا a۱ اينرو از است. تناقض که بود
ادامه با .a۲ ∨ b۲ = ۱ و b۱ = a۲ ∧ b۲ که به طوري L مشبکه از b۲ و a۲ سره عناصر دارد وجود اينرو از نباشد. کامل هم بيشين

آورد. به دست a عنصر براي را زير هم بيشين تجزيه هاي مي توان روند همين

a = a۱ ∧ b۱ = a۱ ∧ a۲ ∧ b۲ = a۱ ∧ a۲ ∧ a۳ ∧ b۳ = · · · .

داريم ۵ .۲ لم و aiها ساخت روند به توجه با .ai ⩽ mi که به طوري mi بيشين عنصر دارد وجود i ∈ {۱, ۲, ...} هر براي حال

mi ∨ (
∧

j ̸=i mi) ⩾ ai ∨ (a۱. · · · .ai−۱.bi) = ۱.

داريم: i ∈ {۱, ۲, ...} هر براي نتيجه در .mi ∨ (
∧

j ̸=imi) = ۱ داريم i ∈ {۱, ۲, ...} هر براي بنابراين

mi ∈ Ω(
∧

j⩾i+۱mj) \ Ω(
∧

j⩾imj).

ايستاي غير و صعودي زنجير اينرو از

Ω(
∧

j⩾۱mj) ⫋ Ω(
∧

j⩾۲mj) ⫋ · · · ⫋ Ω(
∧

j⩾nmj) ⫋ · · ·

است. تناقض که داريم را Max(L) باز زير مجموعه هاي از

است. CCF خاصيت داراي ضربي متناهي مشبکه هر (۱) .۸ .۴ نتيجه
است. نيز CCF خاصيت داراي باشد، بيشين عنصر متناهي تعداد داراي که ضربي مشبکه (۲)هر

کنيد. توجه زير مثال به نمي باشد. CCF خاصيت داراي ضربي مشبکه هاي همه ي

ايده آل هاي مجموعه L اگر اين صورت، در باشد. [۰, ۱] يکه بازه روي مقدار حقيقي پيوسته توابع حلقه C([۰, ۱]) کنيد فرض .۹ .۴ مثال
،[۵] بنا به است. ضربي مشبکه يک . و ∨ ، ∧ براي ترتيب به ايده آل ها ضرب و جمع اشتراک، اعمال با L باشد، C([۰, ۱]) حلقه
قضيه به توجه با L ضربي مشبکه پس نيست، نوتري [۰, ۱] توپولوژيک فضاي چون و است توپولوژيک يکريخت [۰, ۱] با Max(L)

نمي باشد. CCF خاصيت داراي ۷ .۴
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Pseudo­irreducible elements in multiplicative lattices
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Abstract: In this paper, we define the concept of pseudo­irreducible elements inmultiplicative lattices and
examine its relationship with other important concepts of multiplicative lattices such as prime elements,
primary elements, andmaximum elements, and thenwith the help of this concept, we define and analyze the
complete comaximal factorization in multiplicative lattices. In particular, we characterize multiplicative
lattices whose every element can be written as a product of pseudo­irreducible and pairwise comaximal
elements.

Keywords: Multiplicative lattice, Pseudo­irreducible element, Comaximal factorization, Complete
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