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تجربي شواهد است. درمان شکست اصلي عوامل از يکي هدفمند، داروهاي و شيمي درماني برابر در تومور مقاومت چکيده:
دهد، رخ تصادفي به طور نيست لازم دارويي، مقاومت به سرطاني سلول هاي پيشرفت که مي دهد نشان اخير سال هاي
فرآيند در درمان از ناشي مقاومت باليني پيامد هاي درک رابطه اين در شود. ايجاد درمان خود توسط است ممکن بلکه
کلي رياضي مدل ابتدا موضوع، اين بررسي براي مقاله اين در مي کند. کمک مناسب راه کارهاي تدوين به شيمي درماني،
مي کنيم. معرفي غير خطي معمولي ديفرانسيل معادلات از دستگاهي به صورت را شيمي درماني فرآيند در دارويي مقاومت
کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد از استفاده با را مختلف حالت سه در مدل پوياي رفتار عددي شبيه سازي آن از پس
سپس مي شود. گرفته نظر در متفاوت دارويي مقاومت القا ضريب با دارو سه اثر بررسي اين در مي دهيم. انجام مربعات

کرد. خواهيم بررسي تومور، رشد کنترل در شده تجويز داروي نوع به توجه با را شبيه سازي ها اين از حاصل نتايج

مربعات. کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد معمولي، ديفرانسيل معادلات سرطان، شيمي درماني، کليدي: واژه هاي

34K28; 49M05; 65K05 رياضي: رده بندي

مقدمه ۱
شاخه هاي از يکي است. آن ها بهبود و کنترل بررسي، براي گام ها اولين از علمي حوزه هاي انواع در عملکرد ها و رفتار ها رياضي بيان توانايي
زمينه هاي جمله از حوزه، اين در است. پزشکي علوم پرداخت، رخ داد ها دقيق تر کنترل و بهتر تحليل به رياضي مدل سازي با مي توان که علم
است سرطان بيماري مي شود، شناخته امروز انسان گرفتاري هاي از يکي و افتاده خطر به آن خاطر به دنيا در نفر هزار صد ها جان که مهم
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اين با مرتبط درمان هاي روند پيشرفت براي فناوري و علوم مختلف رشته هاي در گسترده اي تلاش هاي است لازم ،۲۰۳۰ سال تا سرطاني
.[۱۲] شود انجام بيماري

شده اند، پياده سازي گذشته دهه هاي در که بسياري محاسباتي و رياضي مدل هاي مطالعه سرطان ها، انواع مورد در تحقيقات انجام در
تاثير گذار تر آزمايش هاي سمت به دانشمندان هدايت و جديد پيش بيني هاي و فرضيه ها ايجاد پيچيده، بيماري هاي اين رشد بهتر درک امکان
پاسخ مقاومت و درمان تهاجم، ايمني، ريز محيط، عروق، متابوليسم، تومور، رشد درباره سوالاتي به مي توانند مدل ها واقع، در مي کند. فراهم را

.[۳] دهند
سرطان درمان رياضي مدل براي را (LSSVM)۲مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد داريم قصد مقاله دراين راستا، همين در
ديفرانسيل معادلات از دستگاهي به صورت و شيمي درماني دارو هاي به تومور مقاوم و حساس سلول هاي پاسخ اساس بر که شيمي درماني با
نمونه هايي مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين و (SVM)۳پشتيبان بردار ماشين کنيم. بررسي را [۸] است شده مدل سازي غير خطي معمولي
براساس که است رويکرد هايي و روش ها کشف تنظيم، براي روشي ماشين يادگيري .[۱] هستند شده نظارت ماشين يادگيري رويکرد هاي از
را الگوها شده داده مثال هاي اساس بر تا مي کند تلاش فرآيند شده، نظارت ماشين يادگيري در مي کنند. پيدا يادگيري توانايي کامپيوترها آن ها
خروجي ها هم و ورودي ها هم حالت دراين هستند. ورودي داده هاي برحسب مطلوب خروجي داراي ورودي داده هاي رياضي، بيان به گيرد؛ فرا

.[۱۱ ،۶ ،۱] مي باشند شده مشخص يادگيري فرآيند در
سامويل کرد. ابداع را ماشين يادگيري سامويل آرتور ۱۹۵۹ سال در مي گردد. باز پيش سال ۶۰ از بيش به ماشين يادگيري تاريخچه
از زنجيره اي اما .[۲۰] دارند را برنامه ريزي بدون يادگيري توانايي کامپيوترها آن، در که مي دانست تحقيقات از حوزه اي را ماشين يادگيري
در اکنون که ايده هايي از بسياري مي گردد. باز بيستم قرن اواسط به کلي به طور است، شده  پشتيبان بردار ماشين اختراع به منجر که رويدادها
ارايه الگو تشخيص و کامپيوتري يادگيري براي چرووننکيس و وپينک توسط بار اولين براي مي يابند، توسعه پشتيبان بردار ماشين  چارچوب
اولين و مي باشد خطي طبقه بندي کننده يک است، بهينه جدا کننده صفحه ابر يک واقع در که اوليه پشتيبان بردار ماشين رويکرد .[۲۰] شدند
قرار استفاده مورد با غير خطي، طبقه بندي ايجاد براي راهي همکاران و گيون ۱۹۹۲ سال در شد. معرفي وپنيک توسط ۱۹۶۳ سال در بار
غير خطي حالت براي کورتز و وپينگ توسط ۱۹۹۵ سال در که دادند پيشنهاد را حاشيه بيشترين با صفحه اي ابر کردن پيدا براي هسته دادن

.[۱۹] شد داده تعميم نيز
توسط ۱۹۹۹ سال در که است مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد پشتيبان، بردار ماشين رويکرد از اصلاح شده نسخه يک
مهرکانون توسط ابتدا مربعات، کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد با معمولي ديفرانسيل معادلات حل اما .[۷] شد پيشنهاد واندوال و سويکنز
گرفتند کار به جزيي ديفرانسيل معادلات حل براي را روش اين آن ها ۲۰۱۵ سال در هم چنين .[۹] شد مطرح ۲۰۱۲ سال در همکاران و

.[۱۴ ،۱۳] نموده اند بررسي ديفرانسيل معادلات از ديگر برخي حل براي را رويکرد اين همکاران و پرند نيز اخير سال هاي .[۱۰]
شيمي درماني توصيف براي مختلفي مدل هاي سرطان، نوع و بدن سلول هاي انواع بر شيمي درماني دارو هاي تاثير به توجه با اخير دهه دو در
با شيمي درماني عامل يک حضور در را سرطاني و ايمني طبيعي، سلول هاي بين تعامل همکاران و پيليس ۲۰۰۱ سال در .[۱۲] شده اند ارايه
و پينهو ۲۰۰۲ سال در .[۱۷ ،۱۶] کردند بررسي موردي مطالعه به صورت را مدل اين آن ها ،۲۰۰۳ سال ادامه در و بهينه کنترل از استفاده
همکاران و تسه من سوئي ۲۰۰۷ سال در .[۱۵] کردند بيان مي دهد، توضيح را شيمي درماني تحت متاستاز که تومور پوياي مدل همکاران
.[۲۱] کردند بررسي را شيمي درماني داروي نوع سه به سرطاني سلول هاي مقاومت و پاسخ اساس بر دارويي چند شيمي درماني مدل يک
۲۰۱۴ سال در .[۲] نمودند بيان بدخيم تومور رشد کنترل و تومور‐ايمني تکامل براي را تاخيري مدلي ۲۰۰۸ سال در همکاران و بانرجي
گرين ۲۰۱۹ سال در هم چنين .[۴] شد بررسي همکاران و بورخس توسط پالس و مداوم شيمي درماني درمان اساس بر تومور رشد مدل يک

.[۸] کردند ارايه شيمي درماني دارو هاي به مقاوم و حساس سلول هاي اساس بر مدلي همکاران و
تکامل کلي مدل بررسي به استفاده، مورد بيولوژيکي مفاهيم بيان با ۲ بخش در پرداخت: خواهيم مقاله مطالب از نمايي بيان به حال
بر ۴ بخش در که را مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين ۳ بخش در پرداخت. خواهيم سرطان شيمي درماني فرآيند طول در دارويي مقاومت
عددي شبيه سازي به مدل، در استفاده مورد پارامترهاي و درماني فرآيند بيان با ۵ بخش در مي کنيم. معرفي کرد، خواهيم پياده سازي مدل روي
۶ بخش در را تومور رشد کنترل بررسي در شبيه سازي ها اين از حاصل نتايج هم چنين پرداخت. خواهيم شده بيان مدل از مختلف حالت سه

مي کنيم. تحليل و تجزيه

دارويي مقاومت تکامل رياضي مدل بيان ۲

و پيچيدگي هم باز باشد، بهبود حال در مداوم به طور آن درک اگر حتي است. جهان سراسر در مير و مرگ اصلي علل از يکي سرطان
از بزرگي مجموعه سرطان   .[۳] مي کند درمان غير قابل گاهي و مشکل را سرطان موارد از برخي درمان همواره بيماري ها، از گروه اين نا همگوني
قسمتي در سلول ها حد از بيش رشد نتيجه در و سلول ها از کوچکي گروه يا سلول يک در کليدي ژن هاي جهش با که است پيچيده بيماري هاي
بعدي مراحل در دهند، ادامه خود رشد به موفقيت با سرطاني سلول هاي اين اگر مي گويند. تومور سلول هاي آن به و مي شود شروع بدن از

2Least Squares Support Vectot Machine
3Support Vector Machine
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هنگامي که .[۵] مي شود ناميده رگ زايي فرآيند اين که مي کنند ايجاد خود تغذيه جهت عروقي شبکه يک و کرده حمله اطراف بافت هاي به
و مي شوند تومور محيط در گسترده عروقي شبکه وارد تومور سلول هاي اغلب مي شود، محدود تومور محيط تحمل ظرفيت توسط تومور رشد
تومور نوع همان از (متاستاز) ثانويه تومور مي گويند؛ متاستاز روند اين به که مي روند پيش بدن ديگر مناطق به خون گردش دستگاه طريق از

.[۱۲] است اوليه
کردن ريشه کن گاهي و تومور رشد کردن محدود براي درماني روش چندين از سرطان درمان در متخصص پزشکان حاضر، حال در
راه کار هاي نوع و بيمار سن تشخيص، هنگام در سرطان رشد مرحله و نوع به شدت به بيماران بقاي ميزان حال اين با مي کنند. استفاده سرطان
درماني هورمون و ايمونوتراپي پرتو درماني، شيمي درماني، جراحي، شامل سرطان مهار براي معمول درمان هاي دارد. بستگي شده اتخاذ درماني
هم با درماني حالت چندين از بيماري، مجدد بازگشت احتمال از جلوگيري و سرطان کامل کردن ريشه کن به منظور موارد از بسياري در است.

.[۱۲] مي شود استفاده نيز ترکيبي، درمان به عنوان متناوب به صورت يا

شيمي درماني ۱ .۲

دارو ها مختلف انواع از استفاده شامل و مي گيرد قرار استفاده مورد سرطان انواع مديريت براي که است رايج درماني روش يک شيمي درماني
مقايسه در مي شود. آن ها سلولي مرگ به منجر و داده کاهش را سرطاني سلول هاي غير طبيعي تکثير روش اين است. دارويي ترکيبات يا
توسط درمان شيمي درماني، در شوند، موضعي نظر مورد ناحيه در مي توانند که پرتو درماني يا جراحي مانند سرطان، درمان روش هاي ساير با
مي شوند. منتقل خون گردش دستگاه طريق از عوامل اين که مي شود تسهيل سلول ها براي دارو) از ناشي مرگ (نرخ ۴ سيتوتوکسيک عوامل
نگراني توجهي قابل به طور امر اين برسانند. آسيب سالم سلول هاي تمام به مي توانند اما نيستند موضعي جانبي عوارض داراي گرچه اين رو از
شيمي درماني، دارو هاي حد از بيش استفاده نهاني جانبي عوارض مي دهد. افزايش را زمينه اين در استفاده مورد دارو هاي ميزان و نوع مورد در
حداقل به را جانبي عوارض و شود حاصل اطمينان دارو ها بهينه استفاده از تا دارد دارو دوز تجويز راه کار هاي مورد در دقيق تر تحقيقات به نياز

.[۱۲] رساند حداکثر به را درمان براي مطلوب اثرات و

طبيعي. سلول هاي و سرطاني سلول هاي بر شيمي درماني داروي اثر :۱ شکل

استفاده درمان براي که شيمي درماني داروهاي برابر در اغلب تومور سلول هاي که است اين شيمي درماني با مرتبط مهم مشکلات ديگر از
ذاتي، يا پيش موجود از مقاومت در کرد؛ طبقه بندي اکتسابي و پيش موجود از دسته دو به مي توان را مقاومت مي دهند. نشان مقاومت مي شوند،
دوره طول در دارويي مقاومت اکتسابي، دارويي مقاومت در حاليکه در است درمان شروع در دارو به مقاوم سلول هاي از زير جمعيتي داراي تومور
بيان متمايز پديده دو براي واقع در اکتسابي مقاومت اصطلاح مي شود. ايجاد بوده اند، دارو به حساس ابتدا در که سلول هايي جهت از درمان
دوره طول در تصادفي به طور يا خود به خود به طور که دارد وجود مقاومتي طرف، يک از مي کند؛ پيچيده را اکتسابي مقاومت مطالعه و مي شود
مقاومت ديگر، سوي از مي آيد. به دست تصادفي، غيرژنتيکي جاندار) يک بارز (ويژگي هاي فنوتيپ تغيير يا ژنتيکي جهش هاي نتيجه در درمان،
زيرا دارند، را مقاومت القاي توانايي داروها از برخي حداقل که دارد وجود قوي شواهد سرطان، مورد در شود. ايجاد نيز دارو خود توسط مي تواند
ايجاد سيتوتوکسيک سرطان شيمي درماني هاي توسط مي توانند ،DNA ترتيب و توالي در ماندگار و دائمي تغيير واقع در يا ژنومي جهش هاي

.[۸] شوند
4Cytotoxicity
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دارويي مقاومت گرفتن نظر در با تومور پوياي مدل ۲ .۲
شامل سرطان پويايي مي شود. استفاده سرطان کنترل و پيشرفت شروع، در کلي فرآيند به اشاره براي سرطان پويايي اصطلاح از
و پيچيده اي پديده هاي چنين تحليل و تجزيه مي گيرد؛ قرار هم با مرتبط بيولوژيکي عامل چندين تاثير تحت و است پيچيده اي ساختار هاي

پذيرد. صورت موثر به طور مناسب رياضي مدل هاي از استفاده با مي تواند چند گانه، پارامتر هاي تاثير با درهم آميزي هم چنين
پويايي بخش، اين در مي دهد. جاي خود در را درماني مداخله به پاسخ مختلف درجات با ناهمگن سلول هاي تومور، ريز محيط يک در
مي شود بررسي است، شده طبقه بندي شيمي درماني دارو هاي به آن ها پاسخ اساس بر که سلولي مختلف جمعيت هاي به توجه با تومور کلي
اين مدل، مي شود. معرفي درمان طول در دارويي مقاومت تکامل توصيف براي کلي مدل سازي چارچوب يک اساس اين بر .[۱۸ ،۱۲ ،۸]
تشکيل تومور مدل اين در شود. ايجاد درمان فرآيند توسط يا باشد تصادفي رويداد هاي از ناشي مي تواند مقاومت که مي دهد نشان را واقعيت
حاليکهسلول هاي در هستند درمان مستعد کاملاًًً حساس سلول هاي مي شود. گرفته نظر در (R) مقاوم و (S) حساس سلول نوع دو از شده
معادله دو با دستگاهي از دارو، از ناشي و تصادفي مقاومت دو هر نقش تحليل و تجزيه براي مي گيرند. قرار درمان تاثير تحت کم تر مقاوم،

:[۸] کرد استفاده مي توان زير به صورت R و S جمعيت هاي زير پويايي توصيف براي معمولي ديفرانسيل
∂S
∂t

= r
(

۱ − S+R
κ

)
S −

(
ϵ+ αu(t)

)
S − du(t)S + υR;

∂R
∂t

= rR

(
۱ − S+R

κ

)
R +

(
ϵ+ αu(t)

)
S − dRu(t)R− υR.

(۱ .۲)

۰؛ ≤ rR < r که مي کنيم فرض کار ادامه در هستند. rR و r جداگانه  ذاتي رشد نرخ  داراي به ترتيب کدام هر R و S سلول هاي
نيز تجربي شواهد توسط که است فرضي اين مي کنند. رشد غيرمقاوم سلول هاي از کندتر مقاوم سلول هاي که مي کند بيان سادگي به اين
رياضي، نظر از کرد. توصيف

(
ϵ+ αu(t)

)
S شکل به خالص عبارت يک با مي توان را مقاوم به حساس سلول هاي تبديل مي شود. تاييد

مقاومت خود به خود تکامل مي کند. توصيف را مقاومت القاي بر درمان اثر است، t زمان در دارو موثر دوز u(t) آن در که ،αu(t)S عبارت
شود. ايجاد درمان غياب در حتي مقاومت مي دهد اجازه که است شده گرفته نظر در ϵS به صورت

مشابهي بخش شيمي درماني، در دارو از معين دوز يک که است شده مدل سازي سرطاني سلول هاي مرگ از فرضيه اين با درمان اثرات
بنابراين است؛ (d, dR) دارو از ناشي مرگ متفاوت نرخ داراي سلول نوع هر مي برد. بين از تومور اندازه به توجه بدون را تومور سلول هاي از
مجدد حساسيت نشان دهنده ،υR يعني ،(۱ .۲) معادلات دستگاه در عبارت آخرين .۰ ≤ dR < d داريم مقاومت دقيق توصيف براي

مي باشد. υ > ۰ اين صورت غير در و υ = ۰ برگشت، غير قابل مقاومت براي است. دارو به سرطاني سلول هاي

مدل بي بعد سازي ۳ .۲
جديد متغيرهاي شود. ساده مدل تحليل تا مي دهد نشان دستگاه پويايي در را مشخص ويژگي هاي و تعميم را مدل معادلات، بي بعد سازي
دستگاه درک براي حال .[۱۲ ،۸] شود مقياس مجدداًً و باشد واحد بدون حاصل معادله که مي شوند انتخاب گونه اي به بي بعد سازي براي
ظرفيت و R و S مجدد اندازه گيري با مي دهيم. کاهش بي بعد سازي طريق از را پارامترها تعداد دارويي، مقاومت تکامل از (۱ .۲) معادلات

داريم: ،r حساس سلول رشد نرخ با t زمان در آن ها κ مشترک حمل

S̃(τ) =
۱
κ
S(

۱
r
τ);

R̃(τ) =
۱
κ
R(

۱
r
τ).

(۲ .۲)

نوشت: زير فرم به مي توان را (۱ .۲) معادلات دستگاه بنابراين
∂S
∂t

=
(

۱ − (S +R)
)
S −

(
ϵ+ αu(t)

)
S − du(t)S + υR;

∂R
∂t

= pr
(

۱ − (S +R)
)
R +

(
ϵ+ αu(t)

)
S − dRu(t)R− υR.

(۳ .۲)

آن جا از شوند. مقياس ۱
r

اساس بر بايد dR و d ،υ ،α ،ϵ به طوري که شده اند برچسب گذاري مجدداً بي بعد سازي با انطباق جهت t و R ،S
،υ ،α ،ϵ اين که به توجه با هم چنين بود؛ خواهد [۰, ۱) بازه در نيز ،pr يعني نسبي مقاوم جمعيت رشد نرخ مي باشد، [۰, r) بازه در rR که

گرفت. خواهند قرار [۰, ۱) بازه در بنابراين شده اند، مقياس ۱
r

اساس بر dR و d
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مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين ۳

حل در .[۲۲ ،۹ ،۷] است شده بررسي نظارت بدون يادگيري مسايل و رگرسيون طبقه بندي، براي مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين
مي شود ارايه بسته فرم به صورت تقريبي جواب ابتدا مربعات، کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد از استفاده با معمولي ديفرانسيل معادلات

.[۱۹] است شده ارايه مناسب خطاي تابع يک رساندن حداقل به براي آن پارامترهاي که

محاسبه خطاي ei و داريم را yi ∈ R خروجي داده هاي و xi ∈ R ورودي داده هاي با
{
xi, yi

}N

i=۱ آموزشي مجموعه کنيد فرض
ماشين اوليه فرمول است. ŷ(x) = wφ(x) + b فرم به y(x) تابع تخمين رگرسيون، مساله در هدف مي باشد. (xi, yi) گره در شده

نوشت: زير به صورت مي توان را رگرسيون براي مربعات کمترين پشتيبان بردار

Min
۱
۲
w۲ +

γ

۲

N∑
i=۱

e۲
i

S. to : yi = wφ(xi) + b+ ei, i = ۱, ۲, . . . , N,

(۱ .۳)

مقاله اين در شود. انتخاب غيرخطي يا خطي مي تواند φ تابع هم چنين مي آيند. به دست بهينگي شرايط از b و w مجهول هاي به طوري که
هم چنين مي بريم. به کار را K(x, y) = exp (

−||x−y||۲
۲

σ۲ ) گاوسي هسته ،K(x, y) = φ(x)φ(y) هسته ترفند از استفاده با ما
.∇m

n K(x, y) = φ(n)(x)φ(m)(y) :[۹] داريم ∇m
n ≡ ∂n+m

∂xn∂ym
نماد گرفتن نظر در با نيز مشتق محاسبه براي

مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد پياده سازي ۴

به طور را شيمي درماني داروي زماني، دوره يک طول در بيمار يعني مي شود؛ گرفته نظر در ثابت دارو دوز با تومور پوياي مدل مطالعه اين در
جمعيت و S(۰) اوليه حساس جمعيت ابتدا، در اين که به توجه با مي شود. انجام پيوسته زماني دامنه يک در دارو تزريق و مي کند دريافت مداوم
مدل غير خطي معمولي ديفرانسيل معادلات دستگاه رويکرد اين در مي باشد. اوليه مقدار مساله يک مساله، نتيجه در داريم را R(۰) اوليه مقاوم
Ŝ(t) = wSφ(t) + bS شکل به تقريبي جواب هاي فرض با مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين پايه بر بهينه سازي مساله يک به را
غير خطي معمولي ديفرانسيل معادلات دستگاه  با متناظر بهينه سازي مساله پايه، اين بر مي کنيم. فرمول بندي R̂(t) = wRφ(t) + bR و

نوشت: زير فرم به مي توان را است اوليه مقدار مساله يک که (۳ .۲)

Min
۱
۲

(
w۲

S + w۲
R

)
+

γ

۲

(
e۲
Si
+ e۲

Ri
+ ξ۲

Si
+ ξ۲

Ri

)
S. to : wSφ

′(ti) = f
(
ti, Si, Ri

)
+ eSi

, i = ۲, . . . , N ;

wRφ
′(ti) = g

(
ti, Si, Ri

)
+ eRi

, i = ۲, . . . , N ;

wSφ(t۱) + bS = p;

wRφ(t۱) + bR = q;

Si = wSφ(ti) + bS + ξSi
, i = ۲, . . . , N ;

Ri = wRφ(ti) + bR + ξRi
, i = ۲, . . . , N.

(۱ .۴)
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است: زير به صورت (۱ .۴) بهينه سازي مساله براي لاگرانژ تابع

L
(
wS, wR, bS, bR, eSi

, eRi
, ξSi

, ξRi
, Si, Ri;αSi

, αRi
, ηSi

, ηRi
, βS, βR

)
=

۱
۲

(
w۲

S + w۲
R

)
+

γ

۲

(
e۲
Si
+ e۲

Ri
+ ξ۲

Si
+ ξ۲

Ri

)
−

N∑
i=۲

αSi

(
wSφ

′(ti)− f
(
ti, Si, Ri

)
− eSi

)
− βS

(
wSφ(t۱) + bS − p

)
−

N∑
i=۲

αRi

(
wRφ

′(ti)− g
(
ti, Si, Ri

)
− eRi

)
− βR

(
wRφ(t۱) + bR − q

)
−

N∑
i=۲

ηSi

(
Si − wSφ(ti)− bS − ξSi

)
−

N∑
i=۲

ηRi

(
Ri − wRφ(ti)− bR − ξRi

)
,

(۲ .۴)

داريم: KKT بهينگي شرايط از استفاده با حال هستند. لاگرانژ ضرايب βR و βS ،
{
αSi

, αRi
, ηSi

, ηRi

}N

i=۲ آن در که



wS =
N∑
i=۲

αSi
φ′(ti) + βSφ(t۱)−

N∑
i=۲

ηSi
φ(ti);

wR =
N∑
i=۲

αRi
φ′(ti) + βRφ(t۱)−

N∑
i=۲

ηRi
φ(ti);

N∑
i=۲

ηSi
− βS = ۰;

N∑
i=۲

ηRi
− βR = ۰;

eSi
= −αSi

γ
, i = ۲, . . . , N ;

eRi
= −αRi

γ
, i = ۲, . . . , N ;

ξSi
= −ηSi

γ
, i = ۲, . . . , N ;

ξRi
= −ηRi

γ
, i = ۲, . . . , N ;

αSi

(
∂f
(
ti,Si,Ri

)
∂Si

)
− ηSi

= ۰, i = ۲, . . . , N ;

αRi

(
∂g
(
ti,Si,Ri

)
∂Ri

)
− ηRi

= ۰, i = ۲, . . . , N ;

f
(
ti, Si, Ri

)
= wSφ

′(ti)− eSi
, i = ۲, . . . , N ;

g
(
ti, Si, Ri

)
= wRφ

′(ti)− eRi
, i = ۲, . . . , N ;

wSφ(ti) + bS + ξSi
− Si = ۰, i = ۲, . . . , N ;

wRφ(ti) + bR + ξRi
−Ri = ۰, i = ۲, . . . , N ;

p = wSφ(t۱) + bS;

q = wRφ(t۱) + bR.

(۳ .۴)
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دستگاه حل از دوگان مساله پاسخ .[۱۹] مرسر قضيه بردن به کار و wR و wS ،
{
eSi

, eRi
, ξSi

, ξRi

}N

i=۲ اوليه متغير هاي حذف با
مي آيد: به دست زير به صورت KKT شرايط از حاصل

(۴ .۴)

Ω̂۱
۱ Ω۱

۰ hT
۱ oN−۱ ON−۱×N−۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰(

Ω۱
۰
)T

Ω̂۰
۰ hT

۰ lN−۱ −IN−۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
h۱ h۰ Ω̃۰

۰ ۱ oT
N−۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

oT
N−۱ lTN−۱ ۱ ۰ oT

N−۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
DS IN−۱ oN−۱ oN−۱ ON−۱×N−۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ Ω̂۱
۱ Ω۱

۰ hT
۱ oN−۱ ON−۱×N−۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ Ω۱
۰ Ω̂۰

۰ hT
۰ lN−۱ −IN−۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ h۱ h۰ Ω̃۰
۰ ۱ oT

N−۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ oT

N−۱ lTN−۱ ۱ ۰ oT
N−۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ DR IN−۱ oN−۱ oN−۱ ON−۱×N−۱





αS

ηS

βS

bS
S
αR

ηR

βR

bR
R


=



fS
oN−۱

p
۰

oN−۱
gR

oN−۱
q
۰

oN−۱


به طوري که،

h۱ =
[
Ω۱

۰
]
i,۱ =

[[
Ω۱

۰
]

۲,۱,
[
Ω۱

۰
]

۳,۱, . . . ,
[
Ω۱

۰
]
N,۱

]
, Ω̂۱

۱ = Ω۱
۱ + IN−۱/γ,

h۰ =
[
Ω۰

۰
]
i,۱ =

[[
Ω۰

۰
]

۲,۱,
[
Ω۰

۰
]

۳,۱, . . . ,
[
Ω۰

۰
]
N,۱

]
, Ω̂۰

۰ = Ω۰
۰ + IN−۱/γ,

fS =
[
f
(
t۲, S۲, R۲

)
, f

(
t۳, S۳, R۳

)
, . . . , f

(
tN , SN , RN

)]T
,

gR =
[
g
(
t۲, S۲, R۲

)
, g
(
t۳, S۳, R۳

)
, . . . , g

(
tN , SN , RN

)]T
,

f ′S =

[
∂f
(
t,S,R

)
∂S

∣∣∣∣∣
t=t۲,S=S۲

,
∂f
(
t,S,R

)
∂S

∣∣∣∣∣
t=t۳,S=S۳

, . . . ,
∂f
(
t,S,R

)
∂S

∣∣∣∣∣
t=tN ,S=SN

]
,

g′
R =

[
∂g
(
t,S,R

)
∂R

∣∣∣∣∣
t=t۲,R=R۲

,
∂g
(
t,S,R

)
∂R

∣∣∣∣∣
t=t۳,R=R۳

, . . . ,
∂g
(
t,S,R

)
∂R

∣∣∣∣∣
t=tN ,R=RN

]
,

αS =
[
αS۲ , αS۳ , . . . , αSN

]T
, , ηS =

[
ηS۲ , ηS۳ , . . . , ηSN

]T
, oN−۱ =

[
۰, ۰, . . . , ۰

]T
,

αR =
[
αR۲ , αR۳ , . . . , αRN

]T
, ηR =

[
ηR۲ , ηR۳ , . . . , ηRN

]T
, lN−۱ =

[
۱, ۱, . . . , ۱

]T
,

Ω̃۰
۰ =

[
Ω۰

۰
]

۱,۱, ON−۱×N−۱ = oN−۱ × oT
N−۱, DR = diag

(
g′
R

)
, DS = diag

(
f ′S
)
,

[Ωm
n ]i,j = ∇m

n K(ti, tj), n,m ∈ {۰, ۱}.

آورد: به دست زير به صورت را R و S تقريب مي توان مساله مجهولات محاسبه با

Ŝ(t) =
N∑
i=۲

αSi
[∇۰

۱K](ti, t)−
N∑
i=۲

ηSi
[∇۰

۰K](ti, t) + βS[∇۰
۰K](t۱, t) + bS;

R̂(t) =
N∑
i=۲

αRi
[∇۰

۱K](ti, t)−
N∑
i=۲

ηRi
[∇۰

۰K](ti, t) + βR[∇۰
۰K](t۱, t) + bR.

(۵ .۴)

درمان اثر بخشي بر القا تاثير و درمان فرآيند ۵

با سنتي درمان نسبي موفقيت بر توجهي قابل تاثير است، شده داده نشان α با که (۳ .۲) معادله در مقاومت القاي ضريب خاص، به طور
نرخ (يعني يکسان سيتوتوکسيک پتانسيل با دارو سه درماني، برنامه هاي طراحي در مقاومت القاي نقش کيفي دادن نشان براي دارد. ثابت دوز
عدم به مربوط α = ۰ پارامتر هستند. مقاومت القاي از مشخصي سطح داراي کدام هر که مي گيريم نظر در را دارو) از ناشي مرگ يکسان
مفهوم بين مقايسه امکان مورد اين گرفتن نظر در بنابراين مي شود). مشخص فنوتيپ حفظ داروي (به عنوان است درمان از ناشي مقاومت

.[۸] مي کند فراهم را (α > ۰) دارو از ناشي مقاومت و (α = ۰) مقاومت سمت به تصادفي تکامل سنتي
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سلول هاي از کمي تعداد توسط سرطان که مي کنيم فرض شود. مشخص بايد درماني فرآيند يک مقاومت، القاي کميت اثرات تعيين براي
داريم: و مي دهيم نشان V (t) با t زمان در را تومور حجم مي شود. شروع R(۰) = R۰ و S(۰) = S۰

V (t) = S(t) +R(t).

به طور کلي مي شود. داده نشان td با Vd به رسيدن زمان شود. شناسايي Vd خاص حجم زماني که تا مي کند پيشرفت درمان بدون تومور سپس
جمعيت يک ،ϵ > ۰ فرض با که باشيد داشته توجه دارد. بستگي مي شوند ظاهر (۳ .۲) ديفرانسيل معادلات دستگاه در که پارامترهايي تمام به
زماني که تا شد خواهد اعمال مي شود، داده نشان ،u(t) دارو موثر دوز با که درمان سپس داشت. خواهد وجود درمان شروع در صفر غير مقاوم

.[۸] مي دانيم درمان در شکست را آن ما که برسد Vc بحراني اندازه به تومور

عددي[۸]. شبيه سازي استفاده مورد پارامترهاي :۱ جدول

ابعاد) گرفتن نظر در مقدار(بدون بيولوژِکي تفسير پارامتر
۱۰−۲ اوليه حساس سلول هاي جمعيت S۰

۰ اوليه مقاوم سلول هاي جمعيت R۰
۱۰−۱ تشخيص قابل تومور حجم Vd

۱۰−۶ زمينه پس جهش نرخ ϵ
۱ حساس سلول هاي سيتوتوکسيک d

۱۵ × ۱۰−۱ ثابت درماني دوز u(t)

عددي شبيه سازي نتايج ۶
در عددي شبيه سازي به مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين رويکرد پياده سازي روند و ۱ جدول در موجود پارامترهاي از استفاده با حال

پرداخت. خواهيم کلي مدل از متفاوت حالت سه

اول حالت ۱ .۶
به صورت مقاوم، سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب هم چنين و مقاوم سلول هاي مرگ نرخ گرفتن نظر در بدون مدل وضعيت، اين در

مي آيد: به دست زير شکل به آن رياضي نمايش اين صورت در مي شود. گرفته نظر در dR = υ = ۰
∂S
∂t

= f(t, S, R), S(۰) = p;

∂R
∂t

= g(t, S, R), R(۰) = q

(۱ .۶)

به طوري که
f(t, S, R) :=

(
۱ − (S +R)

)
S −

(
ϵ+ αu(t)

)
S − du(t)S;

g(t, S, R) := pr
(

۱ − (S +R)
)
R−

(
ϵ+ αu(t)

)
S.

مقاومت القاي ضرايب با شيمي درماني داروي سه و pr مقاوم سلول هاي رشد نرخ دو گرفتن نظر در با را حالت اين عددي شبيه سازي
نرخ و القا ضرايب از کردن صرف نظر با است شده داده نشان ۳ و ۲ نمودارهاي در که همان گونه بنابراين داد. خواهيم انجام α متفاوت
به R(t) مقاوم سلول هاي در حالي که مي کنند؛ ميل صفر به شيمي درماني دارو هاي اثر در زمان گذشت با S(t) حساس سلول هاي رشد،
تکامل به صورت شيمي درماني دارو هاي اثر در مقاوم به حساس سلول هاي تبديل هم چنين و مجدد برگشت پذيري و مرگ نرخ وجود عدم دليل
داروي تزريق از پس است مقاوم و حساس سلول هاي شامل که تومور کل حجم بنابراين دارند. افزايش به رو و صعودي سير خودبه خودي،
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را آن ما که برسد Vc = ۰٫۹ بحراني، حجم به که زماني تا کرد خواهد رشد به شروع مجدد دارو، آن القاي ضريب به توجه با شيمي درماني
مي ناميم. درمان در شکست

کاهش شيمي درماني، داروي تزريق از پس تومور کنترل زمان α > ۰ تا α = ۰ از القا ضريب افزايش با که مي شود مشاهده هم چنين
اساسي نقشي القا ضريب بنابراين مي باشد. α = ۰٫۲ که است زماني از بيشتر تومور کنترل زمان است α = ۰٫۰۵ زماني که مي کند؛ پيدا
رشد نرخ افزايش، با که مي شود مشاهده ۳ و ۲ نمودار هاي به توجه با داشت. خواهد شيمي درماني با درمان طول در تومور رشد کنترل در
و مي کند پيدا کاهش ،Vc = ۰٫۹ بحراني، حجم و Vd = ۰٫۱ تشخيص، قابل حجم تا تومور رشد زمان ۰٫۸ تا ۰٫۲ از مقاوم سلول هاي

مي يابد. افزايش توجهي قابل به صورت تومور رشد

.pr = ۰٫۲ رشد نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۲ شکل

.pr = ۰٫۸ رشد نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۳ شکل
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دوم حالت ۲ .۶

است. υ = ۰ و ۰ ≤ dR < ۱ يعني مقاوم، سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب بدون و مقاوم سلول هاي مرگ نرخ داراي مدل
مي باشد: زير شکل به معادله بنابراين

∂S
∂t

= f(t, S, R), S(۰) = p;

∂R
∂t

= g(t, S, R), R(۰) = q

(۲ .۶)

به طوري که
f(t, S, R) :=

(
۱ − (S +R)

)
S −

(
ϵ+ αu(t)

)
S − du(t)S;

g(t, S, R) := pr
(

۱ − (S +R)
)
R−

(
ϵ+ αu(t)

)
S − dRu(t)R.

کمک به مقاوم سلول هاي براي متفاوت dR مرگ نرخ دو همراه به pr رشد نرخ دو گرفتن نظر در با را حالت اين در عددي شبيه سازي
دوم حالت در اين که به توجه با داد. خواهيم انجام Vc تومور بحراني حجم دو در α متفاوت مقاومت القاي ضرايب با شيمي درماني داروي سه
مشاهده ۷ تا ۴ نمودارهاي در مي توانيم است، صفر آن ها مجدد برگشت پذيري ضريب و دارد قرار [۰, ۱) بازه در مقاوم سلول هاي مرگ نرخ
ميل صفر به مقاوم، سلول هاي به تبديل و حساس سلول هاي مرگ نرخ دليل به اول حالت مانند S(t) حساس سلول هاي رشد روند که کنيم
است dR = ۰٫۰۱ هنگامي که است؛ متفاوت مقاوم سلول هاي مرگ نرخ به توجه با R(t) مقاوم سلول هاي رشد روند در حاليکه مي کند.
روند بالاتر، مرگ نرخ دليل به dR = ۰٫۱ هنگامي که اما کرد خواهد حفظ را خود صعودي سير و داشت نخواهد اول حالت با زيادي تفاوت

شد. خواهد آغاز ديرتر رشد
α = ۰ از القا ضريب افزايش با که مي شود مشاهده نمودارها به توجه با نيز حالت اين در کرديم، مشاهده اول حالت در که آن چه مانند
بيشتر تومور کنترل زمان است α = ۰٫۰۵ زماني که مي کند؛ پيدا کاهش شيمي درماني، داروي تزريق از پس تومور کنترل زمان α > ۰ تا
افزايش با هم چنين داشت. خواهد شيمي درماني با درمان طول در تومور رشد کنترل در اساسي نقشي القا، ضريب بنابراين است، α = ۰٫۲ از
رشد و يافته کاهش ،Vc بحراني حجم و Vd = ۰٫۱ تشخيص، قابل حجم تا تومور رشد زمان ۰٫۸ تا ۰٫۲ از مقاوم سلول هاي رشد نرخ

مي يابد. افزايش توجهي قابل به صورت تومور

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۲ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۴ شکل
.Vc = ۰٫۹ تومور بحراني حجم و dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي
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مرگ نرخ ،pr = ۰٫۲ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۵ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۸ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۶ شکل
.Vc = ۰٫۹ تومور بحراني حجم و dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي
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مرگ نرخ ،pr = ۰٫۸ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۷ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي

سوم حالت ۳ .۶
[۰, ۱) بازه در υ و dR يعني مقاوم، سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب و مقاوم سلول هاي مرگ نرخ گرفتن نظر در با حالت اين در

مي شود: بيان زير شکل به معادله بنابراين مي پردازيم. مطالعه به
∂S
∂t

= f(t, S, R), S(۰) = p;

∂R
∂t

= g(t, S, R), R(۰) = q

(۳ .۶)

به طوري که
f(t, S, R) :=

(
۱ − (S +R)

)
S −

(
ϵ+ αu(t)

)
S − du(t)S + υR;

g(t, S, R) := pr
(

۱ − (S +R)
)
R−

(
ϵ+ αu(t)

)
S − dRu(t)R− υR.

متفاوت υ مجدد برگشت پذيري ضريب دو و dR مرگ نرخ دو همراه به pr رشد نرخ دو گرفتن نظر در با را حالت اين عددي شبيه سازي
خواهيم انجام Vc تومور بحراني حجم دو در α متفاوت مقاومت القاي ضرايب با شيمي درماني داروي سه کمک به مقاوم سلول هاي براي
در مي توانيم دارد، قرار [۰, ۱) بازه در آن ها مجدد برگشت پذيري ضريب و مقاوم سلول هاي مرگ نرخ سوم حالت در اين که به توجه با داد.
و حساس سلول هاي مرگ نرخ دليل به دوم و اول حالت مانند S(t) حساس سلول هاي رشد روند که کنيم مشاهده ۱۳ تا ۸ نمودارهاي
مقاوم سلول هاي مرگ نرخ به توجه با R(t) مقاوم سلول هاي رشد روند که است در حالي اين مي کند؛ ميل صفر به مقاوم سلول هاي به تبديل
کنترل بيشتر دوم و اول حالت نسبت به مقاوم سلول هاي حجم به طور کلي اما است. متفاوت آن ها، مختلف مجدد برگشت پذيري ضريب و
حجم به رسيدن از قبل تومور است، pr = ۰٫۲ با dR = υ = ۰٫۰۱ هنگامي که هم چنين است. صعودي سير داراي آن از پس و مي شود

است. مشاهده قابل ۹ شکل نمودارهاي در که همان گونه مي شود، ثابت کاملاً بحراني
α = ۰ از القا ضريب افزايش با مي شود مشاهده نمودارها به توجه با نيز حالت اين در کرديم، مشاهده دوم و اول حالت در که آن چه نظير
از بيشتر تومور کنترل زمان است α = ۰٫۰۵ وقتي مي کند؛ پيدا کاهش شيمي درماني، داروي تزريق از پس تومور کنترل زمان α > ۰ تا
هم چنين داشت. خواهد را شيمي درماني با درمان طول در تومور رشد کنترل در اساسي نقشي القا، ضريب بنابراين است؛ α = ۰٫۲ وضعيت
پيدا کاهش Vc بحراني حجم و Vd = ۰٫۱ تشخيص قابل حجم تا تومور رشد زمان ۰٫۸ تا ۰٫۲ از مقاوم سلول هاي رشد نرخ افزايش با

مي يابد. افزايش توجهي قابل به صورت تومور رشد و مي کند
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مرگ نرخ ،pr = ۰٫۲ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۸ شکل
.Vc = ۰٫۹ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۲ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۹ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي
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مرگ نرخ ،pr = ۰٫۲ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۱۰ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۸ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۱۱ شکل
.Vc = ۰٫۹ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي



۴۰۱ سرطان شيمي درماني طول در دارويي مقاومت تکامل رياضي مدل عددي بررسي

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۸ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۱۲ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۰۱ مقاوم سلول هاي

مرگ نرخ ،pr = ۰٫۸ نرخ با تومور رشد روند بر متفاوت القا ضرايب با دارو سه تاثير و مقاوم و حساس سلول هاي رشد روند :۱۳ شکل
.Vc = ۰٫۲ تومور بحراني حجم و υ = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي مجدد برگشت پذيري ضريب ،dr = ۰٫۱ مقاوم سلول هاي

نتيجه گيري ۷

متفاوت حالت سه به که شيمي درماني طول در دارويي مقاومت توصيف براي کلي مدل سازي چارچوب شبيه سازي مقاله اين در اصلي هدف
کلي مدل معرفي به بيولوژيکي مفاهيم بيان با ابتدا بنابراين مي باشد. مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين از استفاده با است، شده داده تعميم
را رويکرد اين مربعات کمترين پشتيبان بردار ماشين معرفي با ادامه در پرداختيم. سرطان شيمي درماني فرآيند طول در دارويي مقاومت تکامل
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را کلي مدل از مختلف حالت سه روي بر روش اين پياده سازي نتايج درمان فرآيند بيان با انتها در و پياده سازي مدل معادلات دستگاه روي بر
.[۸] است بوده مدل اين از انتظار مشابه کاملاًً که کرديم بررسي
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Abstract: Tumor resistance to chemotherapy and targeted drugs is one of the main factors of treatment
failure. Experimental evidence in recent years shows that the progression of cancer cells to drug resistance
does not have to happen by chance, but may be caused by the treatment itself. In this regard, understand­
ing the clinical consequences of resistance caused by treatment in the process of chemotherapy helps to
develop appropriate solutions. In this paper, to investigate this issue, we first introduce the general mathe­
matical model of drug resistance in the chemotherapy process in the form of a device of nonlinear ordinary
differential equations. Then we perform the numerical simulation of the dynamic behavior of the model in
three different cases using the least squares support vector machine approach. In this study, the effects of
three drugs with different drug resistance induction coefficients are considered. Finally, we will examine
the results of these simulations according to the type of drug prescribed in tumor growth control.

Keywords: Chemotherapy, Cancer, Ordinary Differential Equations, Least Squares Support Vector
Machine approach.
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