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يک شرايطي چنين در باشيم. داشته بيمار هر روي بر اندازه گيري چندين است ممکن پزشکي مطالعات برخي در چکيده:
متغير چندين براي است ممکن طولي داده هاي اين گاهي است. داده ها مدل سازي در تصادفي اثرات کارگيري به روش،
موجب رويکردي چنين اما کرد مدل بندي مجزا صورت به را پاسخ ها مي توان چه اگر حالت اين در شود، اندازه گيري پاسخ
تحليل بر علاوه مدل هايي چنين در مي گردد. پاسخ متغير روي کمکي متغيرهاي اثرات برآورد در کارايي و توان کاهش
جمله از شود. مدل بايد نيز پاسخ ها بين وابستگي پاسخ، متغيرهاي از هريک به مربوط مکرر اندازه هاي بين وابستگي
است، کرده جلب خود به متغيره چند داده هاي مدل سازي براي را محققان از بسياري توجه اخير سال هاي در که روش هايي
چند مدل سازي به نسبت مفصل تابع بکارگيري مزيت هاي مهمترين از است. مفصل تابع از استفاده با داده ها مدل سازي
عنوان به را نرمال از غير ديگري توزيع هر نرمال توزيع بر علاوه مي توان است اين کلاسيک روش به داده ها طولي متغيره
در باشند. داشته متفاوتي توزيع هاي مي توانند حتي حاشيه اي توزيع هاي همچنين گرفت. نظر در حاشيه اي توزيع هاي
مفصل هاي از استفاده چندمتغيره توزيع هاي تشکيل راه هاي از يکي باشند داشته متغيره چند ساختاري داده ها که شرايطي
طولي ساختار واين جفتي مفصل هاي کمک به مختلف مفصل هاي تابع از استفاده با مطالعه اين در ما است. واين جفتي
مي کنيم. مقايسه متغيره چند نرمال مفصل تابع برازش از حاصل مدل با را مدل ها اين و مي دهيم تشکيل را چندمتغيره اي
برآورد داده هاي روي بر را شده ارائه مدل پايان در و کرده معرفي آکائيک اطلاع معيار از استفاده با را مدل بهترين سپس

گرفت. خواهيم کار به نوزادان رشد بر تغذيه اثر
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۴۴۹ واين جفتي مفصل توابع از استفاده با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي

مقدمه ۱

ايجاب زنده، موجودات به وابسته اطلاعات و کلينيکي آزمايش هاي جمله از مختلف، علوم در مطالعاتي طرح هاي از توجهي قابل بخش امروزه
نوع دراين شوند، اندازه گيري آزمودني ها بين تفاوت ها کنترل منظور به مشخصي، موقعيت هاي يا و زمان ها در آزمايش واحدهاي که مي کند
در نمونه گيري واحد هر که حالتي در و مکرر اندازه گيري اصطاح از معمولا مي شود اندازه گيري متناوب طور به آزمايشي واحد هر که آزمايش ها

.(۲۰۰۲ همکاران، و ديگل۲ ) مي گردد استفاده طولي داده هاي تحليل شود، بررسي متفاوت زمان هاي
دليل به مي باشد. تغييرات اين بر تاثيرگذار عامل هاي استخراج نيز و زمان طول در پاسخ متغير تغييرات بررسي طولي، مطالعات اوليه هدف
در تنها پيامد که مقطعي مطالعات در امکان اين که مي شود فراهم نيز واحد هر درون تغييرات ارزشيابي امکان تکراري، اندازه گيري هاي وجود
مشاهدات از مجموعه اي با مستقل مشاهدات بجاي آزمايش ها ساير برخلاف حالت اين در ندارد. وجود مي شود، اندازه گيري مشخص زمان يک
مناسب مدل هاي از استفاده شوند مي تشکيل آزمايشي واحدهاي و زمان بعد دو از مکرر اندازه هاي آنکه دليل به داشت. خواهيم سروکار وابسته
تحليل در ويژه به که ديگر کابردي و مهم مسئله است. ضرورري کند لحاظ درستي به داده ها اين توصيف در را مذکور مؤلفه هاي اثر که
وجود موقعيت هايي گاهي مطالعات نوع اين در است. طولي متغيره ي چند يا همزمان تحليل مي گيرد، قرار توجه مورد طولي باليني داده هاي

دهد. قرار بررسي مورد همزمان بطور آنها، بين همبستگي و ارتباط دليل به را متغير چندين تا است آن محقق هدف ها، آن در که دارد
گردند، پيش بيني کمکي متغير تعدادي روي از همزمان صورت به پاسخ متغير چند است لازم که شويم مواجه مواردي با داده ها تحليل در اگر
کاهش موجب رويکردي چنين اما کرد مدل بندي مجزا صورت به را پاسخ ها توان مي چه اگر مي نامند. متغيره چند مدل هاي را مدل ها گونه اين
بهتر کنترل از عبارست گيرد مي نظر در را پاسخ ها بين همبستگي که توام مدل هاي مزاياي مي گردد. پاسخ ها پيش بيني در کارايي و توان

(۲۰۰۸ همکاران، و ۳ ليون (دي است پاسخ متغير روي کمکي متغيرهاي اثرات برآورد در کارايي افزايش و اول نوع خطاي
ارتباط تبيين به ديگر سوي از و چندگانه برآمدهاي بين سيستماتيک بررسي به سو يک از طولي داده هاي چندمتغيره تحليل روش هاي تمامي .
متفاوت همبستگي هاي گرفتن نظر در با طولي متغيره ي چند مدل هاي پردازد. مي مطالعه در موجود عوامل با مکرر اندازه گيري هاي با متغيرها

.(۲۰۰۹ همکاران، و ۴ (فتيزموريس مي شوند منجر بيشتر دقت بنابراين و بالاتر سازگاري کمتر، اريبي با برآوردهايي به تحليل، در
لحاظ نيز را متغيرها بين همبستگي ساختار که است طولي چندمتغيره رگرسيون از استفاده مشاهدات، اين تحليل براي آماري ابزار عمومي ترين
پيش بيني متغيرهاي مقادير از مجموعه اي از پاسخ متغير چند يا يک مقادير پيش بيني براي آماري روش يک رگرسيوني تحليل مي نمايد.
توزيع هاي بودن نرمال فرض طولي چند متغيره رگرسيون روش از استفاده فرض پيش مهمترين .(۲۰۰۲ همکاران، و ۵ (جانسون است کننده

است. حاشيه اي
مدل سازي است، کرده جلب خود به چند متغيره داده هاي سازي مدل براي را محققان از بسياري توجه اخير سال هاي در که روش هايي جمله از
برقراري عدم صورت در معلوم حاشيه اي توزيع هاي با آن ويژگي هاي بررسي و توام هاي توزيع ساختار است. مفصل تابع از استفاده با داده ها
يک حاشيه اي توزيع هاي که وقتي متغيره چند توزيع هاي بررسي يا ساخت براي مفصل تابع است. پيچيده اي کار متغيرها بين استقلال فرض

است. مفيد بسيار است، معلوم آن ها وابستگي ساختار و متغيره
توزيع هاي بودن نرمال فرض به نيازي که است اين طولي چندمتغيره رگرسيون به نسبت مفصل تابع به کارگيري مزيت مهمترين جمله از
در الزامي که اين خصوصا گرفت. به کار پاسخ متغيرهاي حاشيه اي توزيع عنوان به مي توان را نرمال از غير ديگري توزيع هر و ندارد حاشيه اي
مدل سازي همزمان را متفاوت حاشيه اي توزيع هاي با پاسخ متغير چندين مي توان عمل در و ندارد وجود هم حاشيه اي توزيع هاي بودن يکسان
حتي يا و پارامتري مي توانند حاشيه اي توزيع هاي که است اين مشاهدات مدل سازي در مفصل تابع کارگيري به مزيت هاي ديگر از کرد.
تابع روي از راحتي به شرطي توزيع هاي و مي گيرند بهره ناپارامتري همبستگي ضرايب از مفصل توابع همچنين شوند، گرفته نظر در ناپارامتري

محاسبه اند. قابل مفصل
از آزاد اندازه هاي مطالعه براي روشي نيز و متغيره چند توزيع هاي خانواده ساخت و فرمول بندي براي مناسب ابزار يک عنوان به مفصل توابع
زمينه اين در بسياري کتاب هاي مفصل تابع از استفاده به توجه افزايش با اخير سال هاي در گرفته اند. قرار محققان توجه مورد وابستگي، مقياس
مي توان مفصل توابع از يک هر اساس بر که آنجايي از مي باشند. (۲۰۰۶) ۷ نلسن و ( ۱۹۹۷) ۶ جو آنها مهمترين که است شده نوشته
بدست کلي حالت در را مفصل توابع از خانواده چند احتمال چگالي تابع (۱۹۸۶) ۸ مکاي و نست جي ساخت، را مختلفي متغيره چند توزيع هاي
متغيره چند پراکندگي مدل هاي از کلاس يک (۲۰۰۰) ۱۰ سانگ کرد. تمرکز همبستگي اندازه و مفصل ها روي (۱۹۹۱) ۹ نلسن آورده اند.
(۲۰۰۶) نلسن کتاب در مبسوط طور به آن هاي ويژگي و خواص شرح مختلف، مفصل توابع معرفي کرد. ارائه را نرمال مفصل از شده توليد
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استفاده متغيره سه مفصل چارچوب يک از شمارشي پاسخ هاي براي انتخابي مدل يک تحليل جهت (۲۰۰۶) ۱۱ وتريودي زيمر است. آمده
جي کرده اند. معرفي باشد، داشته مشاهدات به را برازش بهترين که مفصلي يافتن منظور به را روش هايي (۲۰۰۷) زيمر و تريودي کردند.
همکاران و سانگ کردند. بحث گسسته داده هاي مدل سازي براي مفصل تابع از استفاده معايب و مزايا مورد در (۲۰۰۷) همکاران و ۱۲ نست
مي کند يکي را مجزا بعدي يک يافته تعميم خطي مدل هاي که کردند ارائه يکپارچه و انعطاف پذير ابزار يک نرمال مفصل از استفاده با (۲۰۰۹)
در شده انجام مطالعات مرور به (۲۰۰۹) ۱۳ پايوا و کلو آيد. بدست آميخته و پيوسته گسسته‐ همبسته پاسخ هاي از توأم رگرسيوني آناليز يک تا
گسسته، پاسخ براي پنهان متغير تعريف از استفاده با (۲۰۱۱) ۱۴ وو و لئون دي پرداختند. مفصل تابع از استفاده با رگرسيوني مدل هاي زمينه
دوحالتي پاسخ هاي مختلف مفصل هاي تابع از استفاده با (۲۰۱۳) ۱۵ همکاران و راديک بردند. به کار توأم مدل ساخت براي را نرمال مفصل
خود مطالعه نتايج و کردند بندي مدل اسپلاين رگرسيون با را بيمارستان يک به کننده مراجعه بيمار ۱۳۱۳۲ بستري وضعيت و بيمه وضعيت
با سازگار شرطي مفصل مدل هاي براي را بيزي استنباط (۲۰۱۴) همکاران و ۱۶ ثابتي دادند. ارايه کاراتر مفصل عنوان به جو مفصل با را
تابع از استفاده با (۲۰۱۵) ۱۷ جو و نيکلولوپولس دادند. انجام هستند، آميخته يا پيوسته دومتغيره پاسخ هاي آن در که رگرسيوني موقعيت هاي
مورد در نگرش و زيست محيط مورد در نگرش زندگي، نگرش پرسشنامه سه براي عاملي طرح هاي استيودنت تي و گامبل نرمال، مفصل هاي
نرمال مفصل تابع از استفاده با (۲۰۱۶) همکاران و ۱۸ جيريايي نمودند. ارايه کاراتر مفصل براي را کدام هر نتايج و کردند مدل سازي را علم
روش هاي کنون تا دادند. ارايه نرمال مفصل توزيع هاي تابع عنوان تحت (آميخته) گسسته‐پيوسته متغيره چند مدل هاي از کلي کلاس يک
داده ها نوع اين تحليل در که مدل هايي پرکاربردترين از يکي است. شده ارائه طولي اندازه گيري با پاسخ چند يا دو مدل سازي براي متعددي
يافته تعميم خطي مدل يک (۲۰۰۱) ۲۰ جورجيوا . وير۱۹۸۲،۱۹) و (لرد است (LMM) آميخته اثرات با خطي مدل هاي رود، مي کار به
نرمال متغيره دو توزيع يک به کارگيري با سپس گرفت نظر در خوشه اي اندازه گيري با پاسخ دو براي جداگانه (GLMM) تصادفي اثرات با
پيوسته داده هاي مدل سازي براي نرمال دومتغيره مفصل تابع از (۲۰۱۳) همکاران و وثنيج داد. ارائه را توام مدل يک تصادفي اثرات براي
را نرمال مفصل تابع به کارگيري با گسسته‐پيوسته دومتغيره مدل يک (۲۰۱۴) ۲۱ ليون دي و وو نمود. استفاده نرمال تصادفي اثر با طولي
تعميم با نيز (۲۰۱۶) ۲۲ روي نمود. ارايه موش جنين چندين عضو نقص نبود و وزني رشد پاسخ هاي بر دارو يک دز چند اثر برآورد جهت
حاشيه اي توزيع هاي با همچنين و نرمال دومتغيره مفصل تابع با طولي مدل در تصادفي اثر ممکن حالت هاي انواع (۲۰۱۳)۲۳ وثنيج مطالعه
متغير دو حالت در طولي داده هاي مدل سازي به محدود شده ذکر مطالعات نمود. مقايسه را مدل ها داده ها سازي شبيه کمک به و ارائه متفاوت
تاکيد با (۲۰۱۳) همکاران و کيم۲۴ دايونگ نگرفته اند، قرار بحث مورد چند متغيره طولي حالت در مدل ها اين و است مفصل توابع استفاده با
نيست، ساده متغيره چند داده هاي در وابستگي ساختار با مدلسازي براي مناسب متغيره چند مفصل تابع يک شناسايي که موضوع اين بر
پيچيده وابستگي الگوهاي کامل درک و کردن آشکار منظور به دادند. پيشنهاد مشکل اين بر غلبه براي را واين کمک به مفصل تابع توسعه
متعددي پارامترهاي داراي واين مفصل يک که آنجايي از است. شده  پيشنهاد واين مفصل هاي از مخلوطي متغيره، چند داده هاي در پنهان و
تسهيل را چندمتغيره الگوهاي پيچيده گي تواند مي روش اين مي گيرد، نظر در جفتي هاي مفصل تکراري ساخت طريق از را وابستگي که است
توسط طولي، داده هاي به خصوص و چندمتغيره مدل سازي براي واين، جفتي مفصل هاي از استفاده همکارانش، و دايونگ کار دنبال به کند.
چند طولي داده هاي اجزاي بين همبستگي مدل سازي براي را خود انعطاف پذير روش (۲۰۱۷) همکاران و روسکن۲۵ گرفت. شدت محققين
با بيمه خسارت هاي پيش بيني براي (۲۰۱۸) همکاران و ۲۶ شي کردند. معرفي واين جفتي مفصل هاي رويکرد از استفاده با غيرنرمال متغيره
مدل سازي براي واين جفتي مفصل هاي از (۲۰۲۰) همکاران و ۲۷ لين گرفتند. بهره واين جفتي مفصل هاي از متغيره چند طولي داده هاي
استفاده رتبه اي طولي داده هاي مدل سازي براي واين جفتي مفصل هاي از (۲۰۲۲) همکاران و سفيدي کردند. استفاده باينري طولي داده هاي
کار به طولي اندازه گيري با بيمه داده هاي مدل سازي براي را ۲۹ بخشي دو واين جفتي مفصل هاي (۲۰۲۲) همکاران و ۲۸ يانگ کردند.

11Zimmer, Trivedi
12Genest
13Kolev, Paiva
14DeLeon, Wu
15Radice
16Sabeti
17Nikoloulopoulos, Joe
18Jiryaie
19Laird, Ware
20Gueorguieva
21Wu, de Leon
22Roy
23Withanage
24Daeyoung Kim
25Ruscone
26Shi
27Lin
28Yang
29Two part Dvine copula



۴۵۱ واين جفتي مفصل توابع از استفاده با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي

با نوزاد رشد داده هاي براي طولي چند متغيره مدل يک واين جفتي مفصل هاي کمک با حاضر، مطالعه در ما مذکور مطالعات مشابه بردند.
مورد چندمتغيره نرمال مفصل از استفاده با آمده بدست طولي مدل با و کرده ايم ارائه FGM و کلايتون فرانک، مفصل هاي تابع از استفاده
به حوضه ها تمامي در متغيره چند مدل هاي ساخت در آن فراگير کاربرد و واين جفتي مفصل هاي معرفي ما اصلي هدف داده ايم. قرار مقايسه
ساخت در کلاسيک روش  هاي پيچدگي هاي روش اين با مدل سازي که موضوع اين بر تاکيد با است. پزشکي علوم در طولي داده هاي خصوص
مطالعه در باشد. کاربردي پاسخ متغيرهاي بالاي ابعاد با طولي داده هاي براي مي تواند و مي کند تسهيل خوبي به را طولي چندمتغيره مدل هاي
پاسخ ها اين مدل سازي براي نيز FGM و کلايتون فرانک، مفصل هاي از پيوسته، پاسخ هاي براي نرمال مفصل تابع بکارگيري بر علاوه حاضر
ويژگي هاي و مفصل تابع معرفي و طولي مطالعات تحليل روش بر مروري دوم بخش در منظور بدين شده است. استفاده طولي اندازه گيري با
چهارم بخش در مي گيرد. قرار بررسي مورد مفصل تابع از استفاده با طولي متغيره سه داده هاي مدل سازي سوم بخش در مي شود. پرداخته آن
خواهيم آمده بدست نتايج مورد در گيري نتيجه و بحث به پنجم بخش در و مي شود بررسي مدل اين از استفاده با کودک رشد کاربردي مثال

پرداخت.

مفصل تابع و طولي داده هاي تحليل روش بر مروري ۲

طولي داده هاي همبستگي ساختار تحليل
خوشه، يک افراد بين يا و مختلف حالات يا زمان در فرد يک براي شده ثبت مشاهدات که مي گردد موجب طولي داده هاي درون همبستگي
به منجر که است نياز مورد آماري تحليل براي ويژه اي برآورديابي روش هاي آزمودني، هر پاسخ هاي بين همبستگي دليل به باشد. هم به شبيه
همبستگي، پارمترهاي با برخورد در تحليل گر نظر طبق نيز و طولي داده هاي آوري جمع نهايي اهداف به توجه با گردد. معتبري استنباط هاي
قرار استفاده مورد کاربردي مباحث در و يافته توسعه مختلف محققان توسط انتقال و تصادفي اثرهاي ، حاشيه اي مانند متفاوتي مدل هاي
با خطي مدل هاي در است. شده گرفته بکار فردي درون همبستگي ساختار تحليل براي تصادفي اثر از استفاده روش مطالعه اين در گرفته اند.
داراي و بوده وابسته آزمودني خود به متفاوت، دلايل به آزمودني ها براي رگرسيوني ضرايب برخي که است آن بر فرض عموماً تصادفي، اثرهاي
از ناشي مي توان را خوشه يک در موجود داده هاي يا تکراري داده هاي در مشاهدات بين همبستگي ديگر، عبارت به مي باشد. جداگانه توزيع
موجب که است ويژگي همين حقيقت در است. متفاوت ديگر خوشه ي در اثر اين که دانست خوشه يک يا فرد در يکسان تصادفي تأثير داشتن
خطي مدل يک کلي حالت در .(۲۰۰۹ همکاران، و (فتيزموريس گردد مي خوشه يک يا فرد يک از شده ثبت اندازه هاي در همبستگي ايجاد

شود: مي معرفي زير صورت به تصادفي اثر با
YYY N×۱ = XT

N×PβββP×۱ + ZT
N×qbbbq×۱ + εεεN×۱

مجهول پارمترهاي βββبردار کمکي، يا مستقل متغيرهاي شامل ستوني پررتبه ماتريس X پاسخ، متغير شده مشاهده مقادير YYYبردار آن در که
درباره موجود هاي فرض به توجه با که نشانگر و توضيحي متغيرهاي برخي شامل Z ماتريس و تصادفي اثرهاي نمايانگر بردار bbb ثابت، اثرهاي
استنباط مي گردد. توزيع bbb از مستقل که است مدل تصادفي خطاي مؤلفه هاي از برداري نيز ϵϵϵ مي شود. ساخته مدل در bbb تصادفي اثرهاي

حاشيه اي درستنمايي تابع اساس بر مدل پارمترهاي آماري

L(βββ,Θ|X,Y ) =

∫
Rq

f(y|x,bbb,βββ)g(bbb|Θ)dbbb

شد بيان که همانطور مي شود. فرض نرمال f(y|x,bbb,βββ) چگالي و g(bbb|Θ) تصادفي اثرهاي چگالي تابع آن در معمولاً که مي شود انجام
متداول ترين از يکي کرد. فرض غيرنرمال توزيعي را f(y|x,bbb,βββ) توزيع مي توان مفصل تابع با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي در
منجر روش اين از استفاده است. (۱۹۹۶) ۳۰ نلدر و لي درستنمايي حداکثر روش آميخته، اثرهاي با مجهول پارمترهاي برآورديابي روش هاي
روش هاي به که شده تصادفي اثرهاي توزيع بودن نرمال غير حالت در بخصوص حاشيه اي، درستنمايي تابع در پيچيده انتگرال هاي حل به
انتگرال هاي عددي تقريب براي موثر روش يک عنوان به گوس‐نيوتن بندي مربع روش اخير مطالعات در دارد. نياز پيشرفته عددي تکراري

.(۲۰۰۶ ،۳۱ چائو و هيرو (پين است شده ارائه نرمال تصادفي اثر با مدل هاي در پارمترها درستنمايي برآوردحداکثر يافتن منظور به پيچيده

مفصل تابع بر مروري
نشان را آن همبستگي ساختار و بعدي يک حاشيه اي هاي توزيع با متغيره چند توزيع تابع يک بين ارتباط که است ابزاري مفصل تابع
اگر است مفصل تابع يک C مي دهد. پيوند آنها متغيره يک حاشيه هاي به را متغيره چند توزيع که است تابعي مفصل، تابع مي دهد.

: کند صدق زير شرايط در C : [۰, ۱]۲ → [۰, ۱]
30Lee, Nelder
31Pinheiro, Chao
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C(u, ۰) = C(۰, u) = ۰ .۱

C(u, ۱) = u,C(۱, v) = v .۲

آنگاه v۱, v۲, u۱, u۲ ∈ [۰, ۱];u۲ ≥ u۱, v۲ ≥ v۱ اگر .۳

C (u۲, v۲)− C (u۱, v۲)− C (u۲, v۱) + C (u۱, v۱) ≥ ۰

.

مفصل تابع از خانواده هايي
مفصل توابع خانواده مي توان آن ها مهمترين جمله از که مي گيرند قرار استفاده مورد تحليل ها و تجزيه در مفصل توابع از مختلفي خانواده هاي
توابع خانواده و چوله تي مفصل چوله، نرمال مفصل تي، مفصل (نرمال)، گوسين مفصل مانند، مفصل توابع از برخي شامل خود که بيضوي
بسياري مفصل توابع خانواده هاي برد. نام را مي آيند بدست لاپلاس تبديل براساس و مولد تابع يک از استفاده با که ارشميدسي مفصل هاي
حاصلضرب مفصل مفصل، تابع ساده ترين است. گامبل مفصل کلايتون، مفصل فرانک، مفصل آن ها، مهمترين که مي گيرند قرار دسته اين در

مي شود: تعريف زير صورت به متغيره دو حالت در مفصل اين توزيع تابع است.

C (u۱, u۲) = u۱u۲

باشد. مي متغير دو ميان استقلال با متناظر زيرا است، مهم معيار يک حاصلضرب مفصل
و FY۱(y۱) حاشيه اي توزيع توابع با (Y۱, Y۲) متغيرتصادفي جفت يک از FY۱,Y۲(y۱, y۲) توام توزيع هر براي اسکالر قضيه براساس

رابطه y۲ و y۱ حقيقي عدد هردو براي که طوري به دارد، وجود متغيره دو تابع FY۲(y۲)

FY۱,Y۲ (y۱, y۲) = C (FY۱ (y۱) , FY۱ (y۱) ; θ)

است، برقرار نيز آن برعکس و يکتاست C مفصل تابع گاه آن باشد، پيوسته تصادفي متغيرهاي Y۲ و Y۱ اگر اين بر علاوه است. برقرار
FY۱(y۱) حاشيه اي توزيع هاي با دومتغيره توزيع تابع يک FY۱,Y۲(y۱, y۲) تابع ،C مفصل تابع هر و Y۲ و Y۱ متغير دو هر براي يعني
يک کنيد فرض آورند. مي دست به (y۱, y۲) متغيره دو مدل يک براي خاص حالت در را درستنمايي تابع روش اين در است. FY۲(y۲) و
پارمترها بردار عنوان به βββk و کمکي متغيرهاي بردار عنوان به xxxk و yk ∼ Fk (yk;xxxk,βββk) که باشيم داشته تايي N تصادفي نمونه

آيد: مي زيربدست صورت به حاشيه اي چگالي هاي تابع k = ۱, ۲ براي حالت اين در باشند.

fk (yk;xxxk,βββk) = ∂Fk (yk;xxxk,βββk) /∂yk

مي شود: محاسبه زير صورت به Y۲ و Y۱ توام چگالي تابع

f (y۱, y۲; θ) = ∂۲C (F۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) /∂y۱∂y۲ = c۱۲ (F۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) f۱ (y۱) f۲ (y۲) ,

آيد: مي بدست زير فرم به مفصل توزيع تايع از مشتق گيري طريق از و است مفصل چگالي تابع c۱۲ ( F ۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) آن در که

c۱۲ (F۱ (y۱;xxx۱,βββ۱) ,F۲ (y۲;xxx۲,βββ۲) ; θ) = ∂۲C (F۱ (y۱;xxx۱,βββ۱) ,F۲ (y۲;xxx۲,βββ۲) ; θ) /∂F۱∂F۲.

پارمترها برآورد
تابع تصادفي اثرات روي بر انتگرال گيري با سپس و مي شود نوشته تصادفي اثرات شرط به درستنمايي تابع ابتدا درستنمايي تابع نوشتن براي

مي آيد: بدست مدل پارامترهاي براي درستنمايي

L(ΘΘΘ) =
n∏

i=۱

∫ T∏
t=۱

fYit۱,Yit۲|bi(.|.)f (bi) dbi.

آيد: مي بدست زير صورت به درستنمايي تابع لگاريتم نتيجه در

l(ΘΘΘ) = logL(θ) (۱ .۲)

=
N∑
i=۱

[log f (yi۱;xxxi۱,βββ۱) + log f (yi۲;xxxi۲,βββ۲) + logc۱۲ ( F ۱ (yi۱;xxxi۱,βββ۱) , F۲ (yi۲;xxxi۲, β۲) ; θ)]



۴۵۳ واين جفتي مفصل توابع از استفاده با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي

l′′(ΘΘΘ) = و امتياز معادلات عنوان به l′(ΘΘΘ) = ∂l(ΘΘΘ)/∂ΘΘΘ دادن قرار با مي باشد. مدل پارامترهاي کليه بردار ΘΘΘ آن در که
به l′(θθθ) = ۰ درستنمايي معادلات حل وسيله به  پارامترها درستنمايي ماکسيمم برآورد هسين، ماتريس عنوان به ∂۲l(ΘΘΘ)/∂ΘΘΘ∂ΘΘΘT

برقراري تحت مي شوند. محاسبه راحتي به گوس‐نيوتن روش  از استفاده با اما هستند غيرخطي کلي حالت در معادلات اين مي آيد. دست
مي باشد: زير صورت به نرمال توزيع داراي مجانبي طور به و است سازگار Θ̂ΘΘ نظم شرايط

√
N(Θ̂ΘΘ−ΘΘΘ) → N

۰,−( ۱
N

∂۲l(Θ̂ΘΘ)

∂Θ̂ΘΘ∂Θ̂ΘΘ
T

)−۱
 .

طولي هاي داده براي تصادفي اثر با خطي مدل
مدل باشد. (t = ۱, . . . , T ) tام زمان در (i = ۱, . . . , n) iام فرد براي (k = ۱, ۲) kام حاشيه اي توزيع Yitk کنيد فرض

مي شود: ارايه زير صورت به تصادفي اثر با خطي

Yitk =XXXT
itkβββk +ZZZT

itkbbbik + ϵitk (۲ .۲)

تصادفي اثرات براي کمکي متغيرهاي ZZZitkبردار آن ها، با متناظر رگرسيوني ضرايب بردار βββk و (کمکي) مستقل متغيرهاي XXXTبردار
itk که

اندازه گيري با متغيره چند خطي مدل هاي نوع ساده ترين است. N(۰, σ۲) توزيع داراي و مدل خطاي ϵitk و است تصافي اثرات بردار bbbik و
يکسان۳۲ مبدا از عرض تصادفي اثرات با مدل به که است Zitk = ۱ فرض و حاشيه اي مدل هر براي يکسان پارامتر بکارگيري با طولي

مي شود: ساده زير شکل به (۲ .۲) مدل حالت اين در است. معروف

Yitk = XT
itkβββk + bi + ϵitk (۳ .۲)

ساير مشاهده جهت مي باشد. bi ∼ N(۰, σ۲) که است شده فرض و مي شود ارايه (۳ .۲) مدل بر مبتني مدل ها کليه مطالعه دراين
خطي مدل هاي در کرد. مراجعه مي توان (۲۰۰۹) فتيزموريس يا (۱۹۸۲) وير و لرد کتاب به (۲ .۲) کلي مدل در ZZZT

itkbbbik حالت هاي
،(۳ .۲) مدل طبق است. نرمال توزيع داراي تصادفي اثر شرط به وابسته متغير توزيع مي شود فرض ۳۳ طولي هاي داده براي آميخته
استفاده مزيت هاي مهمترين جمله از شد بيان که همانطور است. µitk = XT

itkβββik + bi آن در که ،Yitk|bi ∼ N(µitk(bi), σ
۲)

Yitk|bi توزيع يعني گرفت نظر در دلخواه توزيع هر مي توان را پاسخ متغير براي حاشيه اي توزيعي که است اين مدل سازي براي مفصل تابع از
براي نرمال فرض برقراري خطي مدل هاي اصلي فرض هاي پيش از يکي که است حالي در اين باشد. نرمال از غير ديگري توزيع هر مي تواند
متغيره دو مدل در است. شده استفاده مفصل تابع حاشيه هاي توزيع عنوان به نرمال و لجستيک توزيع مطالعه اين در است. وابسته متغير  توزيع

مي شود: فرض

Yit۱|bi ∼ N(µit۱(bi), σ
۲
۱) (۴ .۲)

Yit۲|bi ∼ logistic(µit۲(bi), σ۲) (۵ .۲)

µit۲ = XT
it۲βββ۲+bi ،(۵ .۲) در و آن معيار انحراف σ۱ و شرطي نرمال توزيع ميانگين عنوان به µit۱و = XT

it۱βββ۱+bi ،(۴ .۲) در که
است. شرطي لجستيک توزيع مقياس پارامتر σ۲ و مکان پارامتر عنوان به

مدل هاي براي حاصلضرب و کلايتون فرانک، نرمال، مفصل ازتوابع استفاده با درستنمايي تابع
دومتغيره

مي آيد: دست به زير رابطه از نرمال مفصل شرطي توزيع تابع

FYit۱,Yit۲|bi(·|·) = Φ۲[Φ
−۱(uit۱(bi)),Φ

−۱(uit۲(bi)); θ]

32Shared random intercept
33Linear mixed models for longitudinal data
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براي آن در که
uitk(bi) = FYitk|bi(yitk|bi)

حاشيه هاي از استفاده با شرطي تجمعي توزيع تابع FYitk|bi(yitk|bi) و هستند (۰, ۱) بازه ي در يکنواخت شرطي توزيع uitk(bi)ها
ضريب همان مفصل تابع اين در (که است نرمال مفصل تابع براي Yit۱, Yit۲ بين وابستگي پارامتر θ مي آيد. دست به (۵ .۲) و (۴ .۲)

مي شود: تعريف زير صورت به که است) پيرسون همبستگي

θ = ρ = corr(Uit۱(bi), Uit۲(bi)|bi)

bi ∼ N(۰, σ۲) مي شود فرض که است iام فرد به مربوط تصادفي اثر bi باشند. مستقل هم از Yit۱, Yit۲ اگر تنها و اگر ρ = ۰ و
.(۲۰۱۳ همکاران، و (وثنيج مي آيد دست به زير شکل به نرمال مفصل از استفاده با Yit۱, Yit۲ دومتغيره شرطي چگالي تابع باشد.

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =
ϕ۲(Φ

−۱(uit۱(bi)),Φ
−۱(uit۲(bi)); θ)

ϕ(Φ−۱{uit۱(bi)})ϕ(Φ−۱{uit۲(bi)})
fYit۱|bi(yit۱|bi)

× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۶ .۲)

استاندارد نرمال چگالي ترتيب به ϕ۲, ϕ و است (۵ .۲) و (۴ .۲) حاشيه هاي از استفاده با شرطي چگالي تابع ،k = ۱, ۲ براي آن در که
نرمال مفصل تابع از استفاده با شرطي دومتغيره درستنمايي تابع مي توان (۱ .۲) رابطه کمک به حال است. متغيره دو استاندارد نرمال چگالي و

نمود. برآورد گوس نيوتن روش به را مدل پارامترهاي و محاسبه (۶ .۲) چگالي تابع طريق از را
(۹ .۲) ،(۸ .۲) ،(۷ .۲) عبارات مي آيد. دست به مفصل چگالي هاي تابع روي از آن ها شرطي چگالي مفصل توابع ساير براي (۶ .۲) مشابه

مي دهد. نشان را حاصلضرب و FGM کلايتون، فرانک، مفصل توابع براي متغيره دو شرطي چگالي ترتيب به (۱۰ .۲) و

fYit۱,Yit۲|Bi
(·|·) = θ(۱− e−θ)e−θ[(uit۱(bi)+(uit۲(bi)))]

[(۱− e−θ)− (۱− e−θ(uit۱(bi)))(e−θ(uit۲(bi)) − ۱)]۲
fYit۱|Bi

(yit۱|bi)

× fYit۲|Bi
(yit۲|bi). (۷ .۲)

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =
[
(uit۱(bi))

−θ + (uit۲(bi))
−θ − ۱

]−۲− ۱
۲ × [(uit۱(bi))(uit۱(bi))]

−θ−۱

× [θ + ۱]× fYit۱|bi(yit۱|bi)× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۸ .۲)
fYit۱,Yit۲|bi(·|·) = [۱+ θ(۲uit۱(bi)− ۱)(۲uit۲(bi)− ۱)] fYit۱|bi(yit۱|bi)

× fYit۲|bi(yit۲|bi). (۹ .۲)
fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =fYit۱|bi(yit۱|bi)× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۱۰ .۲)

fYitk|bi
(yitk|bi) و حاشيه ها شرطي توزيع تابع uitk(bi) = FYitk|bi

(yitk|bi) مفصل، تابع وابستگي پارامتر θ بالا عبارات کليه در
(۱ .۲) رابطه کمک به نرمال مفصل تابع مشابه مدل پارامترهاي برآورد و درستنمايي تابع است. k = ۱, ۲ براي حاشيه ها شرطي چگالي تابع

مي آيد. دست به (۱۰ .۲) و (۹ .۲) ،(۸ .۲) ،(۷ .۲) شرطي چگالي هاي و

مفصل تابع از استفاده با طولي متغيره سه مدل بندي ۳
توضيح آن ها به وسيله پارامتر برآورد روش و معرفي متغيره سه سازي مدل براي متغيره سه نرمال مفصل تابع و ۳۴ واين روش دو بخش اين در

مي شود. داده

واين روش
کننده معرفي پيشگامان از مي سازد. را بعدي چند توزيع هاي از بزرگ تر کلاس يک متغيرها، از ۳۵ جفتي مفصل هاي بکارگيري با واين روش
برد. نام همکاران(۲۰۰۹) و آس و کوک(۲۰۰۲) و بدفورد ، (۱۹۹۷) جو از مي توان جفتي، مفصل هاي از چندمتغيره سازي مدل روش اين

پردازيم. مي روش اين شرح به ابتدا
34Vine
35Pair­copula
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مي شود: معرفي زير شکل به مفصل توزيع تابع Y۱, Y۲ متغير دو براي شد بيان که همانطور

FY۱,Y۲(y۱, y۲; θ) = C(FY۱(y۱), FY۲(y۲))

مي شود: نوشته زير صورت به که Y۱ شرط به Y۲ شرطي، چگالي تابع تعريف به توجه با همچنين

f۲|۱(y۲|y۱) =
f۱,۲(y۱, y۲)

f۱(y۱)

بنابراين

f۲|۱(y۲|y۱) =
f۱,۲(y۱, y۲)

f۱(y۱)
= c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))f۲(y۲) (۱ .۳)

نوشت: زير کلي فرم به مي توان i, j هر براي را بالا رابطه است. متغيره دو مفصل چگالي همان c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲)) آن در که

fj|i(yj|yi) = cij(Fi(yi), Fj(yj))fj(yj) (۲ .۳)

مي شود: نوشته زير صورت به شرطي احتمال قانون هاي براساس متغيره سه توزيع يک چگالي تابع طرفي از

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) = f۱(y۱)f۲|۱(y۲|y۱)f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) (۳ .۳)

f:داد بسط زير فرم به (۹ .۲) کلي فرم طريق از مي توان را f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) عبارت و

f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) = c۱۳|۲
(
F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)

)
f۳|۲(y۳|y۲)

= c۱۳|۲
(
F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)

)
c۲۳(F۲(Y۲), F۳(Y۳))f۳(y۳) (۴ .۳)

مي آيد: دست به زير شکل به Y۱, Y۲, Y۳ متغيره سه چگالي (۳ .۳) عبارت در (۱ .۳) و (۴ .۳) جايگذاري با حال

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) =f۱(y۱)c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))f۲(y۲)

c۱۳|۲(F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲))c۲۳(F۲(y۲), F۳(y۳))f۳(y۳).

ساده زير شکل به بالا عبارت ،c۱۳|۲(F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)) کنيم فرض يعني کنيم فرض مستقل y۳|y۲ از را y۱|y۲ اگر
مي شود

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) = f۱(y۱)f۲(y۲)f۳(y۳)c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))c۲۳(F۲(y۲), F۳(y۳)). (۵ .۳)

خوشه هاي به شبيه واين متغيره چند مدل هاي از نمودار نوع اين ترسيم که جهت آن از مي دهد، نشان را متغيره سه واين مدل يک ۱ شکل

متغيره سه واين مدل يک شماتيک شکل :۱ شکل

است. گرفته نام انگور خوشه ي معني به vine مدل اين است، انگور
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روش اين در متغير جفت هر مفصل توابع گرفتن نظر در يکسان به الزامي و باشند مي توانند مفصلي تابع هر c۲۳ و c۱۲ ،(۵ .۳) عبارت در
کرده تبديل مفصل تابع کمک به چندبعدي مدل هاي برازش در ساده و توانمند بسيار روش يک به را واين روش خاصيت اين ندارد. وجود

مي شود. نوشته زير شکل به (۵ .۳) عبارت کمک به واين روش به متغيره سه شرطي چگالي است.

f(yit۱, yit۲, yit۳|bi) =fYit۱|bi(yit۱|bi)fYit۲|bi(yit۲|bi)fyit۳|bi(yit۳|bi)
c۱۲
(
FYit۱|bi(yit۱|bi), FYit۲|bi(yit۲|bi); θ۱۲

)
c۲۳
(
FYit۲|bi(yit۲|bi), FYit۳|bi(yit۳|bi); θ۲۳

)
(۶ .۳)

از استفاده با درستنمايي تابع لگاريتم محاسبه با حال است. c۲۳ و c۱۲ براي مفصل تابع وابستگي پارامتر ترتيب به θ۲۳ و θ۱۲ عبارت اين در
نيوتن گوس  روش کمک با و درستنمايي حداکثر روش به را پارمترها برآورد مي توان دومتغيره حالت مشابه (۶ .۳) متغيره سه توام چگالي تابع

کرد. محاسبه

نرمال متغيره سه مفصل تابع
مي شود. تعريف زير شکل به نرمال متغيره k مفصل توزيع تابع

C(u۱, . . . , uk;R) = Φk(Φ
−۱(u۱), . . . ,Φ

−۱(uk))

است. k × k مربعي ماتريس يک و است مفصل تابع همبستگي ماتريس R آن در که
مي شود تعريف زير صورت به نيز متغيره چند نرمال مفصل چگالي تابع ماتريسي فرم

c(qqq;R) =
۱

|R| ۱۲
exp

{
−۱
۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}
(۷ .۳)

همبستگي ماتريس معکوس R−۱ ،qqq = (q۱ = Φ−۱(FY۱(y۱)), . . . , qk = Φ−۱(FYk
(yk))) و بعدي k بردار q آن در که

تابع همبستگي ماتريس ،k = ۳ با متغيره سه مفصل براي است. k × k هماني ماتريس I است. آن دترمينان |R| و R مفصل تابع
مي شود. تعريف زير شکل به مفصل

R =

 ۱ ρ۱۲ ρ۱۳
ρ۱۲ ۱ ρ۱۳
ρ۱۲ ρ۱۳ ۱


مي آيد: دست به زير فرم به R دترمينان و i, j = ۱, ۲, ۳ وقتي است متغير سه هر براي مفصل دو به دو همبستگي ρij عناصر که

|R| = ۱− ρ۱۲ − ρ۱۳ − ρ۲۳ + ۲ρ۱۲ρ۱۳ρ۲۳

است زير صورت به
{
−۱

۲qqq
T (R−۱ − I)qqq

}
عبارت شده باز فرم }ضمناً

−۱
۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}
= − ۱

۲|R|

[
q۲۱(۱− ρ۲۳) + q۲۲(۱− ρ۱۳) + q۲۳(۱− ρ۱۲)−

۲q۱q۲(ρ۱۲ − ρ۲۳ρ۱۳)− ۲q۱q۳(ρ۱۳ − ρ۱۲ρ۲۳)− ۲q۲q۳(ρ۲۳ − ρ۱۲ρ۱۳)

]
مي آيد. دست به نرمال متغيره سه چگالي تابع غيرماتريسي فرم (۷ .۳) عبارت در جايگذاري با که ،

مي شوند: ساده تر زير فرم به بالا عبارات باشد R =

۱ ρ ρ
ρ ۱ ρ
ρ ρ ۱

 يعني i, j = ۱, ۲, ۳ هر براي ρij = ρ کنيم فرض اگر

|R| = ۱− ۳ρ+ ۲ρ۳
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}و
−۱
۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}
= − ۱

۲|R|
[
(۱− ρ)(q۲۱ + q۲۲ + q۲۳)− ۲(ρ− ρ۲)(q۱q۲ + q۱q۳ + q۲q۳)

]
مي شود: نوشته زير شکل به نرمال مفصل تابع کمک به متغيره سه شرطي چگالي تابع بنابراين

fYij۱,Yij۲,Yij۳|bi(·|·) = c(qqq;R, bi)fYij۱|bi(yij۱|bi)fYij۲|bi(yij۲|bi)fYij۳|bi(yij۳|bi) (۸ .۳)

و است k = ۳ با (۷ .۳) طبق نرمال مفصل تابع متغيره سه شرطي چگالي تابع c(qqq;R, bi) آن در که

qqq =
(
q۱ = Φ−۱(FYit۱|bi(yit۱|bi)), q۲ = Φ−۱(FYit۲|bi(yit۲|bi)), q۳ = Φ−۱(FYit۳|bi(yit۳|bi))

)
آورد. بدست گوس نيوتن روش کمک با را پارامترها برآورد مي توان دومتغيره حالت مشابه (۵ .۳) از درستنمايي تابع لگاريتم محاسبه با حال

مقايسه براي زير فرمول با آکائيک اطلاع معيار کرد. استفاده آکائيک اطلاع معيار نظير اطلاع معيارهاي از مي توان مدل ها مقايسه براي
دارد. شده برازش مدل بودن بهتر از حکايت آن مقدار بودن کمتر و گرفت قرار استفاده مورد مدل ها

AIC = −۲ logL+ ۲P

SAS افزار نرم در Proc nlmixe کتابخانه از استفاده با محاسبات کليه مي باشند. مدل پارامترهاي تعداد P و درستنمايي تابع L آن در که
است. شده انجام ۹ .۴ نسخه

کاربردي مثال ۴
مي شود محسوب جامعه سلامت مهم ارکان از و مي کند ايفا سلامت در را مهمي بسيار نقش که بدن اجزاي شدن بزرگ از است عبارت رشد
يک بهداشت سطح سنجش براي معياري عنوان به کودکان تغذيه ي وضع و رشد شاخص هاي از استفاده (۲۰۰۹ همکاران، و (توتونچي
و رشد زمينه بايد که است مطلوبي محيطي شرايط از انحراف معني به کودکان بيشتر براي ضعيف رشد که است واقعيت اين پايه بر منطقه
از کودکان سلامت و فيزيکي رشد پايش براي مطالعات اکثر در .(۲۰۰۰ همکاران، و (ريحاني کند فراهم شکل بهترين به کودکان در را نمو
قد، منظم پايش (۲۰۱۵ همکاران، و (اميرحکيمي مي شود استفاده مرتب کردن وزن بويژه و سر دور و قد وزن، نظير تن سنجي شاخص هاي
همکاران، ۳۶و (گرين مي شود درماني و پيشگيري اقدام هاي هنگام زود آغاز و رشد اختلالات موقع به کشف موجب کودکان سر دور و وزن
شير زندگي اول مراحل در .(۲۰۰۵ همکاران، و ۳۷ (اسکولادوتير است تغذيه کودک، جسماني رشد روند بر موثر عامل مهم ترين .(۲۰۰۱
نيز رواني سلامت و ايمني نظر از مزايايي داراي کودک، مغذي مواد کليه کردن فراهم بر علاوه که است غذا ترين آل ايده شک بدون مادر
خود پيشنهادي مدل تعديل جهت کرده اند بررسي آنان رشد بر را نوزادان تغذيه اثر که مطالعات اکثر در .(۲۰۰۰ همکاران، و (بهرمن مي باشد
به نيز را خانواده فرهنگي و اقتصادي وضعيت مادر، سلامت شاخص هاي خانوار، بعد تولد، رتبه جنس، همانند فاکتورهايي تر، دقيق بررسي و
به ۹۴ سال طي که بوشهر شهرستان روستاهاي شده متولد نوزاد ۱۹۵ کل مطالعه اين در .(۲۰۱۶ همکاران، و ۳۸ (ويکتورا گرفته اند کار
عارضه بدون و هفته ۴۲ تا ۳۷ بين جنيني سن گرم، ۲۵۰۰ از بيش تولد وزن مطالعه به ورود معيار با بودند کرده مراجعه بهداشت مرکز
ماهگي، هفت ماهگي، شش ماهگي، چهار ماهگي، دو تولد، (بدو مرتبه ۶ مدت اين در شدند، بررسي مطالعه طول در کامل مراجعه و مادرزادي
و کيلوگرم) (به وزن متر)، سانتي (به قد مراجعه بار هر در گرفتند. قرار مطالعه مورد کودک ۱۲۰ مجموع در که داشتند مراجعه ماهگي) نه
مراجعه زمان در کودک سن شد. گيري اندازه بهداشتي مرکز در نوزادان مخصوص ترازوهاي و متر از استفاده با کودک متر) سانتي (به سر دور
بر که انحصاري خواران مادر شير اول گروه مي شوند. تقسيم گروه سه به تغذيه نوع اساس بر شيرخوران گرديد. ثبت روز دقت با مرکز به
کرده استفاده زندگي ماه شش اولين در ويتامين قطره و مادر شير از تنها که است کودکي (WHO) جهاني بهداشت سازمان تعريف اساس
اين در وابسته متغيرهاي بنابراين مي کردند. تغذيه خشک شير و مادر شير دو هر از که گروهي و خوار خشک شير شامل ديگر گروه دو باشد.
سال، به مادر سن شامل مستقل متغيرهاي مي باشد. متر سانتي به نوزاد سر دور متر، سانتي به نوزاد قد کيلوگرم، به نوزاد وزن شامل مطالعه
نوزاد تغذيه شير نوع دختر)، يا (پسر نوزاد جنسيت پدر، (BMI) بدني توده ي شاخص مادر، (BMI) بدني توده ي شاخص سال، به پدر سن
هزار ۸۰۰ ماهيانه، درآمد (برحسب اقتصادي وضعيت سزارين)، يا (طبيعي زايمان وضعيت خشک)، شير و مادر شير يا خشک شير يا مادر (شير
آن)، از بيش و تومان هزار ۴۰۰ و ميليون ۱ يا تومان هزار ۴۰۰ ميليون ۱ تا هزار ۱۰۰ و ميليون ۱ يا تومان هزار ۱۰۰ و ۱ميليون تا
36 Green
37Skuladottir
38Victora
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(تعداد هفته در مادر توسط غلات و نان گروه مصرف ميانگين تولد، رتبه هفته)، (به حاملگي زمان مدت روز، شبانه در شيردهي دفعات تعداد
توسط مغزها و مرغ تخم حبوبات، گوشت، گروه مصرف ميانيگن سهم)، (تعداد هفته در مادر توسط لبنيات و شير گروه مصرف ميانگين سهم،
در مادر توسط سبزيجات گروه مصرف ميانگين سهم)، (تعداد هفته در مادر توسط ميوه ها گروه مصرف ميانگين سهم)، (تعداد هفته در مادر
دو اسپيرمن همبستگي ميزان ،۱ جدول است. سهم) (تعداد هفته در مادر توسط غذايي مواد متفرقه گروه مصرف سهم)،ميانگين (تعداد هفته
گفت مي توان احتمال مقادير به توجه با مي دهد. نشان آن ها همبستگي آزمون احتمال مقدار همراه به را سر دور و قد وزن، متغيرهاي دوي به
است. مستقيم و قوي متغيرها بين خطي ارتباط همبستگي مقادير به توجه با و است دار معني ۰۰۱/۰ سطح در متغيرهاي دو به دو همبستگي

وابسته متغيرهاي دو به دو اسپيرمن آزمون احتمال مقدار و همبستگي ضريب :۱ جدول
سر قد‐دور سر وزن‐دور وزن‐قد
۹۱۱/۰ ۹۱۸/۰ ۹۲۲/۰ بستگي هم ضريب

<۰۰۰۱/۰ <۰۰۰۱/۰ <۰۰۰۱/۰  P‐مقدار

حاشيه ها براي مناسب توزيع انتخاب

براي ولي است مناسب وزن اندازه گيري زمان ۶ براي ( P =۱/۰ داري، معني سطح (در وزن براي نرمال توزيع انتخاب ،۲ جدول به توجه با
نيست. مناسب سر دور و قد

وابسته متغيرهاي بودن نرمال فرض براي اسميرونف کلموگروف آزمون احتمال مقدار :۲ جدول
سر دور قد وزن

< ۰۰۰۱/۰ < ۰۰۰۱/۰ ۲۰/۰ تولد بدو
< ۰۰۰۱/۰ < ۰۰۰۱/۰ ۱۹/۰ ماهگي ۲
< ۰۰۰۱/۰ < ۰۰۰۱/۰ ۲۰/۰ ماهگي ۴
< ۰۰۰۱/۰ ۰۰۷/۰ ۱۰/۰ ماهگي ۶
< ۰۰۰۱/۰ ۰۸۳/۰ ۲۰/۰ ماهگي ۷
< ۰۰۰۱/۰ ۰۰۵/۰ ۲۰/۰ ماهگي ۹

اندازه گيري زمان طول در مشاهدات که آنجايي از است. شده استفاده Easyfit افزار نرم از متغير دو اين براي مناسب توزيع يافتن جهت
بررسي، زمان هاي اکثر در که است شده انتخاب حاشيه اي متغير براي توزيعي نهايت در و کرده بررسي مختلف زمان هاي در را متغير هر شده اند
۳ جدول است. شده انتخاب سر دور و قد متغيرهاي دو هر براي مناسب توزيع عنوان به لجستيک توزيع داشته اند. مشاهدات به بهتري برازش
جدول احتمال مقادير مقايسه با که مي دهد نشان متغير دو اين به لجستيک توزيع برازش براي را اسميرنوف کلموگروف  آزمون احتمال مقدار ،
چگالي تابع ناپارامتري برآورد ۲ شکل در است. داشته مناسب تري برازش نرمال توزيع به نسبت لجستيک توزيع گفت مي توان ۳ جدول با ۲
برازش بودن مناسب دهنده نشان که است شده آورده آنها به شده برازش لجستيک توزيع همراه به قد و سر دور شده استاندارد مقادير براي

مي باشد. داده ها به لجستيک توزيع

سر دور و قد متغيرهاي به لجستيک توزيع برازش براي اسميرونف کلموگروف آزمون احتمال مقدار :۳ جدول
سر دور قد
۰۸/۰ ۰۹/۰ تولد بدو
۰۷/۰ ۱۰/۰ ماهگي ۲
۰۶/۰ ۰۸/۰ ماهگي ۴
۱۳۳/۰ ۱۲/۰ ماهگي ۶
۱۶/۰ ۲۰/۰ ماهگي ۷
۱۱/۰ ۱۳/۰ ماهگي ۹



۴۵۹ واين جفتي مفصل توابع از استفاده با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي

توزيع شده استاندارد چگالي با مقايسه در رنگ) کم (منحني قد و سر دور شده استاندارد مقادير براي چگالي تابع ناپارامتري برآورد :۲ شکل
رنگ) پر (منحني لجستيک

طولي متغيره دو مدل هاي برازش براي مفصل تابع بهترين انتخاب

دو صورت به سر دور و وزن قد، متغيرهاي براي حاصلضرب و FGM کلايتون، فرانک، نرمال، مفصل توابع از استفاده با متغيره دو مدل هاي
است. آمده ۴ جدول در مدل ها اين تمام (AIC) آکائيک اطلاع معيار مقدار که شد داده برازش دو به

مختلف مفصل توابع با متغيره دو مدل هاي براي (AIC) آکائيک معيار :۴ جدول
سر قد‐دور سر وزن‐دور قد‐وزن مفصل تابع
۷/۴۹۳۰ ۱/۳۴۵۶ ۷/۴۲۵۰ فرانک
۶/۴۹۴۲ ۹/۳۴۹۲ ۲/۴۲۵۴ نرمال
۷/۴۹۶۳ ۲/۳۵۳۱ ۷/۴۳۲۰ کلايتون
۰/۵۰۲۶ ۸/۳۵۹۸ ۱/۴۳۸۹ FGM
۰/۵۱۹۲ ۰/۳۸۰۰ ۹/۴۵۷۷ حاصلضرب

نسبت طولي متغيره دو مدل هاي برازش براي فرانک مفصل تابع بنابراين است. مدل بهتر برازش دهنده نشان شاخص اين کمتر مقدار
براي و حاصلضرب مفصل تابع براي آکائيک شاخص مقدار بيشترين ،۴ جدول به توجه با همچنين است. بوده مناسب تر مفصل توابع ساير به
فرض براساس سازي مدل از تر مناسب متغيرها ميان وابستگي گرفتن نظر در با سازي مدل گفت مي توان لذا است. متغيره دو مدل سه هر

است. بوده استقلال
چند مدل هاي و داد پيوند هم به را متغيره دو مفصل هاي با مدل ها مي توان واين روش از استفاده با شد بيان سوم بخش در که همانطور
استفاده مورد نوزاد رشد طولي داده هاي برازش براي واين روش به را متغيره سه مدل (۵ .۳) رابطه از استفاده با تحقيق اين در ساخت. را متغيره
کمک به متغيره سه مدل بنابراين است. بوده فرانک مفصل متغيره دو مدل هاي براي مفصل بهترين ۴ جدول طبق که جايي آن از گرفت. قرار

داد. نشان ۱ شکل صورت به مي توان را واين روش
ساير از بيشتر ديگر متغير دو با وزن بين همبستگي ،۱ جدول طبق که است شده انتخاب وزن جهت آن از مياني متغير ۳ شکل در
هم متغيره سه مدل برازش است. متغيره دو مدل هاي براي فرانک مفصل وابستگي پارمتر برآورد θ اينجا در که است گانه دو همبستگي هاي
حاصل متغيره سه مدل براي و ۸/۶۰۸۲ واين روش آکائيک معيار مقدار شد، انجام متغيره سه نرمال مفصل تابع روش به هم و واين روش به
در است. مناسب تر مدل ها برازش براي نرمال متغيره سه مفصل تابع از حاصل مدل بنابراين است. شده برآورد ۹/۶۰۰۸ نرمال مفصل تابع از

مي شود. ارايه روش دو هر از استفاده با پارمترها برآورد ادامه
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فرانک مفصل از استفاده با متغيره سه واين مدل :۳ شکل

پارامترها برآورد
مقادير که متغيرهايي و شده متغيره سه مدل وارد مستقل متغيرهاي همه اول مرحله در گرفت. انجام مرحله سه در مدل پارامتر هاي برآورد
جنسيت متغيرهاي وزن، براي بنابراين شدند. حذف مدل از معني دار غير متغيرهاي ساير و شد داشته نگه مدل در بود ۰۵/۰ از کمتر آن ها احتمال
،(P<۰۰۱/۰) مادر سن ،(P<۰۰۱/۰) جنسيت متغيرهاي قد، براي ،(P =۰۳۱/۰) روز شبانه در شيردهي دفعات تعداد و (P =۰۲۶/۰)
سر، دور براي ،(P =۰۳۴/۰) خانواده اقتصادي وضعيت و (P =۰۲/۰) مادر توسط موادغذايي سوم گروه مصرف ،(P<۰۰۱/۰) پدر سن
(P =۰۳۵/۰) مادر توسط موادغذايي اول گروه مصرف ،(P =۰۰۲/۰) پدر سن ، (P =۰۰۳/۰) مادر سن ،(P<۰۰۰۱/۰) جنسيت متغيرهاي
شاخص هاي روي (۰۵/۰ معني داري سطح (در متغيرها ساير و ماندند مدل در مرحله اين در (P =۰۰۲/۰) مادر توسط شيردهي دفعات تعداد و

شدند. حذف مدل از و نبوده موثر کودک رشد
متغيره سه مدل مانده هاي۴۰ باقي مقادير مقابل در را سر دور و قد وزن، شده۳۹ پيش بيني مقادير نمودار که ۶ و ۵ ،۴ شکل به توجه با
داشته وجود مي تواند نيز دوم درجه رابطه يک وابسته متغيرهاي و مستقل متغيرهاي بين گفت مي توان مي دهد. نشان نرمال مفصل با طولي

باشد.

طولي متغيره سه مدل در وزن مانده هاي باقي مقابل در وزن شده بيني پيش مقادير نمودار :۴ شکل

آن ها دوم توان که متغيرهايي از دسته آن و شده مدل وارد نيز دوم توان صورت به کمي مستقل متغيرهاي کليه دوم، مرحله در بنابراين
دورسر متغير براي مادر توسط غذايي مواد اول گروه مصرف متغيرهاي دوم توان مرحله اين در که شدند اضافه مدل به بودند دار معني مدل در

شدند. اضافه مدل به (P =۰۰۵/۰) مادر توسط غذايي مواد سوم گروه مصرف دوم توان و (P =۰۰۶/۰)
توجه با است. آمده ۵ جدول در آن نتايج که شد برازش دوم و اول مرحله دار معني مستقل متغيرهاي با متغيره سه مدل سوم، مرحله در
39Predicted values
40Residual values



۴۶۱ واين جفتي مفصل توابع از استفاده با طولي چندمتغيره داده هاي مدل سازي

طولي متغيره سه مدل در قد مانده هاي باقي مقابل در قد شده بيني پيش مقادير نمودار :۵ شکل

طولي متغيره سه مدل در سر دور مانده هاي باقي مقابل در سر دور شده بيني پيش مقادير نمودار :۶ شکل

مدل اين براساس نتايج تفسير بود برخوردار کمتري آکائيک معيار از واين روش به نسبت نرمال مفصل تابع از حاصل متغيره سه مدل اينکه به
مي شود. مطرح

(P =۱۹۵/۰) سر دور و (P =۳۹۲/۰) قد ،(P =۶۴۵/۰) وزن رشد شاخص هاي بر خشک شير به نسبت مادر شير با تغذيه نوع
قد ،(P =۴۷۴/۰) وزن شاخص هاي رشد بر تنهايي، به خشک شير به نسبت خشک شير و مادر شير با تغذيه نوع همچنين نداشت. تاثيري

شدند. حذف نهايي مدل از خاطر همين به نداد. نشان تاثيري (P =۲۵۳/۰) سر دور و (P =۴۶۲/۰)
دفعات تعداد در افزايش واحد يک ازاي به .(P =۰۲۸/۰) است دختران از بهتر پسران وزني رشد گفت مي توان ،۵ جدول به توجه با

.(P =۰۲۱/۰) مي شود بهتر کيلوگرم ۰۱۸/۰ نوزاد وزني رشد متغيرها ساير داشتن نگه ثابت فرض با مادران توسط شيردهي
نوزادان قدي رشد بارداري شروع در مادران سن سال يک افزايش ازاي به .(P<۰۰۰۱/۰) است دختران از بهتر پسران قدي رشدي
مي شود بهتر نوزادان قدي رشد متر سانتي ۰۹۶/۰ پدران سن افزايش در واحد يک ازاي به و (P =۰۰۱/۰) مي شود کمتر ۰۷۱/۰ ميزان به
نوزادان به نسبت مي کنند زندگي تومان هزار ۴۰۰ ميليون يک مقدار اين از کمتر درآمد با خانورهاي در که نوزاداني .(P<۰۰۰۱/۰)
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واين و متغيره سه مفصل روش دو هر براي نهايي مدل پارمتر برآورد :۵ جدول
واين روش به مدل نرمال متغيره سه مفصل با مدل مستقل احتمالمتغيرهاي مقدار انحراف

استاندارد
برآورد احتمال مقدار انحراف

استاندارد
برآورد

۰۰۶/۰ ۴۱۵/۰ ۷۷۱/۰ <۰۰۰۱/۰ ۴۵۲/۰ ۸۲۷/۰ مبدا از عرض

۰۳۲/۰ ۱۱۵/۰ ۲۵۰/۰ ۰۲۸/۰ ۱۱۷/۰ ۲۶۰/۰ پسر جنسيت دختروزن
۰۰۴/۰ ۰۰۷/۰ ۰۲۱/۰ ۰۲۱/۰ ۰۰۸/۰ ۰۱۸/۰ شيردهي دفعات تعداد

<۰۰۰۱/۰ ۰۵۴/۴ ۲۵۱/۳۶ <۰۰۰۱/۰ ۰۰۳/۴ ۸۳۰/۳۵ مبدا از عرض

قد

۰۱۵/۰ ۸۴۳/۱ ‐۵۵۶/۴ ۰۴۱/۰ ۸۱۷/۱ ‐۵۵۴/۳ سوم گروه مصرف
توسط غذايي مواد

مادر
۰۲۰/۰ ۲۸۹/۰ ۶۸۱/۰ ۰۲۱/۰ ۲۸۵/۰ ۵۳۲/۰ دوم توان
۰۰۱/۰ ۰۲۱/۰ ‐۰۷۳/ ۰ ۰۰۱/۰ ۰۲۱/۰ ‐۰۷۱/۰ مادر  سن
۰۰۰/۰ ۰۲۲/۰ ۰۸۵/۰ <۰۰۰۱/۰ ۰۲۲/۰ ۰۹۶/۰ پدر سن

<۰۰۱/۰ ۲۳۶/۰ ۳۲۳/۱ <۰۰۰۱/۰ ۲۴۶/۰ ۳۹۸/۱ پسر دخترجنسيت
۰۰۵/۰ ۳۰۷/۰ ‐۸۸۳/۰ ۰۰۳/۰ ۳۰۱/۰ ‐۹۱۲/۰ ۸۰۰۰۰۰>

(تومان) ماهيانه ۵۴۸/۰درآمد ۳۵۹/۰ ‐۲۱۶/۰ ۸۵۹/۰ ۳۴۱/۰ ‐۰۶۱/۰ ۱۱۰۰۰۰۰ ‐۸۰۰۰۰۰
۰۱۵/۰ ۴۱۷/۰ ‐۰۳۲/۱ ۰۰۶/۰ ۴۱۶/۰ ‐۱۷۷/۱ ۱۴۰۰۰۰۰ ‐۱۱۰۰۰۰۰

۱۴۰۰۰۰۰<
<۰۰۰۱/۰ ۹۴۸/۱ ۳۶۴/۲۹ <۰۰۰۱/۰ ۸۷۳/۱ ۴۴۴/۳۱ مبدا از عرض

سر دور

۰۰۱/۰ ۰۹۷۹ . ‐۴۳۱/۳ ۰۰۳/۰ ۰۰۸/۱ ‐۰۵۵/۳ اول گروه مصرف
توسط غذايي مواد

مادر
۰۰۱/۰ ۰/۵۵۹ ۵۳۳/۰ ۰۰۳/۰ ۱۶۴/۰ ۴۹۶/۰ دوم توان
۰۱۵/۰ ۰۰۹/۰ ‐۰۲۳/۰ ۰۲۹/۰ ۰۱۰/۰ ‐۰۲۲/۰ مادر  سن
۰۰۲/۰ ۰۱۰/۰ ۰۳۱/۰ ۰۰۶/۰ ۰۱۱/۰ ۰۳۰/۰ پدر سن

<۰۰۱/۰ ۰/۱۴۷ ۸۹۰/۰ <۰۰۱/۰ ۱۵۱/۰ ۹۵۹/۰ پسر دخترجنسيت
۰۰۱/۰ ۰۱۳/۰ ۰۴۳/۰ ۰۰۶/۰ ۰۱۲/۰ ۰۳۴/۰ شيردهي دفعات تعداد

تومان ۸۰۰۰۰۰ از کمتر (براي دارند کمتري قدي رشد نسبت ماه در تومان هزار چهارصد و ميليون يک از بيش درآمد با خانورهاي از
از سهم چهار مصرف جاي به مادري اگر .(P =۰۰۶/۰) ماه در تومان ۱۴۰۰۰۰۰ تا ۱۱۰۰۰۰۰ بين براي و (P =۰۰۳/۰) درماه
داشت خواهد بهتري قدي رشد متر سانتي ۲۳۴/۱ ميانگين طور به او نوزاد کند مصرف سهم پنج روزي مغزها و مرغ تخم حبوبات، گوشت،

.(P =۰۲۱/۰) متغير اين دوم درجه و (P =۰۴۱/۰)
نوزادان قدي رشد بارداري شروع در مادران سن سال يک افزايش ازاي به .(P<۰۰۰۱/۰) است دختران از بهتر پسران سر دور رشد
مي شود بهتر نوزادان قدي رشد متر سانتي ۰۳/۰ پدران سن افزايش در واحد يک ازاي به و (P =۰۲۹/۰) مي شود کمتر ۰۲۲/۰ ميزان به
نوزاد دورسر رشد متغيرها ساير داشتن نگه ثابت فرض با مادران توسط شيردهي دفعات تعداد در افزايش واحد هر ازاي به .(P =۰۰۶/۰)
نوزاد کند مصرف سهم پنج روزي غلات و نان از سهم چهار مصرف جاي به مادري اگر .(P =۰۰۶/۰) مي شود بهتر متر سانتي ۰۳۴/۰
متغير اين دوم درجه ضريب براي و خطي عبارت براي (P =۰۰۳/۰) داشت خواهد بهتري قدي رشد متر سانتي ۴/۱ ميانگين طور به او

است. آمده بدست (P =۰۰۳/۰)

نتيجه گيري و بحث ۵

مدل هاي سپس و پرداخته طولي مشاهدات متغيره دو مدل  سازي به FGM و کلايتون فرانک، نرمال، مفصل تابع از استفاده با مطالعه اين در
مقايسه نرمال متغيره سه مفصل تابع از حاصل مدل با ادامه در و شد داده تعميم طولي متغيره سه مدل هاي به واين روش کمک به دومتغيره
متغيرهاي حاشيه ها، براي مختلف توزيع هاي انتخاب در انعطاف پذيري بر علاوه که مي شود موجب واين جفتي مفصل توابع از استفاده شد.
داده ها مدل سازي براي متغيرها بين همبستگي ساختار بهترين و کنند اختيار را متفاوتي همبستگي ساختارهاي دو به  دو به صورت بتوانند پاسخ
نهايي مدل به عنوان نرمال مفصل تابع با متغيره سه مدل مطالعه اين در اينکه علي رغم .(۲۰۱۷ همکاران، و (روسکن گيرد قرار مورداستفاده
و ساده تر ساختار علت به واين روش وابسته متغيرهاي زياد تعداد وجود با پزشکي علوم مطالعات خصوصاً کاربردها از بسياري در شد، معرفي
اين در .(۲۰۱۷ (بيراکدر۴۱، گيرد قرار توجه مورد پيچيده تر ساختارهاي به نسبت مي تواند چندمتغيره مدل ساخت در بيشتر انعطاف پذيري
مطالعات ساير براي را آن از استفاده همچنين شد. ارائه وابسته پاسخ متغير دو از بيش با مدل توسعه جهت واين روش از کاربردي مطالعه
با مدل هايي توسعه که، کرده اشاره مورد اين به مي توان طولي مطالعات در مفصل تابع به کارگيري مزيت هاي از مي کنيم. پيشنهاد کاربردي
مفصل تابع از استفاده به نسبت طولي، متغيره چند رگرسيون مانند کلاسيک روش هاي از استفاده با طولي اندازه گيري با و پاسخ متغير چند
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انعطاف پذيري از نشان کلاسيک مدل هاي در خاص، احتمالي توزيع با پاسخ متغير مانند مفروضاتي اينکه علي رغم بود. خواهد پيچيده تر بسيار
طولي پاسخ هاي براي حاشيه اي مدل هاي از استفاده امروزه اگرچه .(۲۰۱۸ بود(شي، خواهد مفصل تابع از استفاده به نسبت مدل ها اين کمتر
مدل ها اين در متغيره چند پاسخ هاي توسعه مدل ها اين ساختار به توجه با است، کرده پيدا محققين بين در زيادي محبوبيت چوله و نرمال غير
با قياس در حاضر مطالعه تفاوت .(۲۰۲۲ همکاران، و (سفيدي بود خواهد واين روش از استفاده يا مفصل تابع به کارگيري از پيچيده تر به مراتب
ساير مي شود، پيشنهاد پايان در است. طولي متغيره سه مدل ارائه و نرمال از غير به ديگر مفصل تابع چند کارگيري به گذشته، مذکور مطالعات
به مفصل ها تابع ساير از استفاده همچنين کنند. مقايسه مطالعه اين با را آن نتايج کرده استفاده نرمال غير توزيع داراي تصادفي اثر از محققان
در مي تواند مطالعه اين در شده کارگرفته به مدل همچنين گيرد. قرار توجه مورد مي تواند مطالعه اين در شده کاربرده به مفصل توابع از غير

شود. کارگرفته به نيز باليني کارآزمايي و کوهورت مطالعات مانند نوزاد رشد مطالعه از غير پزشکي علوم مطالعات
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Abstract: In some medical studies, we may have several measurements on each patient. In such a situ­
ation, one method is to use random effects in data modeling. Sometimes these longitudinal data may be
measured for several response variables, in this case, although the responses can be modeled separately,
such an approach reduces the power and efficiency in estimating the effects of auxiliary variables in the re­
sponse variable. In the analysis of such data, in addition to the analysis of the dependence between repeated
measures related to each of the response variables, the dependence between the responses should also be
considered. Among the methods that have attracted the attention of many researchers for multivariate data
modeling in recent years is data modeling using a copula function. One of the most important advantages
of using the copula function compared to the longitudinal multivariate modeling of the data in the clas­
sic way is that, in addition to the normal distribution, any other distribution other than the normal can be
considered as marginal distributions. Also, marginal distributions can even have different distributions. In
situations where the data has a multivariate structure, one of the ways to form multivariate distributions is
to use the vine pair­copula function. In this study, we form a multivariate longitudinal structure by using
the vine pair copula functions and compare these models with the model obtained from the fitting of the
multivariate normal copula function. Then we will introduce the best model using the Akaike informa­
tion criterion and at the end we will use the presented model on the data of the estimation of the effect of
nutrition on growth.

Keywords: Longitudinal measurments, Multivariate normal copula function, Vine pair copula, Infant
growth, Infant nutration.
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