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راديکالي پاسخ تابع و انتشار زيست بوم با در همه گيرشناسي جديد مدل يک
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راديکالي پاسخ تابع و دوخطي شيوع نرخ با زيست بوم يک در همه گيرشناسي مدل يک مطالعه پژوهش اين از هدف چکيده:
مدل هاي در اصلي چالش مي کنيم. بررسي پارامترها مختلف مقادير براي را سيستم پايداري و تعادل نقاط ابتدا است.
ناکارآمد  اند اويلر روش مانند عددي روش هاي از برخي است. نا منفي جواب تقريب براي عددي روش يک يافتن جمعيت،
غيراستاندارد متناهي تفاضل روش هاي از حاصل نامنفي تقريب هاي نيستند. نامنفي جواب ايجاد به قادر اوقات گاهي زيرا
پس مي کند. ارائه را نا مشروط قابل قبول پاسخ هاي که مي کنيم پيشنهاد را عددي روش يک مقاله، اين در مشروط اند. نيز
روش کارايي عددي شبيه سازي از استفاده با سپس مي دهيم. قرار بحث مورد را پيشنهادي عددي روش سازگاري آن از
جمعيت تراکم بر را شکار گونه گله ايي رفتار اثر نهايت در مي کنيم. مقايسه استاندارد غير و اويلر روش دو با را پيشنهادي
و تجزيه را ديناميکي مدل مسئله، در موجود پارامتر هاي از عددي مقادير از برخي براي و داده قرار بررسي مورد گونه ها

مي کنيم. تحليل

همه گيرشناسي. زيست بوم، متناهي، تفاضل روش راديکالي، پاسخ تابع انتشار، کليدي: واژه هاي
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مقدمه ۱
گرفته اند. کمک مدل سازي از جانوري گونه  هاي رفتار بررسي و زيست بوم ها روي تحقيق براي زيست شناسي حوزه ي محققان گذشته دهه هاي در
بين متقابل ارتباط چگونگي زمينه در موثر روش هاي از يکي هستند. رقابت در منطقه و غذا يافتن براي جانوري گونه هاي زيستگاه ها، اکثر در
بين تعامل بهتر توصيف براي است. رياضي مدل هاي به بوم سازگان تعاملات تبديل بوم، زيست يک در يکديگر با تعاملشان نحوه و گونه ها
است. شکارچي و شکار مدل مدل ها، اين پرکاربردترين از يکي کرد. مطرح مي توان متفاوتي رياضي مدل هاي شکارچي، و شکار گونه هاي
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در همه گير بيماري هاي شيوع و مدل ها اين تکاملي سير آن از پس .[۲۴] شد پيشنهاد ۳ ولترا و لتکا۲ توسط بار اولين شکارچي و شکار مدل
معادلات قالب در بيشتر زيست محيط در همه گيرشناسي مدل هاي .[۱۹ ،۶] شد ترکيب بيماري، مدل با شکارچي و شکار مدل جهان، سراسر
مورد را شکار گونه هاي در بيماري ديناميکي رفتار [۳۰] چاکراوارتي۵ و رحمان مثال به عنوان مي شوند. معرفي ( ۴ODE) معمولي ديفرانسيل
را [۳۶ ،۳۵ ،۲۹ ،۱۴] منابع بيشتر اطلاعات دريافت (براي است هاپف انشعاب داراي آنها پيشنهادي مدل که دادند نشان و داده قرار مطالعه

بنگريد).
نظر در مکان و زمان به وابسته را جمعيت تغييرات شکارچي، و شکار گونه هاي بين تعامل واقعي تر بررسي براي پژوهشگران اخير سال هاي در
و باته نمونه، به عنوان مدل سازي مي کنند. انتشار، عبارت با ( ۶PDE) جزئي ديفرانسيل معادلات توسط را زيستي مدل هاي يعني گرفته اند،
خود مطالعه در آنها شده است. همه گير شکار گونه بين در بيماري يک که گرفته اند نظر در را شکارچي و شکار انتشار با مدل يک [۹] هيلکر۷
همه گيرشناسي مدل يک [۷] در نويسندگان مي کنند. بررسي بيماري انتشار هم چنين و شکارچي حمله سرعت در را شکار از ساطع شده مواد تاثير
را شکار گونه با تعامل و شکارچي تهاجم سرعت بر بيماري انتقال تابع بودن محدب تاثير و داده قرار بررسي مورد را محدب نرخ با زيست بوم در
لياپانوف تابع از و کرده مطالعه بسته محيط هاي در را انتشار با شکارچي و شکار مدل يک ديناميکي رفتار ،[۳۸] ني۸ و ونگ کرده اند. مطالعه

ببينيد). را [۱۶ ،۱۱ ،۱۰] مقالات بيشتر مطالعه (براي کرده اند استفاده تعادل نقطه پايداري بررسي براي
مدل سازي براي مهم مولفه هاي پاسخ، تابع و بيماري انتقال نرخ تهاجم، زيستگاه، در رقابت عامل آن ها، مرگ ومير ميزان گونه ها، رشد
در اين گونه گسترش ميزان و پاسخ تابع شکارگر، گونه يک بودن تهاجمي معيارهاي مهم ترين از يکي زيست بوم اند. يک در همه گيرشناسي
نشان دهنده پاسخ تابع مي کند. ايفا کليدي نقش مناسب پاسخ تابع يک يافتن زيست بوم، يک رياضي مدل سازي در نتيجه در است. زيستگاه
شکارچي رشد نرخ تغيير بر طعمه مصرف اثر ميزان تابع اين ديگر به عبارت است. شکار انداختن به دام در شکارچي سرعت ميزان و توانايي
و مشاهدات با ولي کردند معرفي شکار گونه چگالي به وابسته فقط را پاسخ تابع خود، اوليه مطالعات در پژوهشگران .[۱] مي کند بررسي را
بهتر آنها بين تعاملات نمايش براي و واقعي ترند شکارچي، و شکار گونه دو هر چگالي به وابسته پاسخ توابع که شد مشخص بيشتر تحقيقات

:[۲۸] مي کنيم اشاره پاسخ توابع از مهم نمونه چند به ادامه در مي کنند. عمل

R(x)؛ = αxγ

۱+βxρ , γ, ρ ⩾ ۰ : [۲۳ ،۱۸ ،۱۷] کلي حالت در هالينگ پاسخ تابع •

R(x)؛ = α(۱ − e
−x
β ) : [۲۲ ،۲۱] آي ولف پاسخ تابع •

,R(x؛ y) = αx
βy+x

: [۲۰] مايکليس‐منتن پاسخ تابع •

.R(x, y) = αx
β+σy+x

: [۳۲ ،۱۵] بدينگتون–دي آنجليس پاسخ تابع •

بگيرد. نظر در را آنها خاص رفتارهاي که کرد مطرح پاسخي توابع مي توان گونه ها، بين متقابل ارتباط و جانوري زيستگاه هاي بيشتر مطالعه با
را متفاوتي پاسخ توابع شکار، گله اي دفاع يا و بو کردن ساطع با دشمن دفع پناهگاه ها، به گريز چون دفاعي رفتارهاي براي بايد نمونه به عنوان
راديکالي پاسخ تابع با شکارچي و شکار مدل يک روي [۲۸] همکاران و پال۹ است. راديکالي پاسخ تابع پاسخ، توابع اين از يکي گرفت. نظر در
قرار بررسي مورد خود پيشنهادي مدل در را حدي دور وجود آنها کرده اند . مطالعه سيستم سراسري و محلي پايداري درمورد و کرده تحقيق
کرده تحليل و تجزيه يافته، انتشار شکار جمعيت در بيماري شکارچي که و شکار مدل يک خود مطالعه در نيز [۶] همکاران و بانرجي۱۰ داده اند.
کرده اند. تحقيق سيستم حدي دور و انشعاب تعادل، نقاط مورد در و کرده مدل سازي راديکالي پاسخ تابع کمک با را شکارچي و شکار تعامل و
کرده سرايت بيماري شکارچي گونه بين که کرده اند معرفي زيست بوم حوزه ي در را مدلي خود مقاله در [۱۳] همکاران و جيملي۱۱ هم چنين
نقاط پايداري و حدي دور متفاوت، انشعاب هاي وجود خود تحقيق در آنها دارند. گروهي دفاع خود از شکارچيان حمله هنگام در شکار گونه و

نماييد). مراجعه [۳۱ ،۲۵ ،۸] به بيشتر مطالعه (براي کرده اند بررسي را تعادل

شکار گروه براي مي کنيم. بررسي متفاوتي ديد از آن را و کرده ترکيب شکارچي و شکار مدل با همه گير بيماري مدل يک مطالعه اين در
محيط در که شکارهايي بنابراين مي گيرند. قرار قوي تر گروه دفاعي حصار در بيمار، و ضعيف تر جمعيت يعني مي گيريم نظر در گله اي رفتار
مي شوند مصرف گله لبه در سالم شکارهاي فقط ديگر به عبارت هستند. شکارچي با تعامل و شدن شکار خطر معرض در دارند قرار گله بيروني
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دفاع بيانگر تا مي گيريم نظر در راديکالي به  صورت را پاسخ تابع موضوع اين به توجه با مي گيرند. پناه گله پشت در آلوده شکارهاي حالي که در
اکثر براي تحليلي پاسخ يافتن مي کنيم. ارائه جزئي ديفرانسيل معادلات از استفاده با را خود پيشنهادي مدل .[۶ ،۵] باشد شکار گونه گروهي
در همه گيرشناسي مدل هاي اکثر طرف يک از اينکه، به توجه با ادامه در نيست. امکان پذير يا و بوده دشوار بسيار جزئي ديفرانسيل معادلات
تجزيه سياسي، مشي خط برنامه ريزي و در بيماري رفتار پيش بيني ويژه اهميت به دليل ديگر طرف از و هستند غير خطي به شکل زيست محيط
مدل ها، اين گونه حل براي پژوهشگران اکثر دارد، کليدي نقش جمعيت ها بين در عفوني بيماري هاي به مربوط ديناميکي سيستم هاي تحليل و
پاسخ هاي مي شوند، پيشنهاد غيرخطي ديناميکي سيستم هاي حل براي که عددي روش هاي گاهي مي دهند. پيشنهاد را عددي روش هاي
مي شوند سيستم جواب هاي رفتار از نادرست تحليل و تجزيه باعث جمعيتي مدل ها ي در منفي پاسخ هاي مثلاً . مي کنند ايجاد غيرقابل قبولي
عددي روش شده، اعلام معايب رفع جهت مقاله اين در بنابراين .[۳۷ ،۳] باشد نداشته آشوبناک رفتار سيستم خود است ممکن حالي که در

باشد. داشته مناسب تقريب جهت در را لازم کارايي مي تواند  و بوده نامشروط نامنفي پاسخ هاي يافتن به قادر که مي دهيم پيشنهاد
و انتشار جمله با مدل تعادل نقاط پايداري مي پردازيم. پيشنهادي مدل معرفي به ،۲ بخش در است: شده سازماندهي زير به صورت مقاله اين
بخش در پيشنهادي عددي روش سازگاري است. عددي روش هاي توضيح ،۴ بخش است. گرفته قرار بررسي مورد ۳ بخش در انتشار بدون
نهايت، در کرده ايم. توصيف را شکارچي و شکار گونه دو بين تعامل چگونگي عددي، شبيه سازي با ،۶ بخش در است. شده تحليل و تجزيه ۵

است. شده خلاصه آخر بخش در نتايج و نتيجه گيري

مدل معرفي ۲

مي دهيم: قرار بررسي مورد زير به شرح را شکار گونه در بيماري شيوع با همراه شکارچي و شکار مدل يک بخش اين در
∂tS = ds∂

۲
xS + rS − σS − βSI − αs

۲
√
SP,

∂tI = di∂
۲
xI − µI + βSI − αiIP,

∂tP = dp∂
۲
xP − dP + e(αs

۲
√
S + αiI)P.

(۱ .۲)

اوليه شرايط با مسئله اين

S(x, ۰) = f۱(x), I(x, ۰) = f۲(x), P (x, ۰) = f۳(x), x ∈ [۰, L], (۲ .۲)

به صورت (نويمان) همگن مرزي شرايط و معلومند i = ۱, ۲, ۳ براي ،fi(x) توابع آن در که
∂tS(۰, t) = ∂tS(L, t) = ۰,
∂tI(۰, t) = ∂tI(L, t) = ۰,
∂tP (۰, t) = ∂tP (L, t) = ۰,

(۳ .۲)

را شکارچي تراکم و بيمار شکار تراکم حساس، شکار تراکم به ترتيب P (x, t) و I(x, t)، S(x, t) مجهول توابع مي شوند. نظرگرفته در
شده اند. معرفي ۱ جدول در پيشنهادي مدل پارامترهاي مي دهند. نمايش

.(۱ .۲) مدل پارامترهاي :۱ جدول

شرح پارامتر
شکار گونه رشد نرخ r

طعمه طبيعي مير و مرگ ميزان σ
بيماري) اثر بر يا شکار(طبيعي گونه مير و مرگ نرخ µ

شکارچي گونه طبيعي مير و مرگ نرخ d
آلوده غير شکار به شکارچي حمله نرخ αs

بيمار شکار به شکارچي حمله نرخ αi

طعمه مصرف براثر شکارچيان تغييرتراکم نرخ e
سالم طعمه انتشار ضريب ds
بيمار طعمه انتشار ضريب di
شکارچي انتشار ضريب dp

تماس يک از بيماري انتقال ميزان β

مي کنيم. فرض مثبت را (۱ .۲) مدل پارامترهاي تمام که شود نشان خاطر
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پايداري بررسي و تعادل نقاط ۳
تعادل نقاط مي کنيم. بحث آنها پايداري مورد در سپس و کرده محاسبه را (۱ .۲) ديفرانسيل معادلات دستگاه تعادل نقاط ابتدا بخش اين در

مي آيند: به دست زير جبري معادلات دستگاه حل با (۱ .۲) دستگاه
rS − σS − βSI − αs

۲
√
SP = ۰,

−µI + βSI − αiIP = ۰,
−dP + e(αs

۲
√
S + αiI)P = ۰.

نقطه ،E۲ = ( r−σ
β
, µ
β
, ۰) شکار فقط تعادل نقطه ،E۱ = (۰, ۰, ۰) بديهي تعادل نقطه از عبارتند سيستم اين قبول قابل تعادل نقاط
آن در که E۴ = (S∗, I∗, P ∗) بومي تعادل نقطه و E۳ =

(
d۲

αs
۲e۲ , ۰, (r−σ)d

αs
۲e

)
بيماري از عاري تعادل

S∗ =
µe۲αs

۲(
eαi(r − σ)− βd

)۲ =
µ۲e۴αs

۲αi
۲I∗۲

β۲d۴(۱ − ۱
R۰

)۲
,

I∗ =
µe۲αs

۲ + deαi(r − σ)− βd۲(
βd− eαi(r − σ)

)
eαi

=
βd۲(۱ − ۱

R۰
)(

βd− eαi(r − σ)
)
eαi

,

P ∗ = µ
eαi(r − σ)

(
eαi(r − σ)− βd

)
+ β

(
µe۲αs

۲ + eαid(r − σ)− βd۲)(
βd− eαi(r − σ)

)۲ =
eµ

(
βI∗ − (r − σ)

)
βd− eαi(r − σ)

.

زيستگاه R۰ < ۱ اگر مي نامند. بيماري بازتوليد عدد را R۰ = βd۲

µe۲αs
۲+deαi(r−σ)

مقدار ،ds = di = dp = ۰ براي اين جا در
کرد: خلاصه زير قضيه به صورت مي توان را ،نتايج تعادل نقاط درمورد شد. خواهد بومي بيماري ،R۰ > ۱ چنان چه و بوده بيماري از عاري

داريم: (۱ .۲) دستگاه پارامترهاي تمام بودن مثبت فرض با .۱ .۳ قضيه

دارد. وجود E۱ بديهي تعادل نقطه پارامترها، مقادير تمام به ازاي •

دارند. وجود E۳ و E۲ تعادل نقاط ، r − σ > اگر۰ •

داشت. خواهد وجود E۴ آن گاه r − σ > βI∗ و r − σ > βd
eαi

،R۰ > ۱ اگر •

کرده بررسي را انتشار بدون حالت در تعادل نقاط ديناميکي پايداري ابتدا مي پردازيم. (۱ .۲) ديناميکي سيستم پايداري بررسي به ادامه در
مي دهيم. قرار بررسي مورد را انتشار با ديناميکي سيستم پايداري شرايط جواب ، فوريه سري از استفاده با سپس و

انتشار بدون مدل پايداري بررسي ۱ .۳
مي کنيم: محاسبه زير به صورت را (۱ .۲) مدل ژاکوبي ماتريس انتشار، بدون حالت در تعادل نقاط پايداري بررسي براي

J(S, I, P ) =

 r − σ − βI − ۱
۲
αsP√

S
−βS −αs

√
S

βI −αiP + βS − µ −αiI
۱
۲
eαsP√

S
eαiP −d+ e(αs

√
S + αiI)

 , (۱ .۳)

مي کنيم. بررسي J ماتريس ويژه مقادير کمک با را نقطه هر پايداري سپس

در مي دهيم. قرار بررسي مورد E۱ تعادل نقطه نزديکي در آن را حدي رفتار بديهي، تعادل نقطه در (۱ .۳) ماتريس بودن منفرد به دليل
: مي شود تبديل زير به شکل ،(۱ .۳) ژاکوبي ماتريس حالت اين

J(E۱) =

 r − σ ۰ ۰
۰ −µ ۰
۰ ۰ −d

 .

کرد. مطرح را زير قضيه مي توان ،J(E۱) ويژه مقادير به توجه با
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است. زين) ناپايدار(نقطه و پايدار به ترتيب ،r > σ و r < σ براي ،E۱ بديهي تعادل نقطه .۲ .۳ قضيه

در را (۱ .۳) ژاکوبي ماتريس مشخصه معادله پايداري، تحليل شدن ساده تر براي مي پردازيم. شکار فقط تعادل نقطه پايداري به ادامه در
مي کنيم: محاسبه زير به صورت نقطه اين

λ۳ −
(
(r − σ)β − µ (r − σ) + η

)
λ۲

β
+

(r − σ)
(
η (β − µ) + µ۲β

)
λ

β۲ −
η(r − σ)µ۲

β۲ = ۰, (۲ .۳)

از عبارتند معادله اين ريشه هاي است. η = αse
√
µβ + αie(r − σ)− βd آن در که

λ۱ = a+
√

a۲ − b, λ۲ = a−
√

a۲ − b, λ۳ =
η

β
,

وابسته آنها علامت و مقدار حقيقي دو هر λ۲ و λ۱ ،a۲ ≥ b براي .b = ۴β(r − σ)µ۲ و a = (r − σ)(β − µ) آن در که
β و µ مقادير به بستگي λ۲ و λ۱ علامت ،۲ .۳ قضيه در E۲ تعادل نقطه وجود شرط داشتن نظر در با ديگر به عبارت است. a علامت به
λ۱ حقيقي قسمت علامت ،a۲ < b براي مقابل در منفي اند. دو هر آن گاه β < µ اگر و مثبت دو هر λ۲ و λ۱ آن گاه β > µ اگر دارد.

کرد: خلاصه زير قضيه به صورت را نتايج مي توان ،(۲ .۳) معادله ريشه هاي به توجه با دارد. β و µ پارامترهاي مقادير به بستگي نيز λ۲ و

E۲ تعادل نقطه .۳ .۳ قضيه

است. ناپايدار و زين نقطه به ترتيب β > µ و β < µ براي ،η > ۰ شرط با •

است.. پايدار و زين نقطه به ترتيب β > µ و β < µ براي ،η < ۰ شرط با •

اين براي است. ويژه اي اهميت داراي زيست بوم يک در واگيردار بيماري رفتار بررسي براي بيماري از عاري تعادل نقطه در مدل پايداري
داريم: E۳ تعادل نقطه در (۱ .۳) ژاکوبي ماتريس محاسبه با منظور

J(E۳) =


r−σ

۲ − β d۲

αs
۲e۲ −d

e

۰ (R۰−۱)βd۲

R۰αs
۲e۲ ۰

۱
۲e(r − σ) αi d(r−σ)

αs
۲ ۰

 . (۳ .۳)

ويژه مقادير داراي (۳ .۳) ماتريس

λ۱ =
۱
۴
(
r − σ +

√
(r − σ)(r − σ − ۸d)

)
,

λ۲ =
۱
۴
(
r − σ −

√
(r − σ)(r − σ − ۸d)

)
,

λ۳ =
(R۰ − ۱)βd۲

R۰αs
۲e۲ ,

(۱ .۲) دستگاه جواب هاي پس مثبت اند همواره ،λ۲ و λ۱ حقيقي قسمت هاي ،۳ .۳ قضيه در E۳ تعادل نقطه وجود شرط به توجه با است.
نتيجه در پايدارند. ،λ۳ نظير ويژه بردار راستاي در دستگاه جواب هاي ،R۰ < ۱ اگر ناپايدارند. ،λ۲ و λ۱ نظير ويژه بردارهاي راستاي در

: است برقرار زير قضيه

است. زين نقطه يک ،R۰ < ۱ براي و است ناپايدار ،R۰ > ۱ براي بيماري از عاري تعادل نقطه .۴ .۳ قضيه

محاسبه زير به صورت را (۱ .۳) ژاکوبي ماتريس مشخصه چندجمله اي ابتدا ، E۴بومي تعادل نقطه پايداري بررسي براي قبل روند مشابه
مي کنيم:

λ۳ + υ۲λ
۲ + υ۱λ+ υ۰ = ۰,
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آن در که

υ۰ =
µk

۲αie
+

µ۳ke αs
۲

۲αi h۲ +
۳µ۳k e۳αs

۴β۲

۲αi h۴ − ۳µ۴k e۳αs
۴β

۲αi h۴ +
µ۳ke αs

۲βd

αi h۳ − µ۲k e۲αs
۲β(r − σ)

h۳ −

µk(r − σ)

h
+

µ۲k۲

αi h۲e
− ۲µ۲ke αs

۲β

αi h۲ ,

υ۱ = d(r − σ)− k(r − σ)

h
− kµ

h
+

dkµ

hαie
− k۲µ

h۲αie
+

e۲αs
۲βk µ۲

h۳ − hd

۲αie
+
e۲αs

۲(r − σ)µ

h
−

e αs
۲βdµ

۲hαi

+
e αs

۲βk µ۳

h۳αi

− e αs
۲βkµ

۲h۲αi

− e αs
۲k µ۲

h۲αi

+
k

۲αie
,

υ۲ = d− (r − σ)− k

h
− h

۲αie
+

kµ

hαie
− e۲αs

۲µ

h
+

e αs
۲βµ

۲hαi

,

k = µe۲αs
۲ + deαi(r − σ)− βd۲,

h = eαi(r − σ)− βd.

امري ،E۴ تعادل نقطه پايداري تحليل براي صريح شرايط به دستيابي آن، در موجود پارامترهاي زياد تعداد و ژاکوبي ماتريس پيچيدگي به دليل
با اين جا در کرد. بررسي خاص حالت هاي در را پايداري نوع پارامترها، براي متفاوت عددي مقادير انتخاب با مي توان حال اين با است. دشوار

مي پردازيم. بومي تعادل نقطه پايداري بررسي به پارامتر دسته دو نظرگرفتن در

مقادير انتخاب با .۱

µ = ۰٫۲, r = ۰٫۳۵, β = ۰٫۹, αs = ۱, αi = ۱, d = ۰٫۵, e = ۰٫۷, σ = ۰٫۱,

مثبت تعادل نقطه

E۴ = (۰٫۲۵۹۱۷۳۵۵۳۷, ۰٫۲۰۵۱۹۴۸۰۵۲, ۰٫۰۳۳۲۵۶۱۹۸۳۵),

مي شوند: محاسبه زير به شرح E۴ در (۱ .۳) ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير و مي آيد به دست

λ۱ = ۰٫۰۲۴۱۱۸۶۱۰۷۷۱۳۲۴۴۶۵ + ۰٫۲۴۴۲۵۹۵۲۳۲۹۰۶۹۲I,
λ۲ = ۰٫۰۲۴۱۱۸۶۱۰۷۷۱۳۲۴۴۶۵ − ۰٫۲۴۴۲۵۹۵۲۳۲۹۰۶۹۲I,
λ۳ = −۰٫۰۱۵۵۷۴۸۸۳۹۵۲۶۴۸۹۳۳.

پايدار ،λ۳ نظير ويژه بردار راستاي در (۱ .۲) دستگاه جواب هاي و بوده زين نقطه ،E۴ بومي نقطه مي شود ملاحظه همان طور که
هستند.

مقادير انتخاب با .۲

µ = ۰٫۰۲, r = ۰٫۹۵, β = ۰٫۹, αs = ۱, αi = ۱, d = ۰٫۵, e = ۰٫۷, σ = ۰٫۱,

مثبت تعادل نقطه

E۴ = (۰٫۴۸۵۱۳۶۵۰۶۵, ۰٫۰۱۷۷۶۸۳۰۱۴, ۰٫۲۳۶۶۲۲۸۵۵۹),

مي شوند: محاسبه زير به شرح E۴ در (۱ .۳) ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير و مي آيد به دست

λ۱ = ۰٫۵۹۰۷۹۹۴۸۰۵۵۵۶۱۱۹,
λ۲ = ۰٫۱۳۷۷۷۴۳۰۷۵۱۲۵۰۸۸,
λ۳ = ۰٫۰۱۵۵۷۳۳۳۳۲۱۱۸۷۹۳۰۴.

هستند. ناپايدار نقطه اين در (۱ .۲) دستگاه جواب هاي ماتريس، اين ويژه مقادير تمام بودن مثبت توجه با
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انتشار با مدل پايداري بررسي ۲ .۳
تعادل نقطه حول را زير خطي سيستم ابتدا ،[۲] در شده مطرح روند از الهام با ،(۱ .۲) انتشار با مدل پايداري بررسي براي بخش اين در

مي گيريم: نظر در (S∗, I∗, P ∗)
∂tS = ds∂

۲
xS + a۱۱S۱ + a۱۲I۱ + a۱۳P۱,

∂tI = di∂
۲
xI + a۲۱S۱ + a۲۲I۱ + a۲۳P۱,

∂tP = dp∂
۲
xP + a۳۱S۱ + a۳۲I۱ + a۳۳P۱.

(۴ .۳)

کنيم فرض

S۱(x, t) =
∑
k

Ske
λt cos(kx),

I۱(x, t) =
∑
k

Ike
λt cos(kx),

P۱(x, t) =
∑
k

Pke
λt cos(kx),

دادن قرار با حال است. موج عدد مثبت)، صحيح عدد يک n) k = nπ
۲ اين جا در هستند. (۴ .۳) دستگاه پاسخ توابع فوريه سري هاي بسط

داريم: ،(۴ .۳) در P۱(x, t) و I۱(x, t) ،S۱(x, t)
∑
k

(a۱۱ − d̃sk
۲ − λ)Sk +

∑
k

a۱۲Ik +
∑
k

a۱۳Pk = ۰,∑
k

a۲۱Sk +
∑
k

(a۲۲ − d̃ik
۲ − λ)Ik +

∑
k

a۲۳Pk = ۰,∑
k

a۳۱Sk +
∑
k

a۲۳Ik +
∑
k

(a۳۳ − dpk
۲ − λ)Pk = ۰.

(۵ .۳)

آورد: به دست زير به صورت را m,n = ۱, ۲, ۳ براي amn مقادير مي توان ،(۵ .۳) و (۴ .۳) دستگاه هاي ژاکوبي ماتريس مقايسه با اکنون

a۱۱ = −βI∗ + r − σ − asP ∗

۲
√
s
, a۱۲ = −βS∗, a۱۳ = αs

√
S∗,

a۲۱ = βI∗, a۲۲ = −αiP
∗ + βS∗ − µ, a۲۳ = −αiI

∗,

a۳۱ = P ∗eαs

۲
√
S∗ , a۳۲ = P ∗eαi, a۳۳ = −d+ e(αs

√
S∗ + αiI

∗).

مشخصه چندجمله اي براي را معيار اين .[۳۳] مي کنيم استفاده روث‐هورويتز پايداري معيار از پايداري شرايط آوردن به دست براي ادامه در
مي شود: محاسبه زير به صورت چندجمله اي اين مي گيريم. نظر در (۵ .۳) دستگاه

λ۳ + ω۲(k)λ
۲ + ω۱(k)λ+ ω۰(k) = ۰,

آن در که

ω۲(k) = (di + dp + ds)k
۲ − a۲۲ − a۳۳ − a۱۱,

ω۱(k) =
[
(dp + ds)di + dpds

]
k۴ +

[
(۲dp + ۲ds)di + (−a۳۳ − a۱۱)di + (−a۲۲ − a۱۱)dp−

ds(a۲۲ + a۳۳)
]
k۲ + (a۲۲ + a۳۳)a۱۱ − a۱۲a۲۱ + a۲۲a۳۳ − a۲۳a۳۲ − a۱۳a۳۱,

ω۰(k) = k۶didpds +
[
(−a۱۱dp − a۳۳ds)di − a۲۲dpds

]
k۴ +

[
(a۱۱a۳۳ − a۱۳a۳۱)di + (a۱۱a۲۲−

a۱۲a۲۱)dp + ds(a۲۲a۳۳ − a۲۳a۳۲)
]
k۲ + (−a۲۲a۳۳ + a۲۳a۳۲)a۱۱ − a۱۳a۲۱a۳۲ + a۱۲a۲۱

a۳۳ + a۱۳a۲۲a۳۱ − a۱۲a۲۳a۳۱.

داريم: را زير قضيه (۱ .۲) دستگاه تعادل نقطه پايداري مورد در
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باشد: برقرار زير شرايط اگر است پايدار (S∗, I∗, P ∗) تعادل نقطه در (۱ .۲) انتشار با ديفرانسيل معادلات دستگاه .۵ .۳ قضيه
ω۲(k) > ۰,
ω۰(k) > ۰,
ω۲(k)ω۱(k)− ω۰(k) > ۰.

(۶ .۳)

حال اين با است. دشوار امري تعادل، نقاط پايداري تحليل براي صريح شرايط يافتن ،(۶ .۳) در موجود پارامترهاي زياد تعداد به توجه با
مقادير انتخاب با کرد. بررسي خاص حالت در را تعادل نقاط پايداري نوع پارامترها، براي عددي مقادير انتخاب با مي توان

µ = ۰٫۲, r = ۰٫۳۵, β = ۰٫۹, αs = ۱, αi = ۱, d = ۰٫۵, e = ۰٫۷, σ = ۰٫۱,

است. شده داده نمايش ۳ و ۲ جداول در نتايج و کرده ايم بررسي را (۱ .۲) سيستم تعادل نقاط پايداري ،(۶ .۳) رابطه گرفتن نظر در و

.(k = ۰) انتشار بدون حالت در (N∗, I∗, P ∗) تعادل نقطه پايداري :۲ جدول

پايداري ω۱ω۲ − ω۰ ω۰ ω۲ (N∗, I∗, P ∗)

زين −۰٫۰۰۸۷۵ −۰٫۰۲۵۰ ۰٫۴۵ E۱ = (۰, ۰, ۰)
غيرهذلولوي ۰ −۰٫۰۰۱۲۲۱۳۸۰۴۵۵ −۰٫۰۲۴۴۲۷۶۰۹۱ E۲ = (N∗, I∗, ۰)

ناپايدار −۰٫۰۰۹۸۸۴۳۵۸۰۸ −۰٫۰۰۵۰۳۸۲۶۵۳ −۰٫۲۰۵۶۱۲۲۴۴۸ E۳ = (N∗, ۰, P ∗)
زين −۰٫۰۰۲۸۸۱۴۸۴۶۷۶ ۰٫۰۰۰۹۳۸۲۹۹۸۸۲۲ −۰٫۰۳۲۶۶۲۳۳۷۵۹ E۴ = (N∗, I∗, P ∗)

.(k۲ > ۰) انتشار با حالت در (N∗, I∗, P ∗) تعادل نقطه پايداري :۳ جدول

پايداري ω۱ω۲ − ω۰ ω۰ ω۲ n۲ n۱ (N∗, I∗, P ∗)

پايدار ۳٫۹۳۶۶۵۳۶۵۶ ۰٫۲۷۴۱۰۳۵۱۱۳ ۲٫۴۴۸۵۹۴۸۹۱ ۱ ۱ E۱ = (۰, ۰, ۰)
پايدار ۱٫۸۷۹۴۲۶۳۳۸ ۰٫۰۵۷۵۷۸۶۱۰۵۳ ۱٫۹۷۴۱۶۷۲۸۲ ۱ ۱ E۲ = (N∗, I∗, ۰)
زين ۱٫۴۴۷۴۹۵۰۲۱ −۰٫۰۴۹۴۰۳۶۷۹۶۴ ۱٫۷۹۲۹۸۲۶۴۶ ۱ ۱ E۳ = (N∗, ۰, P ∗)
پايدار ۱٫۸۹۷۹۶۲۸۲۷ ۰٫۰۶۰۹۴۰۸۶۷۵۱ ۱٫۹۶۵۹۳۲۵۵۳ ۱ ۱ E۴ = (N∗, I∗, P ∗)

روش ادامه در نيست. ميسر (۱ .۲) مدل تحليلي جواب يافتن اينکه به توجه با پرداختيم. (۱ .۲) دستگاه ديناميک بررسي به اين جا تا
مي دهيم. ارائه دستگاه اين حل براي عددي

عددي روش شرح ۴

تحليل جهت در راهگشا امري همواره غيرخطي حالت در به ويژه جزئي ديفرانسيل معادلات جواب تقريب براي عددي روش هاي از استفاده
جزئي، ديفرانسيل معادلات تقريبي جواب آوردن به دست براي عددي روش پرکاربردترين از يکي است. آينده در آنها پيش بيني و پديده ها رفتار
حالت در حاکم معادلات مشتق، تقريب هاي از استفاده با روش ها از دسته اين در دارد. طولاني تاريخچه که متناهي است تفاضل روش هاي

مي شوند. تبديل تفاضلي معادلات دسته يک به پيوسته
به صورت را سيستم جواب هاي ،Ω = [۰, L] × [۰, T ] مسئله حل ناحيه روي ،(۱ .۲) دستگاه رفتار تحليل و تجزيه براي بخش اين در

مي کنيم: افراز زير به صورت را ،Ω مسئله حل ناحيه ابتدا اين منظور براي مي کنيم. محاسبه متناهي تفاضل روش از استفاده با تقريبي

Ωh = {xi : xi = ih, ۰ ≤ i ≤ M, M ∈ N, h =
L

M
}, (۱ .۴)

Ωτ = {tn : tn = nτ, ۰ ≤ n ≤ N, N ∈ N, τ =
T

N
}. (۲ .۴)



۴۷۵ راديکالي پاسخ تابع و انتشار زيست بوم با در همه گيرشناسي جديد مدل يک

در نظر را مکان به نسبت دوم مرتبه جزئي مشتق تقريب و مکان و زمان به نسبت اول مرتبه جزئي مشتقات به مربوط تقريب هاي سپس
نمادهاي از است، U(xi, tn) از تقريبي Un

i اينکه فرض با مي گيريم.

δτU
n
i =

۱
τ

[
Un+۱
i − Un

i

]
, (۳ .۴)

δ̃hU
n
i =

۱
۲h

[
Un
i+۱ − Un

i−۱

]
, (۴ .۴)

∆hU
n
i =

۱
h۲

[
Un
i+۱ − ۲Un

i + Un
i−۱

]
, (۵ .۴)

دستگاه جواب تقريب براي را غيراستاندارد متناهي تفاضل روش و پيشرو اويلر روش ابتدا مي کنيم. استفاده روش دادن نشان سهولت براي
دسته اين انتظار به طوري که مي پردازيم کارآمد تفاضلي روش يک ارائه به جمعيتي، مدل هاي ماهيت به توجه با ادامه در مي گيريم. به کار (۱ .۲)

سازد. برآورده تقريبي جواب از را، مدل ها از

پيشرو اويلر روش ۱ .۴
(۳ .۴) فرمول هاي از استفاده و (۱ .۲) در (۲ .۴) و (۱ .۴) شبکه اي نقاط جايگذاري با ابتدا ، (FE­FDM12) پيشرو اويلر روش پياده سازي براي

مي آيند: به دست ،n = ۱, ۲, ۳, . . . , N و i = ۰, ۱, ۲, . . . ,M براي زير تفاضلي معادلات دسته ،(۵ .۴) و
δτS

n
i = ds∆hS

n
i + rSn

i − σSn
i − βSn

i I
n
i − αs

۲
√

Sn
i P

n
i ,

δτI
n
i = di∆hI

n
i − µIni + βSn

i I
n
i − αiI

n
i P

n
i ,

δτP
n
i = dp∆hP

n
i − dP n

i + e(αs
۲
√

Sn
i + αiI

n
i )P

n
i .

(۶ .۴)

آورد: به دست (۱ .۲) جواب هاي تقريبي يافتن براي را زير دوترازي صريح رابطه مي توان ،(۶ .۴) بازنويسي با ادامه در
Sn+۱
i =

(
۱ − ۲γs + τr − τσ

)
Sn
i + γs(S

n
i+۱ + Sn

i−۱)− τ
[
βSn

i I
n
i + αs

۲
√

Sn
i P

n
i

]
,

In+۱
i =

(
۱ − ۲γi − τµ

)
Ini + γi(I

n
i+۱ + Ini−۱) + τ

[
βSn

i I
n
i − αiI

n
i P

n
i

]
,

P n+۱
i =

(
۱ − ۲γp − τd

)
P n
i + γp(P

n
i+۱ + P n

i−۱) + eτ(αs
۲
√

Sn
i + αiI

n
i )P

n
i ,

(۷ .۴)

آن در که

γs =
τds
h۲ , γi =

τdi
h۲ , γp =

τdp
h۲ . (۸ .۴)

مي شوند: محاسبه زير روابط از آغازين مقادير ،(۲ .۲) اوليه شرايط به توجه با
S۰
i = f۱(xi),

I۰
i = f۲(xi), i = ۰, ۱, ۲, . . . ,M

P ۰
i = f۳(xi).

(۹ .۴)

داشت: خواهيم ،(۳ .۲) مرزي شرايط از استفاده با هم چنين
∂tS(x۰, tn) = ∂tS(xM , tn) = ۰,

∂tI(x۰, tn) = ∂tI(xM , tn) = ۰, n = ۱, ۲, ۳, . . . , N

∂tP (x۰, tn) = ∂tP (xM , tn) = ۰.

(۱۰ .۴)

12Forward Euler finite difference method



۴۸۵ ‐۴۶۷ صفحه ،۳ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و باقري صفيه ۴۷۶

آورد: به دست زير به صورت (۷ .۴) محاسبه براي نياز مورد مرزي مقادير مي توان (۱۰ .۴) و (۴ .۴) از استفاده با


Sn

۱ = Sn
−۱, Sn

M+۱ = Sn
M−۱,

In۱ = In−۱, InM+۱ = InM−۱, n = ۱, ۲, ۳, . . . , N
P n

۱ = P n
−۱, P n

M+۱ = P n
M−۱.

(۱۱ .۴)

بازه ي روي مسئله که مي شود حادتر زماني موضوع اين است. دشوار بسيار جواب ها بودن مثبت کنترل اويلر روش در که باشيد داشته نظر در
بگيرد. قرار بررسي مورد بزرگ زماني

غيراستاندارد متناهي تفاضل روش ۲ .۴
روي بر زير به شرح را (NS­FDM۱۳) غير استاندارد متناهي تفاضل روش ،[۲۷ ،۲۶] ميکنز پيشنهادي طرح به توجه با بخش، اين در

مي کنيم: پياده سازي (۱ .۲) مدل
δτS

n
i = ds∆hS

n
i + rSn

i − σSn+۱
i − βSn+۱

i Ini − αs
Sn+۱
i

۲
√

Sn
i

P n
i ,

δτI
n
i = di∆hI

n
i − µIn+۱

i + βSn
i I

n
i − αiI

n+۱
i P n

i ,

δτP
n
i = dp∆hP

n
i − dP n+۱

i + e(αs
۲
√

Sn
i + αiI

n
i )P

n
i ,

(۱۲ .۴)

مي رسيم: زير دوترازي صريح فرمول هاي به (۱۲ .۴) بازنويسي با ،n = ۱, ۲, ۳, . . . , N و i = ۰, ۱, ۲, . . . ,M درآن که

Sn+۱
i = ۱

ANs

[
(۱ − ۲γs)Sn

i + rτSn
i + γs(S

n
i+۱ + Sn

i−۱)
]
,

In+۱
i = ۱

ANi

[
(۱ − ۲γi)Ini + γi(I

n
i+۱ + Ini−۱) + τβSn

i I
n
i

]
,

P n+۱
i = ۱

ANp

[
(۱ − ۲γp)P n

i + γp(P
n
i+۱ + P n

i−۱) + eτ(αs
۲
√
Sn
i + αiI

n
i )P

n
i

]
,

(۱۳ .۴)

آن در که

ANs = ۱ + τβIni + τσ + ταs
۱

۲
√

Sn
i

P n
i ,

ANi = ۱ + τµ+ ταiP
n
i ,

ANp = ۱ + τd.

پيشرو اويلر روش در (۱۱ .۴) مرزي و (۹ .۴) آغازين مقادير مشابه (۱۳ .۴) رابطه محاسبه جهت در نياز مورد مرزي مقادير و آغازين مقادير
هرگاه مثبت اند (۱۳ .۴) غيراستاندارد متناهي تفاضل روش از آمده به دست تقريبي جواب هاي که داريم توجه هستند.

۱ − ۲γs > ۰,
۱ − ۲γi > ۰,
۱ − ۲γp > ۰,

(۱۴ .۴)

مشروط به صورت مي توان ميکنز غير استاندارد روش در اويلر روش برخلاف بنابراين شده اند. معرفي (۸ .۴) رابطه در γp و γi ،γs آن در که
آورد. به دست مسئله براي را مثبت تقريبي جواب هاي

پيشنهادي طرح ۳ .۴
نوسانات به منجر منفي جواب هاي مدل هايي چنين در است. انتظار مورد نامنفي جواب هاي يافتن همواره جمعيتي مدل هاي ماهيت به توجه با
عددي روش هاي دنبال به بنابراين مي کند. دوچندان را جواب بودن مثبت لزوم پاسخ، تابع بودن راديکالي براين علاوه مي شوند. غيرواقعي
نامشروط تفاضلي طرح يک ارائه به ادامه در بدهد. مسئله جواب هاي از خوبي تقريب حال عين در و کرده توليد نامنفي جواب هاي که هستيم
13Non­standard finite difference method



۴۷۷ راديکالي پاسخ تابع و انتشار زيست بوم با در همه گيرشناسي جديد مدل يک

[۱۲ ،۴ ،۲] مراجع در شده مطرح روش هاي از الهام با بخش اين در شده ارائه روش مي پردازيم. (۱ .۲) دستگاه نامنفي جواب به رسيدن براي
خاطر مي شوند. شناخته (UPP­FDM۱۴) نامشروط مثبت حافظ روش هاي عنوان تحت روش ها از دسته اين کلي حالت در مي آيد. به دست
بودن نامنفي شرط که به گونه ايست بحث مورد مسئله ساختار با متناسب تفاضلي طرحي ايجاد روش ها از خانواده اين اصلي ايده که کنيم نشان
تفاضلي طرح مسئله ساختار با متناسب بايد روش ها از دسته اين از استفاده در اين رو از سازد. برآورده نامشروط به صورت را تقريبي جواب هاي

داريم: ،(۱ .۲) مدل براي پيشنهادي روش پياده سازي با شود. ارائه مناسبي
δτS

n
i = dsγs

[
Sn
i+۱ − ۲Sn+۱

i + Sn
i−۱

]
+ rSn

i − σSn+۱
i − βSn+۱

i Ini − αs
Sn+۱
i

۲
√

Sn
i

P n
i ,

δτI
n
i = diγi

[
Ini+۱ − ۲In+۱

i + Ini−۱
]
− µIn+۱

i + βSn
i I

n
i − αiI

n+۱
i P n

i ,

δτP
n
i = dpγp

[
P n
i+۱ − ۲P n+۱

i + P n
i−۱

]
− dP n+۱

i + e(αs
۲
√

Sn
i + αiI

n
i )P

n
i ,

(۱۵ .۴)

مي رسيم: زير دوترازي صريح فرمول هاي به (۱۵ .۴) بازنويسي با ،n = ۱, ۲, ۳, . . . , N و i = ۰, ۱, ۲, . . . ,M درآن که

Sn+۱
i = ۱

APs

[
(۱ + τr)Sn

i + γs(S
n
i+۱ + Sn

i−۱)
]
,

In+۱
i = ۱

APi

[
Ini + γi(I

n
i+۱ + Ini−۱) + τβSn

i I
n
i

]
,

P n+۱
i = ۱

APp

[
P n
i + γp(P

n
i+۱ + P n

i−۱) + eτ(αs
۲
√
Sn
i + αiI

n
i )P

n
i

]
,

(۱۶ .۴)

آن در گه

APs = ۱ + ۲γs + τσ + τβIni + ταs
۱

۲
√

Sn
i

P n
i ,

APi = ۱ + ۲γp + τµ+ ταiP
n
i ,

APp = ۱ + ۲γp + τd.

روش در (۱۱ .۴) مرزي و (۹ .۴) آغازين مقادير مشابه (۱۶ .۴) رابطه محاسبه جهت در نياز مورد مرزي مقادير و آغازين مقادير نيز اين جا در
قيد بدون پاسخ ها بودن مثبت اوليه، جواب هاي بودن نامنفي و پارامترها بودن مثبت به توجه با مي شود مشاهده همان طور که پيشروست. اويلر

مي شود. حفظ شرط و

پيشنهادي عددي روش سازگاري ۵
ديفرانسيل معادله يک جواب تقريب براي متناهي تفاضل عددي روش مي پردازيم. UPP­FDM روش سازگاري روند بررسي به قسمت اين در
تقريبي جواب اين صورت در شود. نزديک صفر به برشي خطاي مکاني، گام هاي طول و زمان تقسيم بندي کاهش با هرگاه است سازگار جزئي
کرده اعمال (۱ .۲) دستگاه براي را UPP­FDM روش ادامه در .[۳۴] مي شود نزديک واقعي جواب به متناهي تفاضل روش از آمده به دست
مي آوريم: زير به صورت (۱ .۲) دستگاه اول معادله براي فقط را محاسبات تکرار، از پرهيز براي مي کنيم. بيان به تفصيل را روش اين سازگاري و

∂tS = ds∂
۲
xS + rS − σS − βSI − αs

۲
√
SP (۱ .۵)

داريم: (۱۶ .۴) رابطه اولين از استفاده با بگيريد. نظر در را

Sn+۱
i

[
۱ +

۲τds
h۲ + τσ + τβIni +

ταs P
n
i√

Sn
i

]
= (rτ + ۱)Sn

i +
۲τds
h۲ (Sn

i+۱ + Sn
i−۱). (۲ .۵)

نظر در زير به شرح مکان برحسب S(x+h, t) و S(x−h, t) توابع تيلور بسط و زمان برحسب S(x, t+ τ) تابع تيلور بسط اکنون
مي گيريم:

S(x, t+ τ) = S(x, t) + τ ∂S(x,t)
∂t

+ τ۲

۲!
∂۲S(x,t)

∂t۲ + τ۳

۳!
∂۳S(x,t)

∂t۳ + . . . ,

S(x− h, t) = S(x, t)− h∂S(x,t)
∂x

+ h
۲!

∂۲S(x,t)
∂x۲ − h۳

۳!
∂۳S(x,t)

∂x۳ + . . . ,

S(x+ h, t) = S(x, t) + h∂S(x,t)
∂x

+ h
۲!

∂۲S(x,t)
∂x۲ + h۳

۳!
∂۳S(x,t)

∂x۳ + . . . .

(۳ .۵)
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۴۸۵ ‐۴۶۷ صفحه ،۳ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و باقري صفيه ۴۷۸

داريم: (۲ .۵) در (۳ .۵) جايگذاري با

τTS(h, τ) = S(xi, tn+۱)

[
۱ +

۲τds
h۲ + τσ + τβI(xi, tn) +

ταs P (xi, tn)√
S(xi, tn)

]
− (rτ + ۱)S(xi, tn)

− ۲τds
h۲

(
S(xi+۱, tn) + S(xi−۱, tn)

)
=

[
S(xi, tn) + τ

∂S(xi, tn)

∂t
+

τ ۲

۲!
∂۲S(x, t)

∂t۲ +

τ ۳

۳!
∂۳S(x, t)

∂t۳ + . . .

][
۱ +

۲τds
h۲ + τσ + τβI(xi, tn) +

ταs P (xi, tn)√
S(xi, tn)

]
− (rτ + ۱)

S(xi, tn)−
۲τds
h۲

[
S(xi, tn)− h

∂S(xi, tn)

∂x
+

h

۲!
∂۲S(xi, tn)

∂x۲ − h۳

۳!
∂۳S(xi, tn)

∂x۳ +

· · ·+ S(xi, tn) + h
∂S(xi, tn)

∂x
+

h

۲!
∂۲S(xi, tn)

∂x۲ +
h۳

۳!
∂۳S(xi, tn)

∂x۳ + . . .

]
. (۴ .۵)

روش برشي خطاي بنابراين کرده ايم . ضرب τ مقدار در را معادله طرفين رابطه، ساده سازي براي ،(۲ .۵) رابطه محاسبه در که داريم توجه
کرد: محاسبه زير رابطه از مي توان را عددي

TS(h, τ) =
∂S

∂t
− ds

∂۲S

∂x۲ − rS + σS + βSI + αs
۲
√
SP +

۲τds ∂S∂t
h۲ +

τ ∂۲S
∂t۲

۲
+

τ ۲ ∂۳S
∂t۳

۶
+

τ ۳ ∂۴S
∂t۴

۲۴
−

h۲ds
∂۴S
∂x۴

۱۲
+

τ ۲ds
∂۲S
∂t۲

h۲ +
τ ۳ds

∂۳S
∂t۳

۳h۲ +
τ ۴ds

∂۴S
∂t۴

۱۲h۲ + . . . . (۵ .۵)

مي شوند: محاسبه زير صورت به آنها برشي خطاهاي و بکاربرده (۱ .۲) سيستم ديگر معادله دو براي را مشابهي فرآيند

TI(h, τ) =
∂S

∂t
− ds

∂۲S

∂x۲ + µI − βSI + αiIP +
۲τds ∂S∂t

h۲ +
τ ∂۲S

∂t۲

۲
+

τ ۲ ∂۳S
∂t۳

۶
+

τ ۳ ∂۴S
∂t۴

۲۴
−

h۲ds
∂۴S
∂x۴

۱۲
+

τ ۲ds
∂۲S
∂t۲

h۲ +
τ ۳ds

∂۳S
∂t۳

۳h۲ +
τ ۴ds

∂۴S
∂t۴

۱۲h۲ + . . . , (۶ .۵)

TP (h, τ) =
∂S

∂t
− ds

∂۲S

∂x۲ + dP − e(αs
۲
√
S + αiI)P +

۲τds ∂S∂t
h۲ +

τ ∂۲S
∂t۲

۲
+

τ ۲ ∂۳S
∂t۳

۶
+

τ ۳ ∂۴S
∂t۴

۲۴
−

h۲ds
∂۴S
∂x۴

۱۲
+

τ ۲ds
∂۲S
∂t۲

h۲ +
τ ۳ds

∂۳S
∂t۳

۳h۲ +
τ ۴ds

∂۴S
∂t۴

۱۲h۲ + . . . . (۷ .۵)

صفر به رابطه سه هر برشي خطاي ،h → ۰ براي (k ⩾ ۳)τ = hkانتخاب با که مي شود ملاحظه (۷ .۵) تا (۵ .۵) روابط مشاهده با
است. سازگار جواب تقريب محاسبه براي پيشنهادي روش نتيجه در و کرده ميل

عددي شبيه سازي ۶

اويلر متناهي تفاضل روش سه با را (۱ .۲) جزئي ديفرانسيل معادلات دستگاه مي دهيم. ارائه را خود شبيه سازي نتايج از برخي بخش، اين در
[۰, ۱۰۰] بازه در جانوري گونه هاي حرکت دامنه مسئله اين در کرده ايم. حل پيشنهادي روش و غيراستاندارد متناهي تفاضل روش پيشرو،

به صورت سيستم اوليه شرايط و شده فرض

f۱(x) = ۵,
f۲(x) = ۰٫۶

(
۱ − tanh(x− ۲۰)

)
,

f۳(x) = ۰٫۹
(

۱ − tanh(x− ۲۰)
)
,

(۱ .۶)

مي گيريم: نظر در را زير پارامترهاي از دسته سه عددي شبيه سازي براي مي شوند. نظرگرفته در
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اول دسته •

αs = αi = ds = e = r = ۱, σ = ۰٫۳, µ = ۰٫۱, d = β = ۰٫۵, di = ۰٫۲, dp = ۰٫۷

دوم دسته •

e = αs = αi = ۱, r = β = ۰٫۷, σ = dp = ۰٫۳, µ = di = ۰٫۵, d = ۰٫۲, ds = ۰٫۰۱

سوم دسته •

e = r = αs = αi = ۱, σ = µ = ۰٫۳, d = β = ۰٫۵, ds = ۰٫۷, di = ۰٫۵۲, dp = ۰٫۶

مورد نامنفي جواب هاي توليد در شده مطرح روش هاي کارايي تا کرده مقايسه هم با روش، سه هر در را آلوده شکار براي سيستم تقريبي جواب
با بزرگ زماني محدوده در اويلر روش که مي شود مشاهده جدول اين در شده است. داده نمايش ۴ جدول در نتايج اين گيرد. قرار بررسي
غير استاندارد تفاضلي روش شود، برآورده (۱۴ .۴) شرايط که شوند انتخاب طوري مکان و زمان تقسيم بندي چنانچه شد. خواهد مواجه شکست
کنيم توجه بود. نخواهد نامنفي جواب هاي توليد به قادر عددي روش اين اين صورت غير در بود. خواهد قابل قبولي تقريب هاي توليد به موفق

است. تقريب ها اين محاسبه براي قابل قبولي زمان از بلکه مي کند توليد را نامنفي جواب نامشروط به صورت تنها نه پيشنهادي روش که

UPP­FDM NS­FDM FE­FDM M N t پارامتر
✓ ✓ ✓ ۱۰۰ ۵۰ ۳ اول دسته
✓ ✓ × ۵۰ ۶۰ ۵ دوم دسته
✓ × × ۲۰۰ ۵۰ ۱۰ سوم دسته

۱٫۰۰۰ ۱٫۰۳۱ ۰٫۹۲۲ اول دسته پارامتر با پردازنده زمان

بيمار. شکار براي مثبت جواب توليد در UPP­FDM و NS­FDM ، FE­FDM روش هاي کارايي :۴ جدول

،FE­FDM روش سه با که بيمار شکار تراکم شکارچي، و شکار گونه دو هر رشد روي آن اثر و بيماري گسترش اهميت به توجه با
با تفاضلي عددي روش سه هر که مي شود ديده شکل اين در داده ايم. نمايش ۱ شکل در را است شده محاسبه UPP­FDM و NS­FDM
اويلر روش که است مطلب اين گوياي ۲ شکل ولي کرده اند توليد نامنفي تقريب هاي ،t = ۳ زمان در اول دسته پارامترهاي نظرگرفتن در
نامنفي جواب ايجاد در را انتظارمان تا نيست قادر نيز غيراستاندارد متناهي تفاضل روش و شده رو  به رو شکست با جواب تقريب محاسبه در
دستگاه حل براي که شود نشان خاطر شد. خواهد مدل از نادرستي تفسيرهاي به منجر که مي شود نوساناتي باعث مطلب اين و سازد برآورده
محاسبه به موفق نامشروط، به صورت UPP­FDM روش اينکه به نظر شده اند. انتخاب t = ۱۰ زمان در سوم دسته پارامترهاي ،(۱ .۲)
جمعيت تراکم تغيير و گونه ها رفتار چگونگي تفسير براي پيشنهادي روش از حاصل تقريب هاي از است، (۱ .۲) مدل براي قابل قبول تقريب هاي
متراکم [۰, ۲۰] بازه در شکارچي جمعيت ابتدايي زمان در (۱ .۶) توابع و (۹ .۴) آغازين شرايط به توجه با مي گيريم. کمک زيستگاه در آنها
به توجه با آن پي در و بوده بيشتر محدوده اين در شکارچيان تعداد اوليه زمان هاي در بنابراين ندارد. وجود شکارچي بازه اين خارج در و بوده
يا طعمه يافتن براي ديگر مکان هاي در گونه ها انتشار نظرگرفتن در با بعدي زمان هاي در شد. خواهد اندک شکار جمعيت شکارچي، تهاجم
از ديگري مناطق در جمعيت تغيير باعث همگي، دست اين از عواملي و شکار گونه در بيماري به ابتلا يا و شکار گروهي دفاع دشمن، از فرار
هر در مي شود. کاسته شکار جمعيت تراکم شکارچي، جمعيت افزايش با چگونه زمان هر در که مي دهد نمايش ۳ شکل شد. خواهد بوم زيست
سبز رنگ، نمودار بيمار، شکار جمعيت نمايش قرمزرنگ، نمودار حساس، شکار جمعيت تراکم نمايش آبي رنگ، نمودار شکل، اين از سه قسمت
با ،(۱ .۲) دستگاه حل از حاصل ۳ شکل است. بحث مورد گونه هر جمعيت تراکم نشانگر D نماد و شکارچي گونه جمعيت تراکم نمايش
با را گونه ها جمعيت تغيير مي توانيم ۴ شکل در است. t = ۵۰ و t = ۱۰ ، t = ۲ زمان هاي در سوم دسته پارامترهاي به کارگرفتن
آبي رنگ نمودار و t = ۵ زمان در دسته هر جمعيت تراکم نمايش سبز رنگ نمودار کنيم. مقايسه دسته هر در جداگانه به طور زمان گذشت
مشاهده شکل اين در که همان طور است. t = ۵۰ زمان در تراکم نمايش رنگ قرمز نمودار و t = ۱۰ زمان در جمعيت تراکم نمايش
است. شکارچي توسط شدن تلف و بيماري به ابتلا از ناشي کاهش اين است. يافته کاهش حساس شکار گونه جمعيت زمان گذشت با مي شود
مورد در مي رود. بين از زمان گذشت از بعد و رسيده خود اوج به زماني مقطع در هم بيماري همگراست. ثابتي مقدار به جمعيت اين آن از بعد
است پايان به رو آنها غذايي منبع ضعيف ترها، از شکار گونه گروهي دفاع به علت و زمان گذشت با که رسيد نتيجه اين به مي توان هم شکارچي

شد. خواهند منقرض و
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اول. دسته پارامترهاي با UPP­FDM و NS­FDM ، FE­FDM عددي روش سه براي بيمار شکار تراکم :۱ شکل

سوم. دسته پارامترهاي با UPP­FDM و NS­FDM ، FE­FDM عددي روش سه براي بيمار شکار تراکم :۲ شکل
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سوم. دسته پارامترهاي با ۵۰ و ۱۰ ،۲ زمان هاي در UPP­FDM عددي روش براي (D) گونه ها جمعيت تراکم :۳ شکل

سوم دسته پارامترهاي با ۵۰ و ۱۰ ،۵ زمان هاي در UPP­FDM عددي روش براي گونه ها جمعيت تراکم :۴ شکل



۴۸۵ ‐۴۶۷ صفحه ،۳ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و باقري صفيه ۴۸۲

=========================================================================

نتيجه گيري ۷

مي گيريم. نظر در راديکالي را پاسخ تابع و دوخطي را بيماري شيوع نرخ کرده ايم. بررسي را بيماري با شکارچي و شکار مدل مطالعه، اين در
معادلات دستگاه تعادل نقاط پايداري بحث به ادامه در شده است. خلاصه ۱ .۳ قضيه در نتايج و کرديم بررسي را تعادل نقاط وجود شرايط ابتدا
درج ۳ و ۲ جداول در و شده بيان ۵ .۳ تا ۲ .۳ قضاياي در نتايج پرداختيم. انتشار بدون و انتشار با حالت دو در (۱ .۲) جزئي ديفرانسيل
دسترسي به دليل مي تواند موضوع اين شد. خواهد موفق خود شکار عمليات در کمتر شکارچي شکار، گونه گروهي دفاع به توجه با شده اند.
گروه هاي بنابراين مي افتد. اتفاق شکار جمعيت تراکم بيروني محيط در شکارچي و شکار گونه دو تقابل که چرا باشد. شکار به شکارچي کمتر
موضوع اين مي رود. انقراض به رو شکارچي جمعيت نهايت در مي کنند. محافظت ضعيف تر و بيمار شکارهاي از بيشتر شکار، گونه در قوي تر
اوج نقطه به بوده، افزايش به رو زمان از مقطعي در نيز بيماري شکار، گونه گروهي تجمع به توجه با مي شود. تاييد (ج) قسمت ۴ شکل توسط

مي کند. تاييد را مطلب اين (ب) قسمت ۴ شکل مي رود. بين از به تدريج و مي رسد خود
در نامشروط مثبت حافظ روش و غير استاندارد روش پيشرو، اويلر روش متناهي تفاضل روش سه از ،(۱ .۲) مدل رفتار بهتر تحليل براي
،۱ شکل هاي در مختلف پارامترهاي و زمان ها در شکارچي و شکار گونه هاي جمعيت تراکم تغييرات کرديم. استفاده مدل اين شبيه سازي
و اويلر روش دو به نسبت را نامنفي تقريب هاي توليد در را UPP­FMD روش مزيت نشان دهنده ۴ جدول ضمناً شده اند. گزارش ۳ و ۲
تقريب هاي آوردن به دست براي قبولي قابل محاسبه زمان ،UPP­FDMروش که شد مشاهده شبيه سازي ها زمان بررسي با است. غيراستاندارد
مسير تغيير به توجه با آينده، مطالعات براي گرفت. قرار بررسي و بحث مورد ۴ بخش در UPP­FDM روش سازگاري هم چنين دارد. نامنفي
زيست محيط در گونه ها متفاوت رفتار به توجه با يا و داريم نظر در را (۱ .۲) مدل براي مکاني بعد افزايش مختلف، دلايل به جانوران حرکت

کند. واقعي تر را مدل مي تواند مناسب فرجه با راديکالي پاسخ توابع خود، زيستگاه هاي در ماهي ها يا پرندگان جابه جايي مثلاً
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Abstract: The aim of this study is to investigate an eco­epidemiological model with a bilinear incidence
rate and a square root functional response. First, we examine the equilibrium and stability points of the
system for various parameter values. The main challenge in population models is finding a numerical
method for approximating non­negative solutions. Some numerical methods, such as the Euler method,
are inefficient as they sometimes fail to produce non­negative solutions. Non­negative approximations
obtained from non­standard finite difference methods are also conditional. In this paper, we propose a
numerical method that provides unconditional and acceptable solutions. We then discuss the compatibility
of the proposed numerical method. Finally, we compare the efficiency of the proposed method with the
Euler and non­standard methods using numerical simulations. We also investigate the effect of the hunting
behavior of the prey species on the population density and analyze the dynamic model for some numerical
values of the parameters involved in the problem.
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