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منظور اين براي مي دهيم. تعميم ولترا دوبعدي انتگرال معادلات عددي حل براي را هم محلي روش مقاله اين در : چکيده
پس ارايه مي کنيم. آنها جواب براي حلال هسته نمايش يک و کرده ثابت را معادلات نوع اين جواب يکتايي و وجود ابتدا
معادلات دستگاه و داده تعميم مذکور معادلات حل براي را قطعه اي چند جمله اي هاي از استفاده با هم محلي روش آن، از
ثابت را روش همگرايي سپس يکتاست. جواب داراي مذکور دستگاه نشان مي دهيم و به دست آورده را متناظر جبري
کارايي نشان دادن براي عددي مثال چند سرانجام به دست مي آوريم. قضيه اي اثبات با را روش همگرايي مرتبه ي و کرده

مي کنيم. ارائه به دست آمده، نظري نتايج تأييد و روش

همگرايي. قطعه اي، چندجمله اي هاي هم محلي، روش ولترا، دوبعدي انتگرال معادله کليدي: واژه هاي

45D05, 45A05, 65R20 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
ديناميک ،[۱۷] و [۹] مهندسي و کاربردي علوم مختلف زمينه هاي در توجهي قابل کاربردهاي که است رياضيات از شاخه اي انتگرال معادلات
از بايد و نيستند حل قابل تحليلي روش هاي با کاربردي و مهم معادلات از بسياري اما دارد. غيره و [۷] اعتياد شيوع بررسي ،[۱۶] جمعيت

. [۱۵] و [۱۴] کرد استفاده عددي روش هاي
معادلات حل براي آن از زيادي پژوهش گران که است هم محلي روش انتگرال و ديفرانسيل معادلات عددي حل براي مهم روشهاي از يکي
بررسي انتگرال‐ديفرانسيل و انتگرال معادلات مختلف انواع حل براي هم محلي روش [۴] و [۳] در مثال به عنوان مي کنند. استفاده مختلف
لژاندر‐ هم محلي روش از [۲] در و شده است پيشنهاد اول نوع فردهلم انتگرال معادلات حل براي هم محلي روش يک [۱] در  شده است.
و ولترا انتگرال معادلات حل براي هم محلي روش [۵] در استفاده شده است. چند بعدي فردهلم انتگرال معادلات حل براي گاوس‐لوباتو
ضعيف منفرد هسته با ولترا انتگرال معادلات حل براي هم محلي روش همگرايي [۱۳] در تعميم داده شده است. غيرخطي و خطي فردهلم
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۴۸۷ آن همگرايي اثبات و ولترا خطي دوبعدي انتگرال معادلات عددي حل براي هم محلي روش

و استفاده شده ولترا‐فردهلم انتگرال معادلات حل براي تيلور‐هم محلي روش [۱۸] در ا ست. به دست آمده همگرايي مرتبه و ثابت شده است
داده تعميم دوبعدي کسري ديفرانسيل انتگرال معادلات عددي حل براي هم محلي روش [۱۱] در هم چنين ثابت شده است. روش همگرايي

 شده است.
به صورت دوبعدي انتگرال معادلات براي هم محلي روش تعميم مقاله، اين هدف اما

u(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)u(w, v)dwdv, (x, y) ∈ Ω = [۰, X]× [۰, Y ], (۱ .۱)

با K ∈ C(D) و g ∈ C(Ω) آن در که است

D = {(x, y, w, v) : ۰ ≤ w ≤ x ≤ X, ۰ ≤ v ≤ y ≤ Y }

ثابت را روش همگرايي هم چنين ارايه مي دهيم. جواب براي نمايشي و بررسي شده جواب يکتايي و وجود اشاره شد بالا در که همان طور است.
ارايه مي کنيم. روش همگرايي مرتبه و دقت تاييد براي مثال هايي و به دست مي آوريم را روش همگراي مرتبه و  کرده

جواب يکتايي و وجود ۲
ابتدا منظور اين براي ارايه مي کنيم. را جواب براي حلال هسته نمايش و ثابت مي کنيم را (۱ .۱) معادله جواب يکتايي و وجود بخش، اين در

ثابت مي کنيم. را بخش اين اصلي قضيه [۳] از الهام با آن از پس و بيان کرده را گرانوال نامساوي

اگر گرانوال. نامساوي [۱۰] .۱ .۲ قضيه

u(x, y) ≤ q +

∫ y

b

∫ x

a

q(w, v)u(w, v)dwdv, (x, y) ∈ Ω,

آنگاه ،u(w, v) ≥ ۰ و q(w, v) ≥ ۰ ،y ≥ b ،x ≥ a نامنفي ثابت يک q آن در که

u(x, y) ≤ q exp

(∫ y

b

∫ x

a

q(w, v)dwdv

)
, (x, y) ∈ Ω.

جواب اين است. u ∈ C(Ω) يکتاي جواب داراي (۱ .۱) معادله g ∈ C(Ω) به ازاي هر آنگاه .K ∈ C(D) فرض کنيد .۲ .۲ قضيه
است: زير به صورت نمايشي داراي

u(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)g(w, v)dwdv, (x, y) ∈ Ω, (۱ .۲)

اگر که معني اين به ارث مي برد، به K از را منظمي و نشان مي دهد را K هسته با متناظر حلال هسته R = R(x, y, w, v) آن در که
است. u ∈ Cd(Ω) جواب داراي (۱ .۱) معادله g ∈ Cd(Ω) به ازاي هر بنابراين .R ∈ Cd(D) داريم آنگاه ،K ∈ Cd(D)

خواهيم داشت (۱ .۱) معادله براي پيکارد تکراري روش از استفاده با اثبات.

u۰(x, y) = g(x, y),

up(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)up−۱(w, v)dwdv, p ≥ ۱.

(۲ .۲)

مي آيند به دست  زير تساويهاي p = ۱, ۲ به ازاي (۲ .۲) بازگشتي رابطه از

u۱(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)g(w, v)dwdv,

u۲(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)g(w, v)dwdv

+

∫ y

۰

∫ x

۰

(∫ y

v

∫ x

w

K(x, y, η, ξ)K(η, ξ, w, v)dηdξ
)
g(w, v)dwdv.
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خواهيم داشت روند اين ادامه با

up(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰

p∑
l=۱

Hl(x, y, w, v)g(w, v)dwdv, (۳ .۲)

آن در که

H۱(x, y, w, v) = K(x, y, w, v),

Hl(x, y, w, v) =

∫ y

v

∫ x

w

H۱(x, y, η, ξ)Hl−۱(η, ξ, w, v)dηdξ, l ≥ ۲,
(۴ .۲)

نتيجه گرفت مي توان استقراء به کمک

Hl(x, y, w, v) =

∫ y

v

∫ x

w

Hr(x, y, η, ξ)Hl−r(η, ξ, w, v)dηdξ, ۱ ≤ r < l, l ≥ ۲, (۵ .۲)

داريم (۴ .۲) از استفاده با l براي باشد برقرار l − ۱ براي (۵ .۲) رابطه فرض کنيد

Hl(x, y, w, v) =

∫ y

v

∫ x

w

H۱(x, y, η, ξ)Hl−۱(η, ξ, w, v)dηdξ

=

∫ y

v

∫ x

w

H۱(x, y, η, ξ)

∫ ξ

v

∫ η

w

Hr(η, ξ, θ, t)Hl−۱−r(θ, t, w, v)dθdtdηdξ

=

∫ y

v

∫ x

w

(∫ y

t

∫ x

θ

H۱(x, y, η, ξ)Hr(η, ξ, θ, t)dηdξ
)
Hl−۱−r(θ, t, w, v)dθdt

=

∫ y

v

∫ x

w

(∫ y

t

∫ x

θ

Hr(x, y, η, ξ)H۱(η, ξ, θ, t)dηdξ
)
Hl−۱−r(θ, t, w, v)dθdt

=

∫ y

v

∫ x

w

Hr(x, y, η, ξ)
(∫ ξ

v

∫ η

w

H۱(η, ξ, θ, t)Hl−۱−r(θ, t, w, v)dθdt
)
dηdξ

=

∫ y

v

∫ x

w

Hr(x, y, η, ξ)Hl−r(η, ξ, w, v)dηdξ,

نشان مي دهيم استقراء به کمک حال نتيجه مي شود. (۵ .۲) درستي و

Hl(x, y, w, v) ≤
(x− w)l−۱(y − v)l−۱

(l − ۱)!۲ K
l
, l ≥ ۱, (۶ .۲)

براي (۶ .۲) رابطه فرض کنيد است. واضح l = ۱ براي است. K = max{|K(x, y, w, v)|; (x, y, w, v) ∈ D} که
داريم l حالت براي (۴ .۲) رابطه از باشد. برقرار l − ۱

|Hl(x, y, w, v)| ≤
∫ y

v

∫ x

w

|H۱(x, y, η, ξ)||Hl−۱(η, ξ, w, v)|dηdξ

≤ K
l

(l − ۲)!۲

∫ y

v

∫ x

w

(η − w)l−۲(ξ − v)l−۲dηdξ

= K
l (x− w)l−۱(y − v)l−۱

(l − ۱)!۲

≤ K
l (XY )l−۱

(l − ۱)!۲ .
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نيومن سري که نتيجه مي دهد نامساوي اين

∞∑
l=۱

Hl(x, y, w, v) = lim
p→∞

p∑
l=۱

Hl(x, y, w, v) := R(x, y, w, v), (۷ .۲)

دنباله ترتيب اين به است. پيوسته تابع يک و نشان مي دهيم R(x, y, w, v) با را آن حد است. همگرا D روي يکنواخت و مطلق به طور
داريم (۷ .۲) و (۵ .۲) از استفاده با است. (۱ .۱) معادله جواب يک ،{up} دنباله حد نشان مي دهيم است. همگرا يکنواخت به طور نيز {up}

R(x, y, w, v) = H۱(x, y, w, v) +
∞∑
l=۲

Hl(x, y, w, v)

= H۱(x, y, w, v) +
∞∑
l=۲

∫ y

v

∫ x

w

Hl−۱(x, y, η, ξ)H۱(η, ξ, w, v)dηdξ

= K(x, y, w, v) +

∫ y

v

∫ x

w

R(x, y, η, ξ)K(η, ξ, w, v)dηdξ

(۸ .۲)

داريم انتگرال گيري، و (۱ .۱) معادله طرف دو در R(x, y, w, v) تابع ضرب ∫با y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)u(w, v)dwdv =

∫ y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)g(w, v)dwdv

+

∫ y

۰

∫ x

۰

(∫ y

ξ

∫ x

η

R(x, y, w, v)K(w, v, η, ξ)dwdv
)
u(η, ξ)dηdξ.

(۹ .۲)

خواهيم داشت (۸ .۲) از استفاده ∫با y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)u(w, v)dwdv =

∫ y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)g(w, v)dwdv

+

∫ y

۰

∫ x

۰

(
R(x, y, η, ξ)−K(x, y, η, ξ)

)
u(η, ξ)dηdξ.

(۱۰ .۲)

نتيجه مي دهد ∫که y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)u(w, v)dwdv =

∫ y

۰

∫ x

۰
R(x, y, w, v)g(w, v)dwdv,

(۱ .۱) معادله از جواب دو z و u فرض کنيد جواب يکتايي نشان دادن براي حال است. (۱ .۱) معادله از جواب يک {un} دنباله حد بنابراين
داريم باشند،

u(x, y)− z(x, y) =

∫ y

۰

∫ x

۰
K(x, y, w, v)

(
u(w, v)− z(w, v)

)
dwdv, (x, y) ∈ Ω,

نتيجه گرفت مي توان آن از و

|u(x, y)− z(x, y)| ≤ K

∫ y

۰

∫ x

۰
|u(w, v)− z(w, v)|dwdv, (x, y) ∈ Ω,

داريم ۱ .۲ قضيه از استفاده با و
|u(x, y)− z(x, y)| ≤ ۰, ∀(x, y) ∈ Ω.

است. پيوسته يکتا جواب داراي (۱ .۱) معادله بنابراين .u = z نتيجه مي دهد که
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پيشنهادي روش ۳
اساس بر روش اين ايده ارائه مي شود. (۱ .۱) معادله حل براي قطعه اي چند جمله اي هاي از استفاده با هم محلي عددي روش بخش، اين در
منظور، اين براي است. دامنه نقاط از تعدادي به ازاي معادله در تقريبي جواب صدق کردن و متناهي بعد با فضا يک در معادله جواب تقريب

آن در که در نظر مي گيريم Ω = [۰, X]× [۰, Y ] روي را Ωh,k = Ih × Jk شبکه

Ih = {x(N)
i : ۰ = x(N)

۰ < ... < x
(N)
N = X},

Jk = {y(M)
j : ۰ = y(M)

۰ < ... < y
(M)
M = Y },

قطعه اي چند جمله اي هاي فضاي در را (۱ .۱) معادله جواب مي خواهيم

S
(−۱,−۱)
m−۱,n−۱(Ωh,k) = {υ : υ|σi,j

∈ Πm−۱,n−۱, ۰ ≤ i ≤M − ۱, ۰ ≤ j ≤ N − ۱},

با Λh,k = Xh × Yk هم محلي نقاط هم چنين تقريب کنيم،

Xh = {xi + clhi : ۰ ≤ c۱ < · · · < cm ≤ ۱, i = ۰, ...,M − ۱},

و
Yk = {yj + dpkj : ۰ ≤ d۱ < · · · < dn ≤ ۱, j = ۰, ..., N − ۱}.

براي را uh,k(x, y) هم محلي جواب لاگرانژ پايه اي توابع از استفاده با هستند. هم محلي پارامترهاي dp و cl آن در که مي گيريم نظر در را
تقريب  مي کنيم: زير به صورت (x, y) ∈ σi,j هر

uh,k(xi + ηhi, yj + ξkj) =
m∑

α=۱

n∑
β=۱

Lα(η)Lβ(ξ)Uiα,jβ, η, ξ ∈ (۰, ۱], (۱ .۳)

که

Lα(η) =
m∏
i=۱
i ̸=α

η − ci
cα − ci

, Lβ(ξ) =
n∏

j=۱
j ̸=β

ξ − dj
dβ − dj

, α = ۱, ...,m, β = ۱, ..., n.

به ازاي uh,k(x, y) هم محلي جواب هم محلي، روش طبق هستند. مجهول Uiα,jβ = uh,k(xi + cαhi, yj + dβkj) ضرايب و
داريم: j = ۰, ..., N − ۱ و i = ۰, ...,M − ۱ براي بنابراين صدق کند، بايد (۱ .۱) معادله در (x, y) ∈ Λi,j  هر

uh,k(xi + cahi, yj + dbkj)−
∫ yj+dbkj

۰

∫ xi+cahi

۰
K(xi + cahi, yj + dbkj, w, v)uh,k(w, v)dwdv

= g(xi + cahi, yj + dbkj), a = ۱, ...,m, b = ۱, ..., n.
(۲ .۳)

کرد جدا زير به صورت مي توان را (۲ .۳) در انتگرال ها

uh,k(xia, yjb)−
j−۱∑
p=۰

∫ yp+۱

yp

i−۱∑
l=۰

∫ xl+۱

xl

K(xia, yjb, w, v)uh,k(w, v)dwdv

−
j−۱∑
p=۰

∫ yp+۱

yp

∫ xia

xi

K(xia, yjb, w, v)uh,k(w, v)dwdv

−
∫ yjb

yj

i−۱∑
l=۰

∫ xl+۱

xl

K(xia, yjb, w, v)uh,k(w, v)dwdv

−
∫ yjb

yj

∫ xia

xi

K(xia, yjb, w, v)uh,k(w, v)dwdv

= g(xia, yjb).

(۳ .۳)
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هستند. yjb = yj + dbkj و xia = xi + cahi آن در که
t = yp + vkp, t ∈ (yp, yp+۱) ،θ = xi + whi, θ ∈ (xi, xia) ،θ = xl + whl, θ ∈ (xl, xl+۱) متغير تغيير با

خواهيم داشت (۳ .۳) در t = yj + vkj, t ∈ (yj, yjb) و

uh,k(xia, yjb)−
j−۱∑
p=۰

kp

∫ ۱

۰

i−۱∑
l=۰

hl

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)uh,k(xl + whl, yp + vkp)dwdv

− hi

j−۱∑
p=۰

kp

∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yp + vkp)uh,k(xi + whi, yp + vkp)dwdv

− kj

∫ db

۰

i−۱∑
l=۰

hl

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)uh,k(xl + whl, yj + vkj)dwdv

− kjhi

∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)uh,k(xi + whi, yj + vkj)dwdv

= g(xia, yjb).

(۴ .۳)

نتيجه مي  شود (۴ .۳) در (۱ .۳) جايگذاري با

Uia,jb −
j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hl

m∑
α=۱

n∑
β=۱

(∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)Lα(w)Lβ(v)dwdv

)
Ulα,pβ

− hi

j−۱∑
p=۰

kp

m∑
α=۱

n∑
β=۱

(∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yp + vkp)Lα(w)Lβ(v)dwdv

)
Uiα,pβ

− kj

i−۱∑
l=۰

hl

m∑
α=۱

n∑
β=۱

(∫ db

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)Lα(w)Lβ(v)dwdv

)
Ulα,jβ

− kjhi

m∑
α=۱

n∑
β=۱

(∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)Lα(w)Lβ(v)dwdv

)
Uiα,jβ

= g(xia, yjb).

(۵ .۳)

است. زير به صورت (۵ .۳) دستگاه ماتريسي فرم )و
Iτ − kjhiA(i,j)

i,j

)
Ui,j = gi,j +

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hlA(l,p)
i,j Ul,p

+ hi

j−۱∑
p=۰

kpA(i,p)
i,j Ui,p + kj

i−۱∑
l=۰

hlA(l,j)
i,j Ul,j,

(۶ .۳)

آن در که

Ui,j = [Ui۱,j۱, ..., Ui۱,jn, Ui۲,j۱, ..., Ui۲,jn, ..., Uim,j۱, ..., Uim,jn]
T ,

gi,j = [g(xi۱, yj۱), ..., g(xi۱, yjn), g(xi۲, yj۱), ..., g(xi۲, yjn), ..., g(xim, yj۱), ..., g(xim, yjn)]
T ,

A(i,j)
i,j =

[
A(i,j)

aα

]
a,α=۱,...,m,

A(l,p)
i,j =

[
A(l,p)

aα

]
a,α=۱,...,m,

A(i,p)
i,j =

[
A(i,p)

aα

]
a,α=۱,...,m,

A(l,j)
i,j =

[
A(l,j)

aα

]
a,α=۱,...,m,

A(i,j)
aα =

[∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)Lα(w)Lβ(v)dwdv

]
b,β=۱,...,n,
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A(l,p)
aα =

[∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)Lα(w)Lβ(v)dwdv

]
b,β=۱,...,n,

A(i,p)
aα =

[∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yp + vkp)Lα(w)Lβ(v)dwdv

]
b,β=۱,...,n,

A(l,j)
aα =

[∫ db

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)Lα(w)Lβ(v)dwdv

]
b,β=۱,...,n,(

Iτ − kjhiA(i,j)
i,j

)
ماتريس نشان مي دهيم زير ۲ .۳ قضيه در نشان مي دهد. را τ = mn مرتبه از هماني ماتريس Iτ هم چنين

به ازاي را uh,k هم محلي جواب مي توان (۱ .۳) در Uiα,jβ مقادير جايگذاري و (۶ .۳) خطي دستگاه حل با ترتيب اين به است. معکوس پذير
داريم. نياز [۸] از زير قضيه به ابتدا به دست آورد. (x, y) ∈ σi,j  هر

و معکوس پذير I − T عملگر آنگاه باشد ∥T∥ < ۱ اگر بگيريد. نظر در را T ∈ L(B) عملگر و B باناخ فضاي .۱ .۳ قضيه
داريم هم چنين است. (I − T )−۱ ∈ L(B)

(I − T )−۱ =
∞∑
n=۰

T n,

∥(I − T )−۱∥ ≤ (۱ − ∥T∥)−۱,

به ازاي هر به طوري که دارد وجود H > ۰ عدد Ωh,k شبکه هر به ازاي آنگاه بگيريد. نظر در را ۲ .۲ قضيه مفروضات .۲ .۳ قضيه
است. يکتا جواب داراي (۶ .۳) دستگاه h, k ∈ (۰, H)

ماتريس ۱ .۳ قضيه از استفاده با هستند. کراندار A(i,j)
i,j ماتريس عناصر تمام بنابراين است، پيوسته D روي K هسته آنجايي که از اثبات.

هرگاه است معکوس پذير Iτ − kjhiA(i,j)
i,j

kjhi||A(i,j)
i,j || < ۱,

ديگر به عبارت يا
H۲||A(i,j)

i,j || < ۱,
است. H := max{h, k} آن در که

روش همگرايي مرتبه ۴
منظور اين براي به دست  مي آوريم. نيز را روش همگرايي مرتبه و ثابت مي کنيم قضيه اي در را ارائه شده عددي روش همگرايي بخش، اين در

داريم. نياز [۳] از پئانو قضيه به
با xia = xi + cahi نقاط و [a, b] بازه روي را Ih = {xi : a ≤ x۰ < ... < xM ≤ b} شبکه پئانو. قضيه .۱ .۴ قضيه
pm−۱ فرض کنيد هم چنين بگيريد. نظر در i = ۰, ...,M − ۱ به ازاي را hi = xi+۱ − xi و ۰ ≤ c۱ < ... < cm ≤ ۱
خطاي اين صورت در u ∈ Cd[a, b] داشته باشيم ۱ ≤ d ≤ m به ازاي اگر باشد. m − ۱ درجه از لاگرانژ درون ياب چندجمله اي

است زير به صورت پئانو درون ياب

em(u;xi + θhi) := u(xi + θhi)− pm−۱(xi + θhi) = hdi

∫ ۱

۰
ψd(θ, t)u

(d)(xi + thi)dt, θ ∈ [۰, ۱],

آن در که

ψd(θ, t) :=
۱

(d− ۱)!

{
(θ − t)d−۱

+ −
m∑
k=۱

Lk(θ)(ck − t)d−۱
+

}
,

و

(θ − t)p+ :=

{
(θ − t)p, θ ≥ t,

۰, θ < t.
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uh,k ∈ فرض کنيد هم چنين بگيريد. نظر در d > ۰ با را g ∈ Cd(Ω) و K ∈ Cd(D) توابع (۱ .۱) معادله در .۲ .۴ قضيه
داريم d ≥ m,n به ازاي اين صورت در باشد. u هم محلي تقريب S(−۱,−۱)

m−۱,n−۱

∥u(x, y)− uh,k(x, y)∥∞ = O(Hρ), ρ := min{m,n}.

مي کنيم آغاز زير بديهي گزاره با اثبات.

u(xi + ηhi, yj + ξkj) =
m∑

α=۱

n∑
β=۱

Lα(η)Lβ(ξ)u(xiα, yjβ)

+
(
u(xi + ηhi, yj + ξkj)−

m∑
α=۱

Lα(η)u(xiα, yj + ξkj)
)

+
( m∑

α=۱

Lα(η)u(xiα, yj + ξkj)−
m∑

α=۱

n∑
β=۱

Lα(η)Lβ(ξ)u(xiα, yjβ)
)
,

(۱ .۴)

نوشت زير به صورت مي توان را (۱ .۴) در پرانتز داخل عبارت هاي درون ياب خطاي پئانو، قضيه از استفاده با

u(xi+ηhi, yj+ξkj) =
m∑

α=۱

n∑
β=۱

Lα(η)Lβ(ξ)u(xiα, yjβ)+h
m
i Rm,i,j(η, ξ)+k

n
jRn,i,j(η, ξ), (۲ .۴)

تعريف مي شوند زير به صورت Rn,i,j و Rm,i,j آن در که

Rm,i,j(η, ξ) =

∫ ۱

۰
ψm(η, t)

∂m

∂xm
u(xi + thi, yj + ξkj)dt, η, ξ ∈ [۰, ۱],

ψm(η, t) =
۱

(m− ۱)!
{(η − t)m−۱

+ −
m∑

α=۱

Lα(η)(cα − t)m−۱
+ },

Rn,i,j(η, ξ) =
m∑

α=۱

Lα(η)

∫ ۱

۰
ψn(ξ, t)

∂n

∂yn
u(xiα, yj + tkj)dt, η, ξ ∈ [۰, ۱],

ψn(ξ, t) =
۱

(n− ۱)!
{(ξ − t)n−۱

+ −
n∑

β=۱

Lβ(ξ)(dβ − t)n−۱
+ },

داشت خواهيم (۲ .۴) از (۱ .۳) عبارت کم کردن با .εiα,jβ := eh,k(xiα, yjβ) و eh,k := u− uh,k مي دهيم قرار

eh,k(xi + ηhi, yj + ξkj) =
m∑

α=۱

n∑
β=۱

Lα(η)Lβ(ξ)εiα,jβ + hmi Rm,i,j(η, ξ) + knjRn,i,j(η, ξ), (۳ .۴)

صدق مي کند زير رابطه ي در و نشان مي دهد را هم محلي خطاي از موضعي نمايش (۳ .۴)

eh,k(xia, yjb) =

∫ yjb

۰

∫ xia

۰
K(xia, yjb, w, v)eh,k(w, v)dwdv, (۴ .۴)

θ = xi + whi, θ ∈ ،θ = xl + whl, θ ∈ (xl, xl+۱) متغير تغيير اعمال و (۴ .۴) در انتگرال گيري حدود کردن جدا با
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داشت خواهيم t = yj + vkj, t ∈ (yj, yjb) و t = yp + vkp, t ∈ (yp, yp+۱) ،(xi, xia)

εia,jb =

j−۱∑
p=۰

kp

∫ ۱

۰

i−۱∑
l=۰

hl

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)eh,k(xl + whl, yp + vkp)dwdv

+ hi

j−۱∑
p=۰

kp

∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yp + vkp)eh,k(xi + whi, yp + vkp)dwdv

+ kj

∫ db

۰

i−۱∑
l=۰

hl

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)eh,k(xl + whl, yj + vkj)dwdv

+ kjhi

∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)eh,k(xi + whi, yj + vkj)dwdv,

(۵ .۴)

صدق مي کنند زير خطي دستگاه در εiα,jβ مجهول ضرايب که نشان داد مي توان (۵ .۴) در (۳ .۴) جايگذاري با

(
Iτ − kjhi A(i,j)

i,j

)
ei,j =

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hlA(l,p)
i,j el,p + hi

j−۱∑
p=۰

kpA(i,p)
i,j ei,p

+ kj

i−۱∑
l=۰

hlA(l,j)
i,j el,j +

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hm+۱
l r(l,p)i,j

+

j−۱∑
p=۰

kn+۱
p

i−۱∑
l=۰

hlr(l,p)i,j + hm+۱
i

j−۱∑
p=۰

kpr(i,p)i,j

+ hi

j−۱∑
p=۰

kn+۱
p r(i,p)i,j + kj

i−۱∑
l=۰

hm+۱
l r(l,j)i,j

+ kn+۱
j

i−۱∑
l=۰

hlr(l,j)i,j + hm+۱
i kjr(i,j)i,j + hik

n+۱
j r(i,j)i,j

(۶ .۴)

آن در که

ei,j = [εi۱,j۱, ..., εi۱,jn, εi۲,j۱, ..., εi۲,jn, ..., εim,j۱, ..., εim,jn]
T ,

r(l,p)i,j =
[
r
(l,p)
i۱,j۱, ..., r

(l,p)
i۱,jn, r

(l,p)
i۲,j۱, ..., r

(l,p)
i۲,jn, ..., r

(l,p)
im,j۱, ..., r

(l,p)
im,jn

]T
,

r(l,p)i,j =
[
r
(l,p)
i۱,j۱, ..., r

(l,p)
i۱,jn, r

(l,p)
i۲,j۱, ..., r

(l,p)
i۲,jn, ..., r

(l,p)
im,j۱, ..., r

(l,p)
im,jn

]T
,

r(i,p)i,j =
[
r
(i,p)
i۱,j۱, ..., r

(i,p)
i۱,jn, r

(i,p)
i۲,j۱, ..., r

(i,p)
i۲,jn, ..., r

(i,p)
im,j۱, ..., r

(i,p)
im,jn

]T
,

r(i,p)i,j =
[
r
(i,p)
i۱,j۱, ..., r

(i,p)
i۱,jn, r

(i,p)
i۲,j۱, ..., r

(i,p)
i۲,jn, ..., r

(i,p)
im,j۱, ..., r

(i,p)
im,jn

]T
,

r(l,j)i,j =
[
r
(l,j)
i۱,j۱, ..., r

(l,j)
i۱,jn, r

(l,j)
i۲,j۱, ..., r

(l,j)
i۲,jn, ..., r

(l,j)
im,j۱, ..., r

(l,j)
im,jn

]T
,

r(l,j)i,j =
[
r
(l,j)
i۱,j۱, ..., r

(l,j)
i۱,jn, r

(l,j)
i۲,j۱, ..., r

(l,j)
i۲,jn, ..., r

(l,j)
im,j۱, ..., r

(l,j)
im,jn

]T
,

r(i,j)i,j =
[
r
(i,j)
i۱,j۱, ..., r

(i,j)
i۱,jn, r

(i,j)
i۲,j۱, ..., r

(i,p)
i۲,jn, ..., r

(i,j)
im,j۱, ..., r

(i,j)
im,jn

]T
,

r(i,j)i,j =
[
r
(i,j)
i۱,j۱, ..., r

(i,j)
i۱,jn, r

(i,j)
i۲,j۱, ..., r

(i,j)
i۲,jn, ..., r

(i,j)
im,j۱, ..., r

(i,j)
im,jn

]T
,
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r
(l,p)
ia,jb =

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)Rm,l,p(w, v)dwdv,

r
(l,p)
ia,jb =

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yp + vkp)Rn,l,p(w, v)dwdv,

r
(i,p)
ia,jb =

∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + uhi, yp + vkp)Rm,i,p(u, v)dudv,

r
(i,p)
ia,jb =

∫ ۱

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yp + vkp)Rn,i,p(w, v)dwdv,

r
(l,j)
ia,jb =

∫ db

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)Rm,l,j(w, v)dwdv,

r
(l,j)
ia,jb =

∫ db

۰

∫ ۱

۰
K(xia, yjb, xl + whl, yj + vkj)Rn,l,j(w, v)dwdv,

r
(i,j)
ia,jb =

∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)Rm,i,j(w, v)dwdv,

r
(i,j)
ia,jb =

∫ db

۰

∫ ca

۰
K(xia, yjb, xi + whi, yj + vkj)Rn,i,j(w, v)dwdv,

است کراندار و معکوس پذير (Iτ − hikjA(i,j)
i,j ) عمل گر h, k ∈ (۰, H) به ازاي که دارد وجود H > ۰ ثابت ۲ .۳ قضيه به توجه با

خواهيم داشت بنابراين

∥(Iτ − hikjA(i,j)
i,j )−۱∥۱ ≤ D۰, i = ۰, ...,M − ۱, j = ۰, ..., N − ۱,

و ۰ ≤ l < i ≤ M − ۱ براي بنابراين هستند کراندار A(l,j)
i,j و A(i,p)

i,j ،A(l,p)
i,j ماتريس هاي مفروضات، به توجه با ديگر طرف از

داريم ۰ ≤ p < j ≤ N − ۱

∥A(l,p)
i,j ∥۱ ≤ D۱, ∥A(i,p)

i,j ∥۱ ≤ D۲, ∥A(l,j)
i,j ∥۱ ≤ D۳,

نتيجه گرفت مي توان هم چنين

∥r(l,p)i,j ∥۱, ∥r(i,p)i,j ∥۱, ∥r(l,j)i,j ∥۱, ∥r(i,j)i,j ∥۱ ≤ mnK̂ωmum,

و
∥r(l,p)i,j ∥۱, ∥r(i,p)i,j ∥۱, ∥r(l,j)i,j ∥۱, ∥r(i,j)i,j ∥۱ ≤ m۲nK̂ω̂nûnδ,

آن در که

um := ∥ ∂
m

∂xm
u∥∞,

ωm := max
w∈[۰,۱]

∫ ۱

۰
|ψm(w, t)|dt,

K̂ := max
(x,y)∈Ω

∫ y

۰

∫ x

۰
|K(x, y, w, v)|dwdv,

ûn := ∥ ∂
n

∂yn
u∥∞,

ω̂n := max
v∈[۰,۱]

∫ ۱

۰
|ψn(v, t)|dt,

δ := max
α

∥Lα∥∞,
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خواهيم داشت (۶ .۴) رابطه و به دست آمده نتايج به توجه با

∥ei,j∥۱ ≤ D۰D۱

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hl∥el,p∥۱ +D۰D۲hi

j−۱∑
p=۰

kp∥ei,p∥۱

+D۰D۳kj

i−۱∑
l=۰

hl∥el,j∥۱ + γ

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hm+۱
l

+ γ

j−۱∑
p=۰

kn+۱
p

i−۱∑
l=۰

hl + γhm+۱
i

j−۱∑
p=۰

kp + γhi

j−۱∑
p=۰

kn+۱
p

+ γkj

i−۱∑
l=۰

hm+۱
l + γkn+۱

j

i−۱∑
l=۰

hl + γkjh
m+۱
i + γkn+۱

j hi,

(۷ .۴)

آن در که
γ := mnD۰K̂ωmum, γ := m۲nD۰K̂ω̂nûnδ,

کرد ساده زير به صورت مي توان را (۷ .۴)

∥ei,j∥۱ ≤ D۰D۱

j−۱∑
p=۰

kp

i−۱∑
l=۰

hl∥el,p∥۱ +D۰D۲hi

j−۱∑
p=۰

kp∥ei,p∥۱

+D۰D۳kj

i−۱∑
l=۰

hl∥el,j∥۱ + γXY Hm + γXY Hn + γY Hm+۱

+ γY Hn+۱ + γXHm+۱ + γXHn+۱ + γHm+۲ + γHn+۲,

(۸ .۴)

داريم j = ۰, ..., N − ۱ و i = ۰, ...,M − ۱ هر به ازاي که نتيجه گرفت مي توان (۸ .۴) از

∥ei,j∥۱ = O(Hρ), ρ := min{m,n}, (۹ .۴)

خواهيم داشت (۳ .۴) رابطه براي حال
(۱۰ .۴)

|eh,k(xi + ηhi, yj + ξkj)| ≤
(
max

i
∥Li∥∞

)(
max

j
∥Lj∥∞

)
∥ei,j∥۱ +Hmωmum +Hnmω̂nûnδ,

نتيجه گرفت مي توان (۱۰ .۴) و (۹ .۴) از سرانجام

∥eh,k∥∞ = O(Hρ). (۱۱ .۴)

مي شود. ثابت قضيه به اين ترتيب و

عددي نتايج ۵

تقريب مي کنيم. S(−۱,−۱)
m−۱,n−۱ قطعه اي چندجمله اي هاي فضاي در هم محلي روش از استفاده با را انتگرال معادله چند جواب بخش، اين در

هم چنين مي کنيم. مقايسه ديگري روش از به دست آمده عددي نتايج با را به دست آمده نتايج شده، پيشنهاد روش کارايي نشان دادن براي
يکنواخت شبکه ادامه براي خواهيم آورد. به دست نيز را همگرايي مرتبه همگرايي، بخش در به دست آمده نتايج تاييد براي

Ωh,k =
{ i

M
; i = ۰, ...,M

}
×
{ j
N
; j = ۰, ..., N

}
,



۴۹۷ آن همگرايي اثبات و ولترا خطي دوبعدي انتگرال معادلات عددي حل براي هم محلي روش

مي گيريم. نظر در Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱] روي را
بگيريد: نظر در را زير دوبعدي ولتراي انتگرال معادله [۱۲] مثال۲. ۶. ۱.

u(x, y)−
∫ y

۰

∫ x

۰
(wvx۲)u(w, v)dwdv = xy − ۱

۹
x۵y۳, (x, y) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱], (۱ .۵)

c۲ = d۲ = ۱ و c۱ = d۱ = ۱
۳ هم محلي پارامترهاي و m = n = ۲ انتخاب با است. u(x, y) = xy معادله دقيق جواب

σ۰,۰ = در را تقريبي جواب M = N = ۱ به ازاي (۱ .۳) رابطه از استفاده با تقريب مي کنيم. S(−۱,−۱)
۱,۱ فضاي در را مسئله جواب

نوشت زير به صورت مي توان [۰, ۱]× [۰, ۱]

uh,k(x۰ + ηh۰, y۰ + ξk۰) = L۱(η)L۱(ξ)U۰۱,۰۱ + L۱(η)L۲(ξ)U۰۱,۰۲

+ L۲(η)L۱(ξ)U۰۲,۰۱ + L۲(η)L۲(ξ)U۰۲,۰۲,
(۲ .۵)

آن در که

L۱(η) = −۳
۲
η +

۳
۲
, L۲(η) =

۳
۲
η − ۱

۲
,

L۱(ξ) = −۳
۲
ξ +

۳
۲
, L۲(ξ) =

۳
۲
ξ − ۱

۲
,

داريم (۶ .۳) دستگاه به توجه )با
I۴ − k۰h۰A(۰,۰)

۰,۰

)
U۰,۰ = g۰,۰, (۳ .۵)

آن در که

g۰,۰ = [g(x۰۱, y۰۱), g(x۰۱, y۰۲), g(x۰۲, y۰۱), g(x۰۲, y۰۲)]
T

= [g(
۱
۳
,

۱
۳
), g(

۱
۳
, ۱), g(۱,

۱
۳
), g(۱, ۱)]T

= [۰٫۱۱۱۰۹۴۱۷۶۰۲۳۳۰۲۷, ۰٫۳۳۲۸۷۶۰۸۵۹۶۲۵۰۵۷,
۰٫۳۲۹۲۱۸۱۰۶۹۹۵۸۸۴۷, ۰٫۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۹]T ,

و

A(۰,۰)
۰,۰ =

[
A

(۰,۰)
۱۱ A

(۰,۰)
۱۲

A
(۰,۰)
۲۱ A

(۰,۰)
۲۲

]

=

۰٫۰۰۰۴۶۶۷۷۳۳۵۷۷۲ −۰٫۰۰۰۰۶۶۶۸۱۹۰۸۲۴ −۰٫۰۰۰۰۶۶۶۸۱۹۰۸۲۴ ۰٫۰۰۰۰۰۹۵۲۵۹۸۶۸۹
۰٫۰۰۱۸۰۰۴۱۱۵۲۲۶۳ ۰٫۰۰۱۸۰۰۴۱۱۵۲۲۶۳ −۰٫۰۰۰۲۵۷۲۰۱۶۴۶۰۹ −۰٫۰۰۰۲۵۷۲۰۱۶۴۶۰۹
۰٫۰۱۶۲۰۳۷۰۳۷۰۳۷۰ −۰٫۰۰۲۳۱۴۸۱۴۸۱۴۸۱ ۰٫۰۱۶۲۰۳۷۰۳۷۰۳۷۰ −۰٫۰۰۲۳۱۴۸۱۴۸۱۴۸۱
۰٫۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰


نتيجه مي شود (۳ .۵) دستگاه حل با

U۰,۰ = [U۰۱,۰۱, U۰۱,۰۲, U۰۲,۰۱, U۰۲,۰۲]
T

= [۰٫۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱۰, ۰٫۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۴, ۰٫۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳۳, ۱]T ,

خواهيم داشت (۲ .۵) در i, j = ۱, ۲ براي U۰i,۰j به دست آمده مقادير جايگذاري با

uh,k(x, y) = ۰٫۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۸xy + ۰٫۱ × ۱۰−۱۵x+ ۰٫۴ × ۱۰−۱۵y − ۰٫۲ × ۱۰−۱۵,
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به دست مي دهد. را دقيق جواب واقع در مثال اين براي هم محلي روش که است واضح
به ازاي برنشتاين روش از حاصل مطلق خطاي هم چنين بررسي شده است. برنشتاين چندجمله اي هاي از استفاده با [۱۲] مرجع در مسئله اين
از حاصل نتايج بين مقايسه شده است. گزارش ۱ جدول در Ω از نقاط برخي در m = n = ۲ به ازاي هم محلي روش و m = n = ۶

به دست مي  دهد. مسئله اين براي برنشتاين روش به نسبت دقيق تري تقريب هاي هم محلي روش نشان مي دهد روش دو هر

نقاط هم محلي روش خطاي برنشتاين روش خطاي
(۰, ۰) ۲ × ۱۰−۱۶ ۱٫۸۴۸۵ × ۱۰−۱۴

(۰٫۲, ۰٫۲) ۲٫۱ × ۱۰−۱۶ ۶٫۰۲۸۵ × ۱۰−۱۰

(۰٫۴, ۰٫۴) ۱ × ۱۰−۱۶ ۱٫۳۹۵۵ × ۱۰−۷

(۰٫۶, ۰٫۶) ۰ ۴٫۶۴۲۱ × ۱۰−۷

(۰٫۸, ۰٫۸) ۰ ۱٫۸۳۹۳ × ۱۰−۵

(۱, ۱) ۰ ۴٫۴۵۱۲ × ۱۰−۴

۱ .۶ .۲ مثال در [۱۲] برنشتاين روش و هم محلي روش مطلق خطاي مقايسه :۱ جدول

دوبعدي ولتراي انتگرال معادله [۱۲] مثال۲. ۶. ۲.

u(x, y) = −۱ + ex + ey +

∫ y

۰

∫ x

۰
u(w, v)dwdv, (x, y) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱], (۴ .۵)

بگيريد. نظر در u(x, y) = ex+y دقيق جواب با را
به صورت هم محلي پارامترهاي و m = n = ۵ انتخاب با

c۱ = ۰, c۲ =
۱
۳
, c۳ =

۱
۲
, c۴ =

۲
۳
, c۵ = ۱

و
d۱ = ۰, d۲ =

۱
۳
, d۳ =

۱
۲
, d۴ =

۲
۳
, d۵ = ۱

بعدي دو چندجمله اي هاي از استفاده با [۱۲] مرجع در مسئله اين جواب هم چنين تقريب مي  کنيم. S(−۱,−۱)
۴,۴ فضاي در را مسئله جواب

برنشتاين روش و (h = k = ۱
۸)M = N = ۸ به ازاي هم محلي روش از استفاده با مطلق خطاي تقريب زده شده است. برنشتاين

علي رغم نشان مي دهد روش دو هر از حاصل نتايج بين مقايسه ارائه شده است. ۲ جدول در Ω از نقاط برخي در m = n = ۶ به ازاي
نسبت دقيق تري تقريبات هم محلي روش اما استفاده شده است هم محلي روش به نسبت بالاتري درجه چندجمله اي از برنشتاين روش در اينکه

به دست  مي دهد. مسئله اين براي برنشتاين روش به

نقاط هم محلي روش خطاي برنشتاين روش خطاي
(۰, ۰) ۰ ۹٫۵۴۵۴ × ۱۰−۱۰

(۰٫۲, ۰٫۲) ۳٫۲۷۳۳ × ۱۰−۱۰ ۴٫۴۴۳۳ × ۱۰−۸

(۰٫۴, ۰٫۴) ۳٫۴۳۸۷ × ۱۰−۹ ۵٫۰۹۶۷ × ۱۰−۸

(۰٫۶, ۰٫۶) ۴٫۷۵۸۱ × ۱۰−۹ ۳٫۵۷۰۵ × ۱۰−۸

(۰٫۸, ۰٫۸) ۹٫۶۰۵۹ × ۱۰−۱۰ ۱٫۲۶۲۵ × ۱۰−۸

(۱, ۱) ۴٫۹۸۱۰ × ۱۰−۱۱ ۱٫۴۴۷۶ × ۱۰−۸

۲ .۶ .۲ مثال در [۱۲] برنشتاين روش و هم محلي روش مطلق خطاي مقايسه :۲ جدول

۲ .۴ قضيه به توجه با نتيجه مي دهد. را جواب همواري ۲ .۶ .۲ مثال در g Kو همواري به دست مي آوريم. را روش همگرايي مرتبه حال
،c۱ = ۳−

√
۳

۶ هم محلي پارامترهاي ابتدا تقريب زننده است. چندجمله اي درجه به وابسته روش همگرايي مرتبه هموار جواب براي که مي دانيم
پارامترهاي سپس تقريب مي کنيم. S(−۱,−۱)

۲,۱ در را مسئله جواب و انتخاب مي کنيم را d۲ = ۱ و d۱ = ۱
۳ ،c۳ = ۳+

√
۳

۶ ،c۲ = ۱
۲
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و نظر مي گيريم در را d۴ = ۳
۴ و d۳ = ۲

۳ ،d۲ = ۱
۲ ،d۱ = ۱

۳ ،c۴ = ۱ ،c۳ = ۳+
√

۳
۶ ،c۲ = ۱

۲ ،c۱ = ۳−
√

۳
۶ هم محلي

به صورت خطا نرم تقريب مي  کنيم. S(−۱,−۱)
۳,۳ فضاي در را مسئله جواب

∥eh,k∥∞ := max
{
|u(x, y)− uh,k(x, y)|, (x, y) ∈ Ωh,k

}
, (۵ .۵)

[۶] به صورت همگرايي نرخ و

همگرايي نرخ := log۲

(
∥eh,k∥∞
∥eh

۲ ,
k
۲
∥∞

)
, (۶ .۵)

ارائه شده است. ۳ جدول در و محاسبه شده

m = ۳, n = ۲ m = n = ۴
گام طول خطا همگرايي مرتبه خطا همگرايي مرتبه

۱
۲ ۱٫۵۶۷۸ × ۱۰−۱ ۱٫۰۵۳۳ × ۱۰−۳

۱
۴ ۳٫۳۳۷۷ × ۱۰−۲ ۲٫۲۳۱۸ ۵٫۶۸۵۱ × ۱۰−۵ ۴٫۲۱۱۶
۱
۸ ۷٫۶۹۰۲ × ۱۰−۳ ۲٫۱۱۷۸ ۳٫۳۰۳۶ × ۱۰−۶ ۴٫۱۰۵۱
۱

۱۶ ۱٫۸۴۴۹ × ۱۰−۳ ۲٫۰۵۹۵ ۱٫۹۹۱۱ × ۱۰−۷ ۴٫۰۵۲۴

۲ .۶ .۲ مثال در هم محلي روش همگرايي مرتبه و خطا نرم هاي :۳ جدول

مرتبه است. ۴ و ۲ با برابر به ترتيب تقريب مي کنيم S(−۱,−۱)
۳,۳ و S(−۱,−۱)

۲,۱ فضاي در وقتي روش همگرايي مرتبه ۲ .۴ قضيه بنابر
قضيه در به دست آمده تحليلي نتايج و مي شود نزديک ۴ عدد به (۳) جدول پنجم ستون در و ۲ عدد به (۳) جدول سوم ستون در همگرايي

تاييد مي کند. را ۲ .۴
دوبعدي ولتراي انتگرال معادله مثال۲. ۶. ۳.

u(x, y) = g(x, y) +

∫ y

۰

∫ x

۰
(xw۲ + v)u(w, v)dwdv, (x, y) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱], (۷ .۵)

با
g(x, y) = xy + y

۵
۲ − ۱

۱۸
x۵y۲ − ۲

۲۱
x۴y۷/۲ − ۱

۶
x۲y۳ − ۲

۹
xy۹/۲,

انتخاب با .c۲ = ۱ و c۱ = ۱
۳ هم محلي پارامترهاي فرض کنيد هم چنين بگيريد. نظر در را u(x, y) = xy + y

۵
۲ دقيق جواب و

و S(−۱,−۱)
۱,۲ در را جواب d۳ = ۱ و d۲ = ۲

۳ ،d۱ = ۰ پارامترهاي S(−۱)
۱,۱ در را جواب d۲ = ۱ و d۱ = ۰ هم محلي پارامترهاي

از نقاط برخي در مطلق خطاي تقريب مي کنيم. S(−۱,−۱)
۱,۳ در را جواب d۴ = ۱ و d۳ = ۱

۲ ،d۲ = ۱
۳ ،d۱ = ۰ پارامترهاي به کمک

درجه افزايش با که نشان مي دهد ۴ جدول در ليست شده نتايج ارائه شده است. ۴ جدول در (h = k = ۱
۸)M = N = ۸ به ازاي Ω

از نيز ناهموار جواب با معادلات براي ارائه شده روش نتيجه گرفت مي توان هم چنين و مي يابد بهبود عددي خطاي تقريب زننده، چندجمله اي
است. برخوردار خوبي دقت

نقاط m = n = ۲ m = ۲, n = ۳ m = ۲, n = ۴
(۰, ۰) ۰ ۰ ۰

(۰٫۲, ۰٫۲) ۳٫۰۷۹۳ × ۱۰−۳ ۲٫۲۴۰۶ × ۱۰−۵ ۷٫۸۷۴۱ × ۱۰−۷

(۰٫۴, ۰٫۴) ۳٫۱۴۲۱ × ۱۰−۳ ۷٫۰۵۹۱ × ۱۰−۵ ۲٫۷۲۴۵ × ۱۰−۷

(۰٫۶, ۰٫۶) ۳٫۹۶۱۶ × ۱۰−۳ ۱٫۲۸۴۱ × ۱۰−۵ ۶٫۳۱۳۷ × ۱۰−۷

(۰٫۸, ۰٫۸) ۷٫۶۳۸۶ × ۱۰−۳ ۵٫۴۹۰۴ × ۱۰−۵ ۲٫۸۰۹۳ × ۱۰−۷

(۱, ۱) ۳٫۵۵۶۰ × ۱۰−۳ ۲٫۵۷۰۶ × ۱۰−۵ ۶٫۹۲۱۱ × ۱۰−۷

۳ .۶ .۲ مثال در هم محلي روش مطلق خطاي :۴ جدول
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نتيجه گيري ۶
معادلاتي، چنين جواب يکتايي و وجود اثبات ضمن اينجا در شد. حل محلي هم روش از استفاده با ولترا دوبعدي انتگرال معادلات مقاله اين در
و به دست آمد هم روش همگرايي مرتبه و شده ثابت روش همگرايي هم چنين ثابت شد. نيز معادلات از دسته اين جواب براي نمايش قضيه
انتگرال‐ديفرانسيل معادلات براي مي توان را مقاله اين در ارائه شده روش مي رسد به نظر ارائه شد. همگرايي مرتبه و دقت تاييد براي مثالهايي

داد. بسط نيز ولترا غيرخطي انتگرال‐ديفرانسيل معادلات هم چنين غيرخطي، و خطي فردهلم دوبعدي
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Collocation method for numerical solution of two­dimensional
Linear Volterra integral equations and prove its convergence
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Abstract: In this paper, we extend the collocation method for the numerical solution of two­dimensional
Volterra integral equations. For this purpose, we first prove the existence and uniqueness of the solution
of these types of equations and present a resolvent kernel representation for their solution. Then, we
extend the collocation method using piecewise polynomials to solve the mentioned equations and obtain
the corresponding algebraic system of equations and show that the system has a unique solution. We also
prove the convergence of the method and obtain the order of convergence of the method by proving a
theorem. Finally, we present some numerical examples to show the efficiency of the method and confirm
the obtained theoretical results.

Keywords: Two­dimensional Volterra integral equations, Collocation method, Piecewise polynomials,
convergence.
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