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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۲۵ ‐۱ ص ،۲ شماره ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

تعادل مسائل حل براي لخت زيرگراديان اکستراگراديان روش

۱ مرادلو(۱) فريدون و صفري(۱) مريم

ايران تبريز، سهند، صنعتي دانشگاه رياضي، گروه (۱)

رضاپور زيوري محسن مسئول: دبير

۱۴۰۳/۳/۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۱۱/۲۲ دريافت: تاريخ

حل براي جديدي تکراري الگوريتم لخت، روش با زيرگراديان اکستراگراديان روش ترکيب با مقاله، اين در چکيده:
براي را جديد لخت خود‐سازگار الگوريتم يک علاوه بر اين، مي کنيم. معرفي حقيقي هيلبرت فضاهاي در تعادل مسائل
نگاشت ليپشيتس ثابت دانستن به نيازي آن در که مي دهيم، ارائه حقيقي هيلبرت فضاهاي در تغييراتي نابرابري هاي حل
مي کنيم. اثبات را شده ارائه هاي الگوريتم توسط شده توليد دنباله هاي ضعيف همگرايي نيست. الگوريتم در شده استفاده
مقايسه اي مثالهاي پيشنهادي، الگوريتمهاي کارايي دادن نشان براي همچنين و نتايجمان استفاده قابليت دادن نشان براي

مي دهيم. ارائه را مقالات در موجود الگوريتم چندين با

ضعيف. همگرايي تغييراتي، نابرابري مسئله تعادل، مسئله هيلبرت، فضاي لخت، الگوريتم کليدي: واژه هاي

47J25, 47H09, 65K10, 65K15 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
مسئله با معادل که است f زيرديفرانسيل پذير و پاييني نيم پيوسته محدب، تابع يک مينيمم سازي بهينه سازي، نظريه در اصلي مسائل از يکي
خاص عملگرهاي از بعضي صفر نقاط يافتن به ديفرانسيل معادلات برخي جواب هاي يافتن همچنين، مي باشد. ∂f عملگر صفر نقاط يافتن

است. برخوردار ويژه اي اهميت از عملگرها صفر نقاط يافتن ازاين رو، مي شود. تبديل
تابع و بوده H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه يک C کنيد فرض
عنوان تحت زير مسئله ،۱۹۹۴ سال در کند. صدق f(x, x) = ۰ شرط در x ∈ C هر براي ،f : H × H −→ R

گرديد: مطرح [۵] بلوم و اوتلي توسط EP تعادل مسئله
“ .f(x∗, y) ≥ ۰ باشيم، داشته y ∈ C هر براي که بيابيد طوري را x∗ ∈ C ”

مي دهيم. نشان EP (f) با را EP مسئله جواب مجموعه
مقاله مسئول ۱نويسنده

(F. Moradlou) moradlou@sut.ac.ir, (M. Safari) ma_safari@sut.ac.ir

۱

moradlou@sut.ac.ir
ma_ safari@sut.ac.ir


۲۵ ‐۱ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / مرادلو فريدون و صفري مريم ۲

نابرابري هاي و تعادل مسائل حل براي بسياري الگوريتم هاي اخير سال هاي در هستند. تعادل مسائل از خاصي حالت  تغييراتي، نابرابري هاي
حلال، تصوير، جمله از است. شده استفاده متفاوتي تکنيک هاي از آنها در که گرفته اند قرار تحليل و تجزيه مورد و شده داده توسيع تغييراتي،
باشد. نگاشت يک A : C −→ ۲H کنيد فرض ببينيد). را [۲۶ ،۲۴–۲۲ ،۱۷ ،۱۶ ،۱۰ ،۵ ،۳ ،۱] ) ترکيبي روشهاي و کمکي اصل

مي گردد: بيان زير به صورت تغييراتي نابرابري مسئله
“.⟨x∗, y − u⟩ ≥ ۰ باشيم، داشته x∗ ∈ Au و y ∈ C هر براي که بيابيد طوري را u ∈ C ”

مي دهيم. نشان V I(C,A) با را آن جواب مجموعه و V IP با را تغييراتي نابرابري مسئله
جواب است، مقداري تک نگاشت يک A آن در که ،f(x, y) = ⟨Ax, y − x⟩ به صورت f تابع گرفتن نظر در با EP مسئله در
فضاهاي در V IP حل براي [۱۷] کرپلويچ ۱۹۷۶ سال در است. تعادل مسئله جواب بود. خواهد V I(C,A) با معادل EP مسئله

داد پيشنهاد را زير اکستراگراديان روش اقليدسي
x۰ ∈ H,

yk = PC(x
k − τAxk),

xk+۱ = PC(x
k − τAyk),

اين توسط شده توليد دنباله که کرد ثابت او است. پيوسته L‐ليپ شيتس و يکنوا نگاشت A : C → H و مثبت عددي τ آن در که
متريک تصوير دو بايد تکرار هر در بالا، الگوريتم در مي کنيد ملاحظه که همان طور Vاست. IP مسئله جواب به همگرا ضعيف به طور الگوريتم
در عملي محاسبات بنابراين نيست. تحليلي بيان داراي متريک تصوير محاسبه موارد بيشتر در شوند. Cمحاسبه بسته و محدب مجموعه روي
اين از يکي کنند. غلبه مشکل اين بر مختلف روش هاي با تا مي کنند سعي محققان بيشتر نيستند. انجام قابل سادگي به اکستراگراديان روش
محاسبات روش اين گرديد. ارائه دوم متريک تصوير محاسبه در بسته، و محدب مجموعه جاي به نيم فضا جايگذاري با سنسور[۶] توسط راه ها

بود زير به صورت [۶] سنسور توسط شده ارائه الگوريتم دهد. افزايش را الگوريتم کارايي توانست و کرده ساده تر را
x۰ ∈ H,

yk = PC(x
k − τAxk),

xk+۱ = PTk
(xk − τAyk),

(۱ .۱)

از عضوي به ضعيف به طور که است زيرگراديان اکستراگراديان الگوريتم به معروف الگوريتم اين است. کراندار ابرصفحه Tk آن در که
است. همگرا V I(C,A)

۲ در تکراري روش f محدب و هموار تابع کردن مينيمم براي او علاوه براين، است. داده پيشنهاد را سنگين گوي روش [۲۰] پولياک اخيراً
کرد معرفي را زير الگوريتم سنگين گوي روش اصلاح با [۱۹] نستروف است. داده ارائه گام

yn = xn + αn(xn − xn−۱),

xn+۱ = yn − λn∇f(yn), n ≥ ۱,
(۲ .۱)

لختي عبارت αn(xn − xn−۱) که مي شود نشان خاطر است. مثبت عدد يک λn و برون يابي فاکتور يک αn ∈ [۰, ۱) آن در که
و الگوريتم کارايي لختي عبارت همچنين مي شوند. شناخته لخت الگوريتم هاي به عنوان باشند لختي عبارت شامل که الگوريتم هايي و است
هستند. علاقه مند لخت الگوريتم هاي مطالعه به محققان از زيادي تعداد ازاين رو مي بخشد. بهبود را شده توليد تکرارهاي دنباله همگرايي نرخ
دادند ارائه زير به صورت پروکسيمال نقطه الگوريتم يک و بردند کار به پروکسيمال نقطه الگوريتم اصلاح براي را روش اين [۲] آتوچ و آلوارز

yn = xn + αn(xn − xn−۱),

xn+۱ = (I + λnB)−۱(yn), n ≥ ۱,
(۳ .۱)

به طور {xn} دنباله آنگاه کنند، صدق خاصي شرايطي در αn و λn اگر مي شود ثابت همچنين است. ماکسيمال يکنواي Bعملگر آن در که
است. همگرا B عملگر از صفر نقطه يک ضعيف

تعادل مسائل حل به لخت جديد الگوريتم  يک ارائه با ،[۱۵] همکارانش و کَسِي توسط شده ارائه الگوريتم از گرفتن الهام با مقاله، اين در
لخت خود‐سازگار الگوريتم همچنين است. زيرگراديان اکستراگراديان روش اساس بر الگوريتم  اين مي پردازيم. حقيقي هيلبرت فضاهاي در
نگاشت شيتس ليپ ثابت دانستن به نيازي آن در که مي دهيم ارائه حقيقي هيلبرت فضاهاي در تغييراتي نابرابري هاي حل براي را جديدي
کارايي عددي، مثال ارائه با و کرده ثابت را الگوريتم ها اين توسط شده توليد دنباله هاي ضعيف همگرايي نيست. الگوريتم در شده استفاده
نقاط گرفتن نظر در با ديگر مقالات در شده معرفي الگوريتم هاي برخي با را خود الگوريتم هاي همچنين مي دهيم. نشان را جديد الگوريتم هاي
دارند. بهتري کارايي ما الگوريتم هاي زمان، لحاظ از نيز و گام تعداد لحاظ از مي دهيم نشان و مي کنيم مقايسه يکسان، مشترک پارامترهاي و شروع



۳ لخت زيرگراديان اکستراگراديان روش

مقدماتي قضاياي و تعاريف ۲
بيشتر مباحث نيز و اشاره مورد نتايج و قضايا اثبات براي مي شوند. ارائه مقاله بعدي بخش هاي براي نياز مورد مقدماتي مطالب بخش اين در

نگريست. را مرتبط منابع مي توان
باشد. ∥.∥ نرم با و ⟨.⟩ داخلي ضرب با H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه C کنيد فرض مقاله اين سراسر در
xn ⇀ x نماد با را آن ضعيف همگرايي و xn → x نماد با را x ∈ H به {xn} قوي همگرايي آنگاه Hباشد، در دنباله اي {xn} اگر

مي دهيم. نشان

باشد. نگاشت يک A : C → H و H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه C کنيد فرض [۲۶] .۱ .۲ تعريف
،A گوييم دراين صورت

،x, y ∈ C هر براي هرگاه است C روي ۲ يکنوا (۱)

⟨Ax− Ay, x− y⟩ ≥ ۰.

،x, y ∈ C هر براي هرگاه است C روي ۳ يکنوانما (۲)

⟨Ax, y − x⟩ ≥ ۰ ⇒ ⟨Ay, x− y⟩ ≤ ۰.

که قسمي به باشد، موجود L > ۰ ثابت هرگاه مي شود، ناميده ۴ ليپ شيتس پيوسته ‐L (۳)

∥Ax− Ay∥ ≤ L∥x− y∥.

مي دهد. نتيجه را C روي A نگاشت بودن يکنوانما ،A : C → H نگاشت بودن يکنوا .۲ .۲ ملاحظه

و H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه  C کنيد فرض [۲۵] .۳ .۲ تعريف
،f گوييم دراين صورت باشد. دوتابع يک f : C × C −→ R ∪ {+∞}

،x, y ∈ C هر براي هرگاه است، C روي يکنوا (۱)

f(x, y) + f(y, x) ⩽ ۰.

،x, y ∈ C هر براي هرگاه است، C روي يکنوانما (۲)

f(x, y) ⩾ ۰ =⇒ f(y, x) ⩽ ۰.

،x, y, z ∈ C هر براي که قسمي به باشند موجود c۲ > ۰ و c۱ > ۰ هرگاه مي کند، صدق ۵ نوع‐ليپ شيتس شرط در (۳)

f(x, y) + f(y, z) ⩾ f(x, z)− c۱∥y − x∥۲ − c۲∥z − y∥۲. (۱ .۲)

مي دهد. نتيجه را آن بودن يکنوانما ،f دوتابع بودن يکنوا .۴ .۲ ملاحظه

دوتابع آنگاه باشد، C روي يکنوانما A : C → H اگر .۵ .۲ ملاحظه
است. C روي يکنوانما نيز f(x, y) = ⟨Ax, y − x⟩

داريم ،α ∈ R هر و x, y ∈ H هر براي [۴] .۶ .۲ لم

∥αx+ (۱ − α)y∥۲ = α∥x∥۲ + (۱ − α)∥y∥۲ − α(۱ − α)∥x− y∥۲.

2Monotone
3Pseudomonotone
4L­Lipschitz continuous
5Lipschitz­type
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مي شود تعريف زير به صورت f : H → (−∞,+∞] تابع دامنه

D(f) = {x ∈ H | f(x) <∞}.

داده نشان argminx∈Cf(x) نماد با H از C زيرمجموعه روي f : H → (−∞,∞] تابع مينيمم کننده هاي همه مجموعه
[۲۱] مي شود تعريف زير به صورت که مي شود

argminx∈Cf(x) =

{
{x ∈ C : f(x) = infx∈C f}, infC f ̸= ∞,

∅, infC f = ∞.

باشد. هيلبرت فضاي يک H کنيد فرض [۷] .۷ .۲ تعريف

باشد موجود y ∈ H يک حداقل و f(x) > −∞ ، x ∈ H هر براي هرگاه است، محض f : H → [−∞,∞] (۱)
.f(y) <∞ که به طوري

هرگاه است، محدب f : H → (−∞,∞] (۲)

f(λs+ (۱ − λ)t) ≤ λf(s) + (۱ − λ)f(t), ∀ s, t ∈ H, λ ∈ [۰, ۱].

. lim infx→x̄ f(x) ≥ f(x̄) هرگاه است، پاييني نيم پيوسته f : H → (−∞,∞] (۳)

. lim sup
x→x̄

f(x) ≤ f(x̄) هرگاه است، بالايي نيم پيوسته f : H → [−∞,∞) (۴)

دراين صورت باشد، محض و محدب تابع f : H −→ (−∞,+∞] و حقيقي هيلبرت Hفضاي کنيد فرض [۲۷ ،۹ ،۴] .۸ .۲ تعريف
مي شود تعريف زير به صورت ،x ∈ D(f) براي و مي شود ناميده f ۶ زيرديفرانسيل ∂f : X −→ ۲H

∂f(x) =
{
x∗ ∈ H : f(y) ≥ f(x) + ⟨y − x, x∗⟩

}
, ∀ y ∈ H.

گوييم. زيرديفرانسيل پذير x در را f آنگاه ،∂f(x) ̸= ∅ اگر

و H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب زيرمجموعه C کنيد فرض [۱۴] .۹ .۲ لم
اگروتنهااگر مي شود مينيمم x ∈ C نقطه در f تابع دراين صورت باشد. زيرديفرانسيل پذير و محدب تابع يک f : H → R

۰ ∈ ∂f(x) +NC(x).

آن در که
NC(x) =

{
q ∈ H : ⟨x− y, q⟩ ≥ ۰, ∀ y ∈ C

}
,

مي شود. ناميده x ∈ C نقطه در C براي ۷ نرمال مخروط

،A : C → H نگاشت باشد. H از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه C و حقيقي هيلبرت فضاي Hکنيد فرض [۱۸] .۱۰ .۲ تعريف
Cباشد. روي پاييني نيم پيوسته ضعيف به طور x→ ⟨Ax, x− y⟩ نگاشت ،y ∈ C هر براي اگروتنهااگر مي ناميم ۸ هم پيوسته ‐F را

باشد) بالايي نيم پيوسته C روي ضعيف به طور x→ ⟨Ax, y − x⟩ معادل، به طور (يا

نمي باشد. پيوسته لزوماً هم پيوسته ‐F تابع که دادند نشان زير مثال ارائه با [۱۸] راسيتي و مائوگري

f(x) =


a, x = ۰,
−a, x ∈ (۰, ۱

۲a ],

− ۱
x
+ a, x ∈ ( ۱

۲a , ۱].
6Subdifferential
7Normal cone
8F ­hemicontinuous
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موجود z ∈ C يکتاي عضو آنگاه Hباشد. حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته ، Cزيرمجموعه کنيد فرض [۲۸] .۱۱ .۲ قضيه
به قسمي که است

∥x− z∥ = min
y∈C

∥x− y∥,

بنابراين، .z = PCx مي دهيم قرار دراين صورت

∥x− PCx∥ ⩽ ∥x− y∥, ∀ y ∈ C.

مي شود. ۹ناميده تصويرمتريک ،C بروي H حقيقي هيلبرت فضاي از PC پوشاي نگاشت

برقرارند: زير گزاره هاي z ∈ C هر و x, y ∈ H هر براي [۴] .۱۲ .۲ لم

.PCx = z ⇐⇒ ⟨x− z, z − y⟩ ⩾ ۰, ∀ y ∈ C (۱)

.∥PCx− x∥۲ ≤ ∥x− z∥۲ − ∥PCx− z∥۲ (۲)

.∥PCx− PCy∥۲ ≤ ∥x− y∥۲ − ∥PCx− x+ y − PCy∥۲ (۳)

تعادل مسائل حل براي لخت زيرگراديان اکستراگراديان روش ۳
و H حقيقي هيلبرت فضاي از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه C کنيد فرض بخش اين سراسر در

مي کند: صدق زير شرايط در که باشد دوتابع يک f : H ×H → R
( E (شرايط

.f(x, x) = ۰ ، x ∈ H هر براي (E۱)

باشد. يکنوانما C روي f (E۲)

باشد. زيرديفرانسيل پذير و پاييني نيم پيوسته محدب، f(x, .) تابع ،x ∈ H هر براي (E۳)

داريم x, y, z ∈ H هر براي که دارند وجود c۱, c۲ > ۰ يعني مي کند، صدق ‐ليپ شيتس نوع شرط fدر (E۴)

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c۱∥x− y∥۲ − c۲∥y − z∥۲.

.EP (f) ̸= ∅ (E۵)

نابرابري ،∥xn − yn∥ → ۰ که {yn} ⊆ C و {xn} ⊆ C کراندار دنباله هاي براي (E۶)
است. برقرار lim supn→∞ f(xn, yn) ≥ ۰

.z ∈ EP (f) آنگاه lim supn→∞ f(zn, y) ≥ ۰ ،y ∈ C هر براي اگر ،zn ⇀ z که {zn} دلخواه دنباله براي (E۷)

کنيم تعريف و باشد L > ۰ ثابت با ليپ شيتس پيوسته A : C → H اگر .۱ .۳ ملاحظه
که مي شود ديده آساني به آنگاه ،f(x, y) = ⟨Ax, y − x⟩

مي باشد. c۱ = c۲ = L
۲ ثابت هاي با نوع‐ليپ شيتس f دوتابع (۱)

مي کند. صدق (E۶) شرط در f آنگاه باشد، کراندار مجموعه هاي روي کراندار نگاشت A اگر (۲)

هستند. کراندار کراندار، مجموعه هاي روي L‐ليپ شيتس پيوسته نگاشت هاي .۲ .۳ ملاحظه
9Metric projection
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برقرار مطلب اين عکس ولي مي کند صدق (E۷) شرط در f آنگاه باشد، بالايي نيم پيوسته ضعيف به طور f(., y) اگر .۳ .۳ ملاحظه
نيست. بالايي نيم پيوسته f(., y) ولي مي کند صدق (E۷) شرط در که مي کنيم تعريف را تابعي زير مثال در نمي باشد.

که به طوري  است a = (a۱, a۲, ..., ai, ...) حقيقي دنباله هاي همه فضاي l۲ که H = l۲ کنيد فرض .۴ .۳ مثال
دهيد قرار و f(x, y) = (y۱ − x۱)

∑∞
i=۱ x

۲
i کنيد فرض .∥a∥۲ =

∑∞
i=۱ a

۲
i

C = {z = (z۱, z۲, ...) ∈ l۲ : zi ≥ ۰,∀i = ۱, ۲, ....}.

عضوي و z ∈ EP (f) و zk ⇀ z = (۰, ۰, ..., ۰, ...) دراين صورت .zk = (۰, ..., ۰, sink
k
, ۰, ...) کنيد فرض همچنين

مي گيريم نتيجه بنابراين .lim supk→∞ f(xk, y) ≥ ۰ که به طوري  دارد وجود y ∈ C مانند
ازاين رو .lim supk→∞(y۱ − xk۱)

∑∞
i=۱(x

k
i )

۲ ≥ ۰

(y۱ − x۱) lim sup
k→∞

∞∑
i=۱

(xki )
۲ ≥ ۰.

(E۷) شرط در f يعني f(z, y) ≥ ۰ ،y ∈ C هر براي بنابراين .y۱ ≥ x۱ پس limk→∞(y۱ − xk۱) = (y۱ − x۱) چون
مي کند. صدق

مي پردازيم. خود الگوريتم ارائه به لخت روش از استفاده نيز و زيرگراديان روش و اکستراگراديان روش تلفيق با حال

لخت زيرگراديان اکستراگراديان روش .۵ .۳ الگوريتم

.λ > ۰ و θ ∈ [۰, ۱) کنيد فرض : ۰ گام

و w۱ = x۱ + θ(x۱ − x۰) و باشند دلخواه x۰, y۰, x۱ ∈ H کنيد فرض : ۱ گام
.n = ۱ دهيد قرار و y۱ = argminy∈C{λf(y۰, y) +

۱
۲∥y − w۱∥۲}

که است qn ∈ NC(yn) مانند عضوي که به  طوري  باشد داشته وجود kn ∈ ∂۲f(yn−۱, yn) کنيد فرض : ۲ گام

qn = wn − yn − λkn (۱ .۳)

کنيد تعريف زير به صورت را Hn نيم فضاي و

Hn = {y ∈ H : ⟨wn − λkn − yn, y − yn⟩ ≤ ۰}.

آوريد دست به را زير مقادير : ۳ گام

xn+۱ = argminy∈Hn
{λf(yn, y) +

۱
۲
∥y − wn∥۲},

wn+۱ = xn+۱ + θ(xn+۱ − xn)

و
yn+۱ = argminy∈C{λf(yn, y) +

۱
۲
∥y − wn+۱∥۲}.

برويد. ۲ گام به و n = n+ ۱ دهيد قرار درغيراين صورت است، EP (f) از عضوي yn آنگاه yn+۱ = wn+۱ = yn اگر : ۴ گام

باشند: برقرار هم زير شرايط که کرد خواهيم فرض ،۵ .۳ الگوريتم رفتار بررسي براي
( F (شرايط



۷ لخت زيرگراديان اکستراگراديان روش

،σ = (۱ − ۲λc۲)− ۴λc۱(۱ + θ) > ۰ (F۱)

.σ(۱ + ۳θ۲)− ۴θ(۱ + θ) > ۰ (F۲)

مثال براي باشند. برقرار (F۲) و (F۱) شرايط که کنيم انتخاب گونه اي به را θ و λ مي توانيم آساني به

۰ < λ <
۱ − ۴θ − θ۲

(۳θ۲ + ۱)(۴c۱ + ۴c۱θ + ۲c۲)
و ۰ ≤ θ <

√
۵ − ۲.

مي پردازيم. زير قضاياي و لم ها اثبات به ابتدا ،۵ .۳ الگوريتم در شده توليد دنباله هاي همگرايي اثبات براي

است. برقرار C ⊆ Hn شمول ،n ∈ N ∪ {۰} هر براي .۶ .۳ لم

به طوري  دارد وجود qn ∈ NC(yn) و kn ∈ ∂۲f(yn−۱, yn) مانند عضوي ،n ≥ ۱ هر براي که مي دانيم ،(۱ .۳) رابطه بنابر اثبات.
تعريف از .qn = wn − λkn − yn که

NC(yn) =
{
q ∈ X : ⟨q, y − yn⟩ ≤ ۰ , ∀y ∈ C

}
تعريف طبق ازاين رو است. برقرار ⟨wn − λkn − yn, y − yn⟩ ≤ ۰ رابطه y ∈ C هر و n ≥ ۱ هر براي که مي گيريم نتيجه

.C ⊆ Hn داريم n ∈ N ∪ {۰} هر براي ،Hn

.yn ∈ EP (f) آنگاه ،yn+۱ = wn+۱ = yn اگر .۷ .۳ لم

داريم ۹ .۲ لم از استفاده با اثبات.

yn+۱ = argminy∈C{λf(yn, y)+
۱
۲
∥y−wn+۱∥۲} ⇔ ۰ ∈ λ∂۲f(yn, yn+۱)+yn+۱−wn+۱+NC(yn+۱).

مي گيريم نتيجه آنگاه ،yn+۱ = wn+۱ = yn اگر

۰ ∈ λ∂۲f(yn, yn) +NC(yn),

.⟨w۱
n, y − yn⟩ ≥ ۰ ،y ∈ C هر براي يعني ،−λw۱

n ∈ NC(yn) که به طوري  دارد وجود w۱
n ∈ ∂۲f(yn, yn) بنابراين

مي گيريم نتيجه y ∈ C هر براي ،w۱
n ∈ ∂۲f(yn, yn) چون

f(yn, y)− f(yn, yn) ≥ ⟨w۱
n, y − yn⟩ ≥ ۰,

.yn ∈ EP (f) بنابراين و f(yn, y) ≥ ۰ ،y ∈ C هر براي يعني

دنباله کنيد فرض . p ∈ EP (f) و باشند ۵ .۳ الگوريتم توسط شده توليد دنباله هاي {wn} و {yn} ،{xn} کنيد فرض .۸ .۳ لم
باشد شده تعريف زير به صورت Λn(p)

Λn(p) = ∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + ۴λc۱∥wn − yn−۱∥۲.

دراين صورت
Λn+۱(p) ≤ Λn(p) + Γ۱∥xn − xn−۱∥۲ − Γ۲∥xn+۱ − xn∥۲,

و Γ۲ = σ
۲ (۱ − θ) − ۴λc۱θ(۱ + θ) ،Γ۱ = θ(۱ + θ) + σ

۲ θ(۱ − θ) آن در که
.σ = ۱ − ۴λc۱ − ۴λc۱θ − ۲λc۲
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داريم ۹ .۲ لم طبق ،xn+۱ = argminy∈Hn

{
λf(yn, y) +

۱
۲∥y − wn∥۲

}
چون اثبات.

۰ = λω′
n + xn+۱ − wn + q′n, q′n ∈ NHn(xn+۱), ω′

n ∈ ∂۲f(yn, xn+۱). (۲ .۳)

داشت خواهيم y ∈ H هر براي ،NHn(xn+۱) و ∂۲f(yn, xn+۱) تعاريف از استفاده با

f(yn, y)− f(yn, xn+۱) ≥ ⟨ω′
n, y − xn+۱⟩,

داريم y ∈ Hn هر براي و
λ⟨ω′

n, y − xn+۱⟩ ≥ ⟨wn − xn+۱, y − xn+۱⟩.
است برقرار زير نابرابري y ∈ Hn هر براي بنابراين

⟨wn − xn+۱, y − xn+۱⟩ ≤ λ(f(yn, y)− f(yn, xn+۱)).

پس

∥xn+۱ − p∥۲ = ∥wn − p∥۲ + ∥xn+۱ − wn∥۲ + ۲⟨xn+۱ − wn, wn − p⟩
= ∥wn − p∥۲ − ∥xn+۱ − wn∥۲ + ۲⟨xn+۱ − wn, xn+۱ − p⟩
≤ ∥wn − p∥۲ − ∥xn+۱ − wn∥۲ + ۲λ [f(yn, p)− f(yn, xn+۱)]

= ∥wn − p∥۲ − ∥xn+۱ − wn∥۲

+ ۲λ [f(yn−۱, xn+۱)− f(yn−۱, yn)− f(yn, xn+۱)]

+ ۲λ [f(yn−۱, yn)− f(yn−۱, xn+۱)] + ۲λf(yn, p).

(۳ .۳)

بنابراين .kn ∈ ∂۲f(yn−۱, yn) که ⟨wn − yn, xn+۱ − yn⟩ ≤ λ⟨kn, xn+۱ − yn⟩ پس ،xn+۱ ∈ Hn چون

∥xn+۱ − p∥۲ ≤ ∥wn − p∥۲ − ∥xn+۱ − wn∥۲

+ ۲λ[c۱∥yn−۱ − yn∥۲ + c۲∥yn − xn+۱∥۲]

+ ۲⟨wn − yn, yn − xn+۱⟩+ ۲λf(yn, p)
= ∥wn − p∥۲ − (۱ − ۲λc۲)∥yn − xn+۱∥۲ + ۲λc۱∥yn−۱ − yn∥۲

− ∥wn − yn∥۲ + ۲λf(yn, p)

(۴ .۳)

طرفي از

∥yn−۱ − yn∥۲ = ∥yn−۱ − wn∥۲ + ∥wn − yn∥۲ + ۲⟨yn−۱ − wn, wn − yn⟩
≤ ۲∥yn−۱ − wn∥۲ + ۲∥wn − yn∥۲.

(۵ .۳)

داشت خواهيم (۵ .۳) و (۴ .۳) روابط از استفاده با بنابراين ،f(yn, p) ≤ ۰ که مي شود نتيجه است، يکنوانما f و p ∈ EP (f) چون

∥xn+۱ − p∥۲ ≤ ∥wn − p∥۲ − (۱ − ۲λc۲)∥yn − xn+۱∥۲

− (۱ − ۴λc۱)∥wn − yn∥۲ + ۴λc۱∥yn−۱ − wn∥۲.
(۶ .۳)

داريم ۶ .۲ لم از استفاده با علاوه براين

∥wn − p∥۲ = (۱ + θ)∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲, (۷ .۳)

و

∥wn+۱ − yn∥۲ = (۱ + θ)∥xn+۱ − yn∥۲ − θ∥xn − yn∥۲

+ θ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲

≤ (۱ + θ)∥xn+۱ − yn∥۲ + θ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲.

(۸ .۳)
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که مي گيريم نتيجه (۷ .۳) و (۶ .۳) روابط از استفاده با

∥xn+۱ − p∥۲ ≤ (۱ + θ)∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

− (۱ − ۲λc۲)∥yn − xn+۱∥۲ − (۱ − ۴λc۱)∥wn − yn∥۲

+ ۴λc۱∥yn−۱ − wn∥۲.

(۹ .۳)

که مي کند ايجاب (۹ .۳) و (۸ .۳) روابط

∥xn+۱ − p∥۲ − θ∥xn − p∥۲ + ۴λc۱∥wn+۱ − yn∥۲

≤ ∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + ۴λc۱∥wn − yn−۱∥۲

− (۱ − ۴λc۱)∥wn − yn∥۲ + θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

− (۱ − ۲λ(۲c۱ + ۲c۱θ + c۲))∥xn+۱ − yn∥۲

+ ۴λc۱θ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲.

(۱۰ .۳)

بنابراين و σ < ۱ − ۴λc۱ دراين صورت ،σ = ۱ − ۴λc۱ − ۴λc۱θ − ۲λc۲ مي دهيم قرار اکنون

Λn+۱(p) ≤ Λn(p)− σ(∥wn − yn∥۲ + ∥xn+۱ − yn∥۲)

+ θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

+ ۴λc۱θ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲.

(۱۱ .۳)

که مي شود ديده آساني به
∥wn − yn∥۲ + ∥xn+۱ − yn∥۲ ≥ ۱

۲
∥wn − xn+۱∥۲.

داشت خواهيم wn تعريف از استفاده با

۱
۲
∥wn − xn+۱∥۲ =

۱
۲
∥xn − xn+۱∥۲ +

۱
۲
θ۲∥xn − xn−۱∥۲ + θ⟨xn − xn+۱, xn − xn−۱⟩.

که گرفت نتيجه مي توان کوشي‐شوارتز نابرابري از استفاده با طرفي از

∥wn − yn∥۲ + ∥xn+۱ − yn∥۲ ≥ ۱
۲
∥xn − xn+۱∥۲ +

۱
۲
θ۲∥xn − xn−۱∥۲

+ θ∥xn − xn+۱∥∥xn − xn−۱∥

≥ ۱
۲
∥xn − xn+۱∥۲ +

۱
۲
θ۲∥xn − xn−۱∥۲

− θ

۲
∥xn − xn+۱∥۲ − θ

۲
∥xn − xn−۱∥۲

=
۱ − θ

۲
∥xn − xn+۱∥۲ − θ(۱ − θ)

۲
∥xn − xn−۱∥۲.

(۱۲ .۳)

که مي گيريم نتيجه (−σ) در (۱۲ .۳) رابطه طرفين ضرب با

−σ(∥wn − yn∥۲ + ∥xn+۱ − yn∥۲) ≤ −σ
۲
(۱ − θ)∥xn − xn+۱∥۲ +

σ

۲
θ(۱ − θ)∥xn − xn−۱∥۲.

مي کند ايجاب را زير رابطه که

Λn+۱(p) ≤ Λn(p)− Γ۲∥xn − xn+۱∥۲ + Γ۱∥xn − xn−۱∥۲.
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هر براي باشد. ۵ .۳ الگوريتم توسط شده توليد دنباله هاي {wn} و {yn} ،{xn} و باشند برقرار F و E شرايط کنيد فرض .۹ .۳ لم
مي کنيم تعريف زير به صورت را φn(p) ،p ∈ EP (f) هر براي و n ≥ ۰

φn(p) = ∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + ۴λc۱∥wn − yn−۱∥۲ + Γ۱∥xn − xn−۱∥۲,

.n→ ∞ که وقتي ∥xn+۱ − xn∥ → ۰ و است موجود {φn(p)} دنباله حد دراين صورت

مي شود ديده آساني به Λn(p) و φn(p) تعاريف از استفاده با اثبات.

φn(p) = Λn(p) + Γ۱∥xn − xn−۱∥۲.

مي شود نتيجه ۸ .۳ لم از استفاده با

φn+۱(p)− φn(p) = Λn+۱(p) + Γ۱∥xn+۱ − xn∥۲ − Λn(p)− Γ۱∥xn − xn−۱∥۲

≤ (Γ۱ − Γ۲)∥xn+۱ − xn∥۲ = −(Γ۲ − Γ۱)∥xn+۱ − xn∥۲.
(۱۳ .۳)

داريم Γ۲ و Γ۱ تعاريف و (F۲) شرط از پس .۱ + ۴λc۱ < ۲ − σ بنابراين و σ < ۱ − ۴λc۱ که باشيد داشته توجه

Γ۲ − Γ۱ =
σ

۲
(۱ − θ)− ۴λc۱θ(۱ + θ)− θ(۱ + θ)− σ

۲
θ(۱ − θ)

=
σ

۲
(۱ − θ)− (۱ + ۴λc۱)θ(۱ + θ)− σ

۲
θ(۱ − θ)

≥ σ(۱ − θ)− ۲(۲ − σ)θ(۱ + θ)− σθ(۱ − θ)

۲

=
σ(۱ + ۳θ۲)− ۴θ(۱ + θ)

۲
> ۰.

(۱۴ .۳)

بعلاوه است. ناصعودي {φn(p)} دنباله يعني ،φn+۱(p)− φn(p) ≤ ۰ که مي شود نتيجه (۱۴ .۳) و (۱۳ .۳) روابط از بنابراين

φn(p) ≥ ∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ + Γ۱∥xn − xn−۱∥۲. (۱۵ .۳)

داريم طرفي از

Γ۱ = θ(۱ + θ) +
σ

۲
θ(۱ − θ) = θ(۱ +

۲θ + σ(۱ − θ)

۲
).

داشت خواهيم k = ۲
۲θ+σ(۱−θ)

> ۰ تعريف با حال

Γ۱ − θ(۱ +
۱
k
) = ۰. (۱۶ .۳)

مي شود ديده آساني به کوشي‐شوارتز نابرابري از استفاده با

۲⟨xn−۱ − xn, xn − p⟩ ≤ ۲∥xn−۱ − xn∥∥xn − p∥

≤ ۱
k
∥xn−۱ − xn∥۲ + k∥xn − p∥۲.

(۱۷ .۳)

بگيريم نتيجه مي توانيم (۱۷ .۳) رابطه از

∥xn−۱ − p∥۲ ≤ (۱ +
۱
k
)∥xn−۱ − xn∥۲ + (۱ + k)∥xn − p∥۲. (۱۸ .۳)

مي کند ايجاب (۱۸ .۳) و (۱۶ .۳) ،(۱۵ .۳) روابط پس

φn(p) ≥ (۱ − θ(۱ + k))∥xn − p∥۲ + (Γ۱ − θ(۱ +
۱
k
))∥xn − xn−۱∥۲

= (۱ − θ(۱ + k))∥xn − p∥۲.
(۱۹ .۳)
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که است واضح

(۱ − θ(۱ + k)) =
σ(۱ − θ)۲ − ۲θ۲

(۲ − σ)θ + σ
,

مي شود نتيجه (F۲) شرط از .[σ(۱−θ)۲−۲θ۲]−[σ(۱+۳θ۲)−۴θ(۱+θ)] = (۱−σ)۲θ۲+(۲−σ)۲θ ≥ ۰ و
که مي شود نتيجه (۱۹ .۳) رابطه از ازاين رو ،(۱ − θ(۱ + k)) > ۰

است. موجود {φn(p)} دنباله حد پس است ناصعودي {φn(p)} چون و φn(p) ≥ ۰ ،n ≥ ۰ هر براي
مي شود نتيجه ،Γ۱ − Γ۲ > ۰ اينکه به توجه با بگيريم، حد n → ∞ وقتي (۱۳ .۳) رابطه طرفين از اگر حال

.∥xn+۱ − xn∥ → ۰

ضعيف به طور ۵ .۳ الگوريتم توسط شده توليد {wn} و {yn} ،{xn} دنباله هاي باشند. برقرار F و E شرايط کنيد فرض .۱۰ .۳ قضيه
هستند. همگرا EP (f) از عضو يک به

ايجاب ۹ .۳ لم صورت اين در که ،Λn(p) = φn(p) − Γ۱∥xn − xn−۱∥۲ مي شود نتيجه φn(p) و Λn(p) تعريف از اثبات.
نوشت مي توان ۹ .۳ لم و (۱۱ .۳) رابطه از بنابراين است. موجود {Λn(p)} دنباله حد مي کند

۰ ≤ σ(∥wn − yn∥۲ + ∥xn+۱ − yn∥۲)

≤ Λn(p)− Λn+۱(p) + θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

+ ۴λc۱θ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲ → ۰,
(۲۰ .۳)

گرفت نتيجه مي توان ازاين رو .n→ ∞ که وقتي

lim
n→∞

∥wn − yn∥ = lim
n→∞

∥xn+۱ − yn∥ = ۰. (۲۱ .۳)

پس ،limn→∞ ∥xn − yn∥ = ۰ که مي شود نتيجه ۹ .۳ لم و (۲۱ .۳) رابطه از بنابراين
که مي شود نتيجه (۸ .۳) رابطه از استفاده با همچنين .limn→∞ ∥yn − yn+۱∥ = ۰
است، کراندار دنباله اي {xn} که مي شود نتيجه ۹ .۳ لم از ،۱ − θ(۱ + k) > ۰ چون .limn→∞ ∥wn+۱ − yn∥ = ۰

،y ∈ C هر براي که مي شود نتيجه yn+۱ تعريف از هستند. کراندار هم {wn} و {yn} دنباله هاي بنابراين

⟨wn+۱ − yn+۱, y − yn+۱⟩ ≤ λ(f(yn, y)− f(yn, yn+۱)),

،y ∈ C هر براي ازاين رو و

⟨wn+۱ − yn+۱, y − yn+۱⟩
λ

≤ f(yn, y)− f(yn, yn+۱).

ضعيف به طور که به طوري  باشد داشته وجود {xn} از {xm} زيردنباله يعني باشد، {xn} دنباله ضعيف حدي نقطه x کنيد فرض اکنون
با .x ∈ C پس ،{yn} ⊆ C و است H از بسته زيرمجموعه C چون است. همگرا x به هم {ym} دنباله پس باشد. همگرا x به
شرط بنابراين است، همگرا صفر به فوق نابرابري چپ طرف که گرفت نتيجه مي توان ،n = m → ∞ وقتي ،(۲۱ .۳) رابطه از استفاده

که مي کنند ايجاب y ∈ C هر براي ۹ .۳ لم و (E۶)

۰ ≤ lim sup
n→∞

f(yn, yn+۱) = lim sup
n→∞

(
⟨wn+۱ − yn+۱, y − yn+۱⟩

λ

+ f(yn, yn+۱)) ≤ lim sup
n→∞

f(yn, y).
(۲۲ .۳)

.x ∈ EP (f) مي شود نتيجه (E۷) شرط از حال
باشد موجود {xn} از {xk} مانند ديگري زيردنباله کنيد فرض است. همگرا x به ضعيف به طور {xn} دنباله مي دهيم نشان حال

بنابراين .x∗ ∈ EP (f) که داد نشان مي توان شد بيان بالا در که روشي همان به .x∗ ̸= x و باشد همگرا x∗ به ضعيف به طور که

۲⟨xn, x− x∗⟩ = ∥xn − x∗∥۲ − ∥xn − x∥۲ + ∥x∥۲ − ∥x∗∥۲ (۲۳ .۳)
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۲⟨xn−۱, x− x∗⟩ = ∥xn−۱ − x∗∥۲ − ∥xn−۱ − x∥۲ + ∥x∥۲ − ∥x∗∥۲ (۲۴ .۳)

مي آيد دست به زير رابطه (۲۳ .۳) رابطه از آن طرفين تفريق و θ در (۲۴ .۳) رابطه طرفين ضرب با

۲⟨xn − θxn−۱, x− x∗⟩ = (∥xn − x∗∥۲ − θ∥xn−۱ − x∗∥۲)

− (∥xn − x∥۲ − θ∥xn−۱ − x∥۲) + (۱ − θ)(∥x∥۲ − ∥x∗∥۲)

= △n(x
∗)−△n(x) + (۱ − θ)(∥x∥۲ − ∥x∗∥۲)

(۲۵ .۳)

چون .△n(p) = ∥xn − p∥۲ − θ∥xn−۱ − p∥۲ ،p ∈ EP (f) هر و n ≥ ۰ هر براي آن در که
{△n(p)} دنباله حد ،p ∈ EP (f) هر براي پس ∥wn− yn−۱∥ → ۰ و △n(p) = Λn(p)− ۴λc۱∥yn−۱ −wn∥۲

است. موجود {⟨xn − θxn−۱, x − x∗⟩} دنباله حد که مي شود نتيجه (۲۵ .۳) رابطه از x∗, x ∈ EP (f) چون است. موجود
کنيم فرض

lim
n→∞

⟨xn − θxn−۱, x− x∗⟩ = l (۲۶ .۳)

داريم (۲۶ .۳) رابطه در n = m = k → ∞ فرض با

⟨x∗ − θx∗, x− x∗⟩ = lim
n→∞

⟨xm − θxm−۱, x− x∗⟩ = l

= lim
k→∞

⟨xk − θxk−۱, x− x∗⟩

= ⟨x− θx, x− x∗⟩.

(۲۷ .۳)

همگراست. x به ضعيف به طور {xn} دنباله بنابراين .x = x∗ پس θ ∈ [۰, ۱) چون و (۱ − θ)∥x − x∗∥۲ = ۰ بنابراين
هستند. همگرا x به ضعيف به طور نيز {wn} و {yn} دنباله هاي ازاين رو

تغييراتي نابرابري مسائل حل براي لخت الگوريتم ۱ .۳
ضابطه با را f تعادل دوتابع ،x, y ∈ C هر براي و باشد نگاشت يک A : H → H اگر که مي دانيم
جواب مجموعه مي شود. تبديل V IP تغييراتي نابرابري مسئله به تعادل مسئله آنگاه کنيم، تعريف f(x, y) = ⟨Ax, y − x⟩
مشخص آن ليپ شيتس ثابت که باشد ليپ شيتس پيوسته نگاشت Aيک اگر مي دهيم. نشان V I(C,A) نماد با را تغييراتي نابرابري مسئله
خود‐سازگار روش يک مشکل، اين بر غلبه براي بود. نخواهد حل قابل راحتي به تغييراتي نابرابري مسئله متعارف، روش هاي با آنگاه نباشد،

نمي باشد. L ليپ شيتس ثابت دانستن به نيازي آن در که مي دهيم ارائه تغييراتي نابرابري مسائل حل براي

V IP حل براي ۱۰لخت خود‐سازگار روش .۱۱ .۳ الگوريتم

.µ > ۰ و θ ∈ [۰, ۱) کنيد فرض : ۰ گام

کنيد تعريف و n = ۱ ،y۱ = PC(w۱ − Ay۰) ،w۱ = x۱ + θ(x۱ − x۰) ،x۰, y۰, x۱ ∈ H کنيد فرض : ۱ گام

λn =

{
µ ∥yn−yn−۱∥

∥Ayn−Ayn−۱∥ if ∥Ayn − Ayn−۱∥ ̸= ۰,
۱ درغيراين صورت

کنيد تعريف زير به صورت را Hn نيم فضاي : ۲ گام

Hn = {y ∈ H : ⟨wn − λnAyn−۱ − yn, y − yn⟩ ≤ ۰}.
10Self­adaptive
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آوريد دست به را زير مقادير : ۳ گام
xn+۱ = PHn(wn − λnAyn),

wn+۱ = xn+۱ + θ(xn+۱ − xn),

و
yn+۱ = PC(wn+۱ − λnAyn).

۲ گام به و n = n + ۱ دهيد قرار درغيراين صورت است، V I(C,A) از عضوي yn آنگاه yn+۱ = wn+۱ = yn اگر : ۴ گام
برويد.

باشد: برقرار نيز زير شرط که کرد خواهيم فرض ،۱۱ .۳ الگوريتم بررسي براي
(G (شرط

(۱ − µ)(۱ − θ)۲ − ۲θ(۱ + θ)(۱ + µ) > ۰.

نمونه به عنوان شود. برقرار G شرط که کرد انتخاب چنان را θ و µ مقادير مي توان راحتي به

۰ < µ <
۱ − ۴θ − θ۲

۳θ۲ + ۱
۰ ≤ θ <

√
۵ − ۲.

آن ليپ شيتس ثابت مقدار که باشد ليپ شيتس پيوسته و F‐هم پيوسته يکنوانما، نگاشت يک A : H → H کنيد فرض .۱۲ .۳ قضيه
ضعيف به طور ،۱۱ .۳ الگوريتم توسط شده توليد {wn} و {yn} ،{xn} دنباله هاي دراين صورت .V I(C,A) ̸= ∅ و است نامشخص

هستند. همگرا V I(C,A) از عضوي به

مي کنيم تعريف ،z ∈ V I(C,A) هر براي ،۸ .۳ لم اثبات همانند ابتدا اثبات.

Ωn(z) = ∥xn − z∥۲ − θ∥xn−۱ − z∥۲ + µ∥wn − yn−۱∥۲.

که مي دهيم نشان حال

Ωn+۱(z) ≤ Ωn(z) + Ξ۱∥xn − xn−۱∥۲ − Ξ۲∥xn+۱ − xn∥۲,

ويژگي و xn+۱ تعريف از استفاده با .Ξ۲ = (۱ − µ)۱−θ
۲ − µθ(۱ + θ) و Ξ۱ = (۱ − µ) θ(۱−θ)

۲ + θ(۱ + θ) آن در که
که گرفت نتيجه مي توان (۲) ۱۲ .۲ لم

∥xn+۱ − z∥۲ ≤ ∥wn − λnAyn − z∥۲ − ∥wn − λnAyn − xn+۱∥۲

= ∥wn − z∥۲ − ∥wn − xn+۱∥۲ − ۲λn⟨Ayn, xn+۱ − z⟩.
(۲۸ .۳)

مي آيد دست به زير رابطه پس ،⟨Ayn, yn − z⟩ ≥ ۰ مي شود نتيجه A بودن يکنوانما از

∥xn+۱ − z∥۲ ≤ ∥wn − z∥۲ − ∥wn − xn+۱∥۲ + ۲λn⟨Ayn, yn − xn+۱⟩.

طرفي از
∥wn − xn+۱∥۲ = ∥wn − yn∥۲ + ∥yn − xn+۱∥۲ + ۲⟨wn − yn, yn − xn+۱⟩,

بنابراين
∥xn+۱ − z∥۲ ≤ ∥wn − z∥۲ − ∥wn − yn∥۲ − ∥yn − xn+۱∥۲

+ ۲⟨λnAyn + yn − wn, yn − xn+۱⟩
= ∥wn − z∥۲ − ∥wn − yn∥۲ − ∥yn − xn+۱∥۲

+ ۲λn⟨Ayn−۱ − Ayn, xn+۱ − yn⟩
+ ۲⟨wn − λnAyn−۱ − yn, xn+۱ − yn⟩.
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مي شود ديده آساني به همچنين .⟨wn − λnAyn−۱ − yn, xn+۱ − yn⟩ ≤ ۰ مي شود نتيجه ،xn+۱ ∈ Hn چون

۲λn⟨Ayn−۱ − Ayn, xn+۱ − yn⟩ ≤ ۲µ∥yn−۱ − yn∥∥xn+۱ − yn∥
≤ ۲µ(∥yn−۱ − wn∥+ ∥wn − yn∥)∥xn+۱ − yn∥
≤ µ(∥yn−۱ − wn∥۲ + ∥wn − yn∥۲ + ۲∥xn+۱ − yn∥۲).

پس

∥xn+۱ − z∥۲ ≤ ∥wn − z∥۲ − (۱ − µ)∥wn − yn∥۲

− (۱ − ۲µ)∥xn+۱ − yn∥۲ + µ∥yn−۱ − wn∥۲.
(۲۹ .۳)

که گرفت نتيجه مي توان (۲۹ .۳) و (۸ .۳) ،(۷ .۳) روابط

∥xn+۱ − z∥۲−θ∥xn − z∥۲ + µ∥wn+۱ − yn∥۲

≤ ∥xn − z∥۲ − θ∥xn−۱ − z∥۲ + µ∥wn − yn−۱∥۲ + θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

+ µθ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲ − (۱ − ۲µ− µθ)∥xn+۱ − yn∥۲

− (۱ − µ)∥wn − yn∥۲.

پس ،(۱ − ۲µ− µθ) ≤ (۱ − µ) چون

Ωn+۱(z) ≤ Ωn(z)− (۱ − µ)(∥wn − yn∥۲ + ∥yn − xn+۱∥۲)

+ θ(۱ + θ)∥xn − xn−۱∥۲

+ µθ(۱ + θ)∥xn+۱ − xn∥۲.

(۳۰ .۳)

مي شود نتيجه G شرط و (۲ .۳) و (۳۰ .۳) روابط از استفاده با

Ωn+۱(z) ≤ Ωn(z) + [(۱ − µ)
θ(۱ − θ)

۲
+ θ(۱ + θ)]∥xn − xn−۱∥۲

− [(۱ − µ)
۱ − θ

۲
− µθ(۱ + θ)]∥xn+۱ − xn∥۲.

داريم طرفي از

Ξ۲ − Ξ۱ = (۱ − µ)
۱ − θ

۲
− µθ(۱ + θ)− [(۱ − µ)

θ(۱ − θ)

۲
+ θ(۱ + θ)]

=
(۱ − µ)(۱ − θ)۲ − ۲θ(۱ + θ)(۱ + µ)

۲
> ۰.

(۳۱ .۳)

مي کنيم تعريف حال
ψn(z) = Ωn(z) + Ξ۱∥xn − xn−۱∥۲.

ψn(z) ≥ ۰ رابطه ،n ≥ ۰ هر براي که مي شود ديده آساني به و ψn+۱(z)− ψn(z) < ۰ مي شود نتيجه ،۹ .۳ لم اثبات همانند
طرفي از .∥xn−۱ − xn∥ → ۰ داريم n→ ∞ وقتي و است موجود {ψn(z)} دنباله حد ازاين رو است. برقرار

ψn(z) ≥ ∥xn − z∥۲ − θ∥xn−۱ − z∥۲ + Ξ۱∥xn − xn−۱∥۲. (۳۲ .۳)

بعلاوه

Ξ۱ = θ(۱ +
۲θ + (۱ − µ)(۱ − θ)

۲
).

داشت: خواهيم η := ۲
۲θ+(۱−µ)(۱−θ)

تعريف با

Ξ۱ − θ(۱ +
۱
η
) = ۰.
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مي گيريم نتيجه کرديم مشاهده (۱۸ .۳) و (۱۷ .۳) روابط در که روشي همان به

ψn(z) ≥ (۱ − θ(۱ + η))∥xn − z∥۲.

که است واضح

(۱ − θ(۱ + η)) =
(۱ − θ)۲(۱ − µ)− ۲θ۲

۲θ + (۱ − µ)(۱ − θ)

همچنين و

(۱ − θ)۲(۱ − µ)− ۲θ۲ − (۱ − µ)(۱ − θ)۲ + ۲θ(۱ + θ)(۱ + µ) = ۲θ(۱ + µ(۱ + θ)) ≥ ۰.

است. کراندار {xn} دنباله که مي شود نتيجه ۳۲ .۳ رابطه از پس .۱ − θ(۱ + η) > ۰ مي شود نتيجه G شرط از بنابراين
مي آيد دست به زير رابطه ،۱۰ .۳ قضيه اثبات مشابه

lim
n→∞

∥wn − yn∥ = lim
n→∞

∥yn − yn+۱∥ = lim
n→∞

∥xn − yn∥ = ۰. (۳۳ .۳)

y ∈ C هر براي ،۲ گام در yn+۱ تعريف و (۱)۱۲ .۲ لم از استفاده با علاوه براين، هستند. کراندار هم {wn} و {yn} دنباله هاي بنابراين
مي شود نتيجه ،۲ گام در

⟨yn+۱ − wn+۱ + λnAyn, y − yn+۱⟩ ≥ ۰.

داريم y ∈ C هر براي پس

۰ ≤ ⟨yn+۱ − wn+۱, y − yn+۱⟩+ λn⟨Ayn, yn − yn+۱⟩+ λn⟨Ayn, y − yn⟩ (۳۴ .۳)

x̂ به ضعيف به طور که به طوري باشد، داشته وجود {xn} از {xm} دنباله زير يعني آنگاه باشد، {xn} دنباله ضعيف حدي نقطه x̂ اگر
.x̂ ∈ C پس {yn} ⊆ C و Hاست از بسته زيرمجموعه C چون است. همگرا x̂ به ضعيف به طور هم {ym} دنباله پس باشد همگرا

که گرفت نتيجه مي توان ،y ∈ C هر براي ،λn بر فوق نابرابري طرفين تقسيم با

۰ ≤ ⟨yn+۱ − wn+۱, y − yn+۱⟩
λn

+ ⟨Ayn, yn − yn+۱⟩+ ⟨Ayn, y − yn⟩ (۳۵ .۳)

تابع اينکه از مي دهيم. ميل +∞ سمت به را n و مي گيريم حد فوق نابرابري طرفين از اکنون
،y ∈ C هر براي که مي شود نتيجه (۳۳ .۳) رابطه از استفاده با است، پاييني نيم پيوسته ضعيف به طور x → ⟨Ax, x − y⟩
و همگراست x̂ به ضعيف به طور {xn} دنباله داد نشان مي توان ۱۰ .۳ قضيه همانند .x̂ ∈ V I(C,A) يعني ⟨Ax̂, y − x̂⟩ ≥ ۰

هستند. همگرا x̂ به ضعيف به طور نيز {wn} و {yn} دنباله هاي بنابراين

يک است، L‐ليپ شيتس پيوسته نگاشت A آن در که ۵ .۳ الگوريتم در f(x, y) جاي به ⟨Ax, x − y⟩ جايگذاري با اينجا در
مي دهد. نتيجه است، MSEMمعروف به که را [۱۱] از ۱ .۳ الگوريتم حاصل، الگوريتم مي دهيم. ارائه V IP حل براي جديد الگوريتم

V IP حل براي لخت يافته بهبود زيرگراديان اکستراگراديان روش .۱۳ .۳ الگوريتم

.µ > ۰ و θ ∈ [۰, ۱) کنيد فرض : ۰ گام

n = ۱ ،y۱ = PC(w۱ − Ay۰) ،w۱ = x۱ + θ(x۱ − x۰) ،x۰, y۰, x۱ ∈ H کنيد فرض : ۱ گام

کنيد تعريف زير به صورت را Hn نيم فضاي : ۲ گام

Hn = {y ∈ H : ⟨wn − λAyn−۱ − yn, y − yn⟩ ≤ ۰}.
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آوريد دست به را زير مقادير : ۳ گام
xn+۱ = PHn(wn − λAyn),

wn+۱ = xn+۱ + θ(xn+۱ − xn),

و
yn+۱ = PC(wn+۱ − λAyn).

برويد. ۲ گام به و n = n+ ۱ دهيد قرار درغيراين صورت است، V I(C,A) جواب yn آنگاه yn+۱ = wn+۱ = yn اگر : ۴ گام

پيوسته و F‐هم پيوسته يکنوانما، نگاشت A : H → H و باشد H از ناتهي و محدب بسته، زيرمجموعه C کنيد فرض .۱۴ .۳ قضيه
توسط شده توليد {wn} و {yn} ،{xn} دنباله هاي دراين صورت .V I(C,A) ̸= ϕ همچنين و باشد L > ۰ ثابت با ليپ شيتس

هستند. همگرا x∗ ∈ V I(C,A) از عضوي يک به ضعيف به طور ۱۳ .۳ الگوريتم

مي کنيم تعريف اثبات.
f(x, y) = ⟨Ax, y − x⟩ ∀x, y ∈ C,

بيان مفروضات از استفاده با مي باشد. c۱ = c۲ = L
۲ ثابت هاي با نوع‐ليپ شيتس نگاشت يک f کرده ايم، اشاره هم قبلاً که همان طور

مي شود تبديل زير به صورت ۵ .۳ الگوريتم در ۳ گام و هستند برقرار E شرايط که مي شود ديده آساني به شده

xn+۱ = argminy∈Hn
{λ⟨Ayn, y − yn⟩+

۱
۲
∥y − wn∥۲},

yn+۱ = argminy∈C{λ⟨Ayn, y − yn⟩+
۱
۲
∥y − wn+۱∥۲}.

بنابراين
xn+۱ = argminy∈Hn

{۱
۲
∥y − (wn − λAyn)∥۲} = PHn(wn − λAyn),

yn+۱ = argminy∈C{
۱
۲
∥y − (wn+۱ − λAyn)∥۲} = PC(wn+۱ − λAyn).

هستند. همگرا x∗ ∈ EP (f) به ضعيف به طور {wn} و {yn} ،{xn} دنباله هاي که گرفت نتيجه مي توان ،۱۰ .۳ قضيه از استفاده با
هستند. همگرا x∗ ∈ V I(C,A) به ضعيف به طور {wn} و {yn} ،{xn} دنباله هاي يعني

عددي نتايج ۴
الگوريتم هاي با را پيشنهادي الگوريتم هاي مثال، چند ارائه با مقاله، اين در شده معرفي الگوريتم هاي کارايي دادن نشان براي بخش اين در
شروع نقاط مقايسه، اين انجام براي مي کنيم. مقايسه [۸] دانگ۱۵ و [۱۲] تانگ۱۴ و هيو۱۳ ،[۱۵]۱۲ کَسِي ،[۱۳] ۱۱ وينح توسط شده ارائه
گرفته نظر در يکسان به صورت الگوريتم ها همه براي توقف شرط همچنين شد. خواهند گرفته نظر در يکسان به صورت مشترک پارامترهاي و

مي کنيم. بيان اختصار به مي گيرد انجام آن ها با مقايسه که را الگوريتم هايي ابتدا شد. خواهد
توليد {xn} دنباله داد نشان و کرد ارائه زير به صورت تعادل مسائل حل براي طلايي نسبت الگوريتم يک ،[۱۳] وينح ،۲۰۱۸ سال در

همگراست. EP جواب يک به ضعيف به طور الگوريتم اين توسط شده
که کنيد انتخاب گونه اي به را λ پارامتر و φ۲ = φ + ۱ يعني باشد، طلايي نسبت φ =

√
۵+۱
۲ کنيد فرض

.۰ < λ ≤ min{ φ
۴c۱
, φ

۴c۲
}

11Vinh
12Kassay
13Hieu
14Thong
15Dong
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GRA۱ الگوريتم .۱ .۴ الگوريتم

.n = ۰ دهيد قرار و گرفته نظر در را y۱ ∈ C و x۰ ∈ C شروع نقاط (۱ (گام

کنيد محاسبه را زير مقادير (۲ (گام

xn =
(φ− ۱)yn + xn−۱

φ
,

yn+۱ = argminy∈C{f(yn, y) +
۱
۲
∥y − xn∥۲}.

۱برويد. گام به و n = n+ ۱ دهيد قرار درغيراين صورت است، مسئله جواب yn+۱ آنگاه yn+۱ = yn = xn اگر (۳ (گام

دنباله کرد ثابت و معرفي زير به صورت تعادل مسائل حل براي زيرگراديان اکستراگراديان الگوريتم يک ،[۱۵] کَسِي ۲۰۱۸ سال در
همگراست. EP جواب يک به ضعيف به طور الگوريتم اين توسط شده توليد {xn}

KA الگوريتم .۲ .۴ الگوريتم

کنيد محاسبه شده داده y۰ ، x۰ هر براي : ۰ گام

x۱ = argminy∈C

{
λf(y۰, y) +

۱
۲
∥y − x۰∥۲

}
y۱ = argminy∈C

{
λf(y۰, y) +

۱
۲
∥y − x۱∥۲

}
موجود qn ∈ NC(yn) که به طوري ωn ∈ ∂۲f(yn−۱, yn) کنيد فرض و باشند شده داده yn و xn ،yn−۱ کنيد فرض : ۱ گام

که باشد
۰ = λωn + yn − xn + qn,

کنيد محاسبه زير به صورت را Hn نيم فضاي

Hn = {z ∈ H : ⟨xn − λωn − y − n, z − yn⟩ ≤ ۰},

آوريد دست به و
xn+۱ = argminy∈Hn

{
λf(yn, y) +

۱
۲
∥y − xn∥۲

}
yn+۱ = argminy∈C

{
λf(yn, y) +

۱
۲
∥y − xn+۱∥۲

}
برگرديد. ۲ گام به و n = n+ ۱ دهيد قرار درغيراين صورت کنيد، توقف آنگاه yn = yn−۱ و xn+۱ = xn اگر : ۲ گام

کرده ارائه زير به صورت تغييراتي نابرابري مسئله حل براي را الگوريتمي متريک، تصوير از استفاده با ،[۱۲] تانگ و هيو ۲۰۱۸ سال در
است. همگرا V IP جواب يک به ضعيف به طور الگوريتم اين توسط شده توليد {xn} دنباله که دادند نشان و

باشند برقرار زير شرط دو که بگيريد نظر در گونه اي به را {αn} دنباله و x۰ ∈ H کنيد فرض

lim
n→∞

αn = ۰ , Σ∞
n=۱αn = +∞.
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Hieu الگوريتم .۳ .۴ الگوريتم

کنيد محاسبه (۱ (گام
yn = PC(xn − αnAxn).

برويد. ۲ گام به درغيراين صورت است، V IP مسئله جواب xn آنگاه ،xn = yn اگر

نماييد محاسبه را زير مقدار و کنيد ايجاد را Tn = {x ∈ H : xn − αnAxn − yn, x− yn ≤ ۰} فضاي زير (۲ (گام

xn+۱ = PTn(xn − αnAyn).

برويد. ۱ گام به و n = n+ ۱ دهيد قرار

{xn} دنباله که داد نشان و کرد ارائه تغييراتي نابرابري مسائل حل براي را زير اکستراگراديان الگوريتم ،[۸] دانگ ۲۰۱۸ سال در
همگراست. V IP جواب يک به ضعيف به طور الگوريتم اين توسط شده توليد

iEgA الگوريتم .۴ .۴ الگوريتم

زير الگوريتم از را {xn} دنباله ،H Cاز بسته و محدب زيرمجموعه Aو : H → H ليپ شيتس پيوسته ‐L و يکنوا نگاشت براي
مي آوريم دست به

wn = xn + αn(xn − xn−۱),

yn = PC(wn − τAwn),

xn+۱ = (۱ − λn)wn + λnPC(wn − τAyn),

λ, σ, δ > ۰ و ۰ ≤ αn ≤ α < ۱ داريم n ≥ ۱ هر براي و α۱ = ۰ و است نانزولي {αn} دنباله ،۰ < τ < ۱
L

آن در که
که هستند گونه اي به

δ >
α[(۱ + τL)۲α(۱ + α) + (۱ − τ ۲L۲)ασ + σ(۱ + τL)۲]

۱ − τ ۲L۲

و

۰ < λ ≤ λn ≤ δ(۱ − τ ۲L۲)− α[(۱ + τL)۲α(۱ + α) + (۱ − τ ۲L۲)ασ + σ(۱ + τL)۲]

σ[(۱ + τL)۲α(۱ + α) + (۱ − τ ۲L۲)ασ + σ(۱ + τL)۲]
.

مي کنيم. مقايسه بالا در شده اشاره الگوريتم هاي با را مقاله اين در شده ارائه جديد الگوريتم هاي کارايي مثال، چند ارائه با حال

مي گيريم نظر در زير ضابطه با را f : R۵ × R۵ → R۵ تعادل دوتابع .۵ .۴ مثال

f(x, y) = ⟨Px+Qy + q, y − x⟩, ∀x, y ∈ R۵

Q− P همچنين و ۵ مرتبه از مثبت نيم معين متقارن ماتريس يک Q و ۵ مرتبه از مربعي ماتريس يک P ، R در بردار يک q آن در که
هستند زير صورت به منفي نيم معين

q =


۱
−۲
−۱

۲
−۱

 , P =


۳٫۱ ۲ ۰ ۰ ۰

۲ ۳٫۶ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۳٫۵ ۲ ۰
۰ ۰ ۲ ۳٫۳ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۳

 , Q =


۱٫۶ ۱ ۰ ۰ ۰

۱ ۱٫۶ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱٫۵ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱٫۵ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۲

 ,
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x۰ = (−۱, ۰, ۰, ۰, ۰) x۰ = (۳,−۲,−۱, ۲, ۱) x۰ = (−۱,−۲, ۱, ۲, ۰)
Algorithms Iter Sec Iter Sec Iter Sec
GRA۱ ۹۱ ۸٫۵۵ ۱۰۰ ۹٫۲۲ ۹۵ ۸٫۷۸
KA ۳۱ ۵٫۸۶ ۳۸ ۷٫۱۴ ۳۶ ۶٫۸۰

Algorithm۱ ۲۷ ۵٫۲۰ ۳۳ ۶٫۲۵ ۳۱ ۵٫۸۶

.x۰ متفاوت شروع نقاط با KA و GRA۱ ،۵ .۳ الگوريتم عددي نتايج مقايسه :۱ جدول
نمودار

مي دهيم قرار

C =
{
x ∈ R۵ :

۵∑
i=۱

xi ≥ −۱,−۵ ≤ xi ≤ ۵, i = ۱, ..., ۵
}
.

در که کرده ايم، مقايسه x۰ متفاوت شروع نقاط با را KA الگوريتم و GRA۱ الگوريتم ،(Algorithm۱) الگوريتم۳. ۵ ،۱ جدول در
به رسيدن تا ثانيه حسب بر الگوريتم ها اجراي براي لازم زمان مدت دهنده نشان ‘Sec’ ستون و تکرارها تعداد دهنده نشان ‘Iter’ ستون آن
را توقف شرط همچنين گرفته ايم. يکسان را x۰ شروع نقاط و گرفته نظر در را λ = ۰٫۲۷ مقدار الگوريتم ها تمام در مي باشد. توقف شرط

صورت به ۵ .۳ الگوريتم براي
∥yn+۱ − wn+۱∥+ ∥wn+۱ − yn∥ < ۱۰−۶

صورت به GRA۱ براي
∥yn+۱ − yn∥+ ∥yn − xn∥ < ۱۰−۶

صورت به KA براي و
∥xn+۱ − xn∥+ ∥yn − yn−۱∥ < ۱۰−۶

log(error) دهنده نشان y‐ها محور شکل، اين در است. شده کشيده تصوير به شکل۱ در الگوريتم سه اين همگرايي رفتار گرفته ايم. نظر در
همگرايي مي شود نتيجه ۱ شکل و ۱ جدول به توجه با مي باشد. توقف شرط به رسيدن براي لازم تکرار تعداد دهنده نشان x‐ها محور و

است. الگوريتم ها ساير از سريعتر ۵ .۳ الگوريتم

ضابطه با A : R۲ → R۲ نگاشت ،x, y ∈ R۲ هر براي کنيد فرض .۶ .۴ مثال
مي کنيم. ثابت را A نگاشت بودن يکنوا ابتدا باشد. شده تعريف A(x, y) = (x + y + cos(x),−x + y + cos(y))

،x, y ∈ R هر براي چون بگيريد. نظر در را x = (x۱, x۲), y = (y۱, y۲) ∈ R۲ دلخواه نقاط

|cos(x)− cos(y)| ≤ |x− y|.

مي شود نتيجه پس

⟨Ax− Ay, x− y⟩ = [(x۱ + x۲ + cos(x۱))− (y۱ + y۲ + cos(y۱))](x۱ − y۱)

+ [(−x۱ + x۲ + cos(x۲))− (−y۱ + y۲ + cos(y۲))](x۲ − y۲)

= (x۱ − y۱)
۲ + (cos(x۱)− cos(y۱))(x۱ − y۱) + (x۲ − y۲)

۲

+ (cos(x۲)− cos(y۲))(x۲ − y۲)

≥ ۰,

(۱ .۴)

آساني به است. ليپ شيتس پيوسته A نگاشت دهيم نشان بايد حال است. يکنوانما ازاين رو و يکنوا A نگاشت ،(۱ .۴) رابطه طبق بنابراين
مي شود ديده

|x۱ + x۲ + cos(x۱)− (y۱ + y۲ + cos(y۱))| ≤ |x۱ − y۱|+ |x۲ − y۲|
+ |cos(x۱)− cos(y۱)|

≤ ۲|x۱ − y۱|+ |x۲ − y۲|.
(۲ .۴)
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x۰ = (−۱,−۲, ۱, ۲, ۰) وقتي همگرايي رفتار (a) x۰ = (۳,−۲,−۱, ۲, ۱) وقتي همگرايي رفتار (b)
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x۰ = (−۱, ۰, ۰, ۰, ۰) وقتي همگرايي رفتار (c)
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Kassay's Algorithm

.x۰ متفاوت شروع نقاط با KA و GRA۱ ،۵ .۳ الگوريتم همگرايي رفتار :۱ شکل

داريم مشابه روش به

|(−x۱ + x۲ + cos(x۲)− (−y۱ + y۲ + cos(y۲))| ≤ |y۱ − x۱|+ |x۲ − y۲|
+ |cos(x۲)− cos(y۲)|

≤ ۲|x۲ − y۲|+ |x۱ − y۱|.
(۳ .۴)

مي شود نتيجه (۳ .۴) و (۲ .۴) روابط ترکيب با پس ،(a+ b)۲ ≤ ۲(a۲ + b۲) داريم a, b ∈ R هر براي چون

∥Ax− Ay∥۲ = [(x۱ + x۲ + cos(x۱))− (y۱ + y۲ + cos(y۱))]
۲

+ [(−x۱ + x۲ + cos(x۲))− (−y۱ + y۲ + cos(y۲))]
۲

≤ (۲|x۱ − y۱|+ |x۲ − y۲|)۲ + (۲|x۲ − y۲|+ |x۱ − y۱|)۲

≤ ۱۰[(x۱ − y۱)
۲ + (x۲ − y۲)

۲] = ۱۰∥x− y∥۲,

(۴ .۴)

آن در که C = {x ∈ R۲|a ≤ x ≤ ۱۰b} کنيد فرض مي باشد. L =
√

۱۰ ثابت با ليپ شيتس پيوسته A بنابراين
،(Algorithm۳)۱۳ .۳ الگوريتم ،(Algorithm۲)۱۱ .۳ الگوريتم شده بيان مفروضات با .b = (۲۰, ۲۰) aو = (−۲۰,−۲۰)
فرض يکسان را x۰ شروع نقاط الگوريتم ها اين تمامي در مي کنيم. مقايسه باهم V IP حل براي را Hieu الگوريتم و iEgA الگوريتم

يکسان توقف شرط از الگوريتم ها اين تمام در ،x = PC(x− Ax) داريم x ∈ V I(A,C) هر براي اينکه به توجه با و کرده

En = ∥xn − PC(xn − Axn)∥۲ < ۱۰−۴

در است. همگرا V IP مسئله از جوابي به {xn} يعني است، همگرا صفر به {En} بگيريم نتيجه n→ ∞ وقتي اگر مي کنيم. استفاده
مي دهيم قرار iEgA الگوريتم و Hieu الگوريتم ،۱۳ .۳ الگوريتم ،۱۱ .۳ الگوريتم

λ =
۱

۳٫۰۱L
, θ = ۰٫۱ , τ =

۱
۲L

, λn = ۰٫۶ , µ =
۱
۴
,
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.x۰ متفاوت شروع نقاط با iEgA و Hieu ،۱۳ .۳ الگوريتم ،۱۱ .۳ الگوريتم عددي نتايج :۲ جدول
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x۰ = (۱, ۱, ..., ۱) ∈ R۲۰ در عددي رفتار (a) x۰ = (−۱,−۱, ...,−۱) ∈ R۲۰ در عددي رفتار (b)
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.x۰ متفاوت شروع نقاط با iEgA و KA ،۱۳ .۳ ،۱۱ .۳ الگوريتم هاي براي عددي نتايج :۳ شکل

شکل و ۲ جدول .αn = ۰٫۱ مي کنيم فرض iEgA الگوريتم در همچنين .αn = ۱
(n+۱)۰٫۹ مي دهيم قرار Hieu الگوريتم در نيز و

ساير از سريعتر ۱۱ .۳ الگوريتم همگرايي مي شود نتيجه ۲ شکل و ۲ جدول به توجه با مي دهد. نشان را الگوريتم  ها اين همگرايي رفتار ۲
است. الگوريتم ها

آن در که باشد شده تعريف A(x) = Mx + q ضابطه با A : R۲۰ → R۲۰ کنيد فرض .۷ .۴ مثال
S کنيد فرض همچنين باشد. ۲۰ × ۲۰ تصادفي ماتريس يک N ،R۲۰ در تصادفي بردار يک q ،M = NNT + S + D
تصادفي قطري ماتريس يک D و هستند (−۲, ۲) بازه در آن درايه هاي که (AT = −A) ۲۰ × ۲۰ متقارن چپ ماتريس يک
نيم معين M حالت اين در که است واضح باشند. دارند، قرار (۰, ۲) بازه در و بوده مثبت آن اصلي قطر روي درايه هاي که ۲۰ × ۲۰

مي کنيم تعريف زير به صورت را C مجموعه مي باشد. مثبت متقارن

C = {x ∈ R۲۰
+ : Ex ≤ γ},

به M تعريف به توجه با . γ ∈ R۲۰
+ و دارند قرار (−۲, ۲) بازه در آن درايه هاي که مي باشد ۲۰ × ۲۰ متقارن ماتريس E آن در که

رفتار مثال اين در مفروضات، اين با Lمي باشد. = ∥M∥ ثابت با شيتس ليپ پيوسته و يکنوانما نگاشت Aيک که داد نشان مي توان راحتي
V IP حل براي را iEgA الگوريتم و KA الگوريتم ،(Algorithm۳)۱۳ .۳ ،(Algorithm۲)۱۱ .۳ الگوريتم هاي همگرايي
مي دهيم قرار ۱۱ .۳ الگوريتم در مي باشد. x۰ = (۱, ۱, ..., ۱) ∈ R۲۰ شروع نقطه الگوريتم ها اين همه در مي کنيم. مقايسه باهم
αk = ۰٫۴ مي دهيم قرار iEgA الگوريتم در ،θ = ۰٫۴ مي دهيم KAقرار الگوريتم و ۱۳ .۳ الگوريتم ،۱۱ .۳ الگوريتم در ،λ = ۱

۵L
با شده اند. رسم ۳ شکل در مثال اين براي عددي نتايج .µ = ۰٫۱۵ مي دهيم قرار KA الگوريتم و ۱۱ .۳ الگوريتم در و λk = ۰٫۸ و

مي باشد. متفاوت شکل اين (b) و (a) نمودارهاي در A عملگر بنابراين هستند، تصادفي D و S ،N ،q انتخاب اينکه به توجه

پيشنهادات و گيري نتيجه ۵

نابرابري هاي حل براي لخت خود‐سازگار الگوريتم يک و تعادل مسائل حل براي لخت زيرگراديان اکستراگراديان الگوريتم يک مقاله، اين در
همچنين کرديم. اثبات را الگوريتم ها اين توسط شده توليد دنباله هاي ضعيف همگرايي کرديم. معرفي حقيقي هيلبرت فضاهاي در تغييراتي
در با کرديم. مقايسه [۸] دانگ و [۱۲] تانگ و هيو ،[۱۵] کَسِي ،[۱۳] وينح توسط شده ارائه الگوريتم هاي با را شده معرفي الگوريتم هاي
کارايي داراي و سريعتر مقاله اين در شده معرفي الگوريتم هاي که داديم نشان يکسان، به صورت مشترک پارامترهاي و شروع نقاط گرفتن نظر

مي باشند. بهتر
قرار بررسي مورد را مقاله اين در شده معرفي الگوريتم هاي توسط شده توليد دنباله هاي قوي همگرايي مي توان آتي پژوهش هاي براي

باشند. داشته بهتري کارايي که کرد طراحي ديگري الگوريتم هاي الگوريتم ها، گام هاي طول تغيير با مي توان نيز و داد
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Abstract: In this paper, combining the subgradient extragradient method with inertial method, we in­
troduce a new iterative algorithm for solving equilibrium problems in real Hilbert spaces. Moreover, we
present a new inertial self­adaptive scheme for solving variational inequalities in real Hilbert spaces, which
it is not necessary to know the Lipschitz constant of the mapping. We prove the weak convergence of the
generated iterates by presented algorithms. To illustrate the usability of our results and also to show the
efficiency of the proposed methods, we present some comparative examples with several existing schemes
in the literature.
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