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مي دهيم. ارائه واکسن صددرصدي تاثير فرض با و کلي غيرخطي شيوع نرخ با SIR مدل يک مقاله، اين در چکيده:
براي مي آيد. به دست R۰ پايه بازتوليد عدد يک آن، با متناظر که دارد بيماري از عاري تعادل نقطه يک دستگاه اين
مطالعه را تعادل نقاط اين سراسري و موضعي پايداري داشت. خواهد نيز بومي تعادل نقطه يک دستگاه R۰ > ۱
بررسي را پايداري تبادل انشعاب وجود پارامترها، از يکي تغيير با تعادل نقاط پايداري وضعيت تغيير به توجه با و مي کنيم
را موجود پارامترهاي از دستگاه تاثيرپذيري ميزان که کرده محاسبه را R۰ حساسيت شاخص همچنين، کرد. خواهيم

مي کنيم. بررسي عددي مثال هاي با را آمده به دست نتايج پايان، در مي کند. مشخص

انشعاب. پايداري، پايه، بازتوليد عدد غيرخطي، شيوع نرخ ،SIR همه گيري مدل کليدي: واژه هاي

34A34, 92B05, 92D30, 92D25 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
را بشري جوامع همواره هستند، عفوني بيماري هاي نوع شايع ترين که کودکي دوران بيماري هاي يا و سرطان ايدز، نظير عفوني بيماري هاي
نگراني باعث واگيردارند، ديگر به عبارت يا دارند انتقال قابليت که بيماري هايي از دسته آن عفوني، بيماري هاي بين از کرده اند. خود درگير
همه گيري ها مطالعه ي به دانشمندان تا مي شود باعث دليل همين شوند. بين المللي سطح در همه گيري يک به منجر مي توانند که چرا بيشترند،
مثال به عنوان گيرد. انجام متفاوتي اهداف با مي تواند مطالعات اين برسانند. حداقل به را معضلات اين سوء اثرات امکان، حد تا و بپردازند
بيماري علل و ريشه ها شناخت براي ميکروب شناس ها مطالعات يا و مي شود انجام بيماري يک درمان هدف با پزشکي دانشمندان مطالعات
علم از شاخه اي همه گيرشناسي است. همه گيرشناسي علم مي پردازد، همه گيري ها مطالع� به که رشته هايي از يکي ميان اين در مي شود. انجام
نحوه ي مطالعه ي و تحليل به علم اين مي پردازد. جمعيت ها در بيماري ها و بهداشتي شرايط اثرات و علل الگوها، بررسي به که است پزشکي
همه ديگر، بيان به مي کند. کمک بيماري ها کنترل و پيش گيري روش هاي شناسايي به همچنين و آن ها بر مؤثر عوامل و بيماري ها انتشار
فرايند پيش بيني که چرا مي کنند، پيش بيني را همه گيري فرايند و مي پردازند آن در دخيل عوامل و بيماري شيوع روند مطالعه ي به گيرشناس ها
با مي توان را بيماري هايي چنين که دريافته اند دانشمندان گذشته، ساليان طي باشد. موثر آن روند کنترل در زيادي حد تا مي تواند بيماري
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۹۷ غيرخطي شيوع نرخ با SIR مدل يک بررسي

مي توانند بيماري ها اين از بسياري پرداخت. درازمدت در بيماري روند پيش بيني و مطالعه به مدل ها اين بررسي با و کرد مدل رياضي ابزارهاي
مطالعه ي همچنين و آن ها پايداري و تعادل نقاط جمله از دستگاه اين ديناميک بررسي با شوند. فرمول بندي ديناميکي دستگاه يک به عنوان

کرد. پيش بيني را بيماري گسترش فرايند مي توان دستگاه سراسري و موضعي انشعاب هاي
در کردند. ارائه همه گيري براي رياضي مدل يک [۸] خود مشترک مقاله ي در مک کندريک۳ و کرماک۲ ۱۹۲۷ سال در بار اولين براي
از بهبوديافته افراد و I بيماري به مبتلا افراد ،S بيماري مستعد افراد بخش سه به جامعه مي شود، ناميده محفظه اي مدل يک که آن ها، مدل

به صورت مدل اين مي شود. تقسيم R بيماري
S ′(t) = −βI(t)S(t)

I ′(t) = βI(t)S(t)− αI(t)

R′(t) = αI(t)

(۱ .۱)

مي شناسيم. SIR مدل عنوان تحت را مدل اين است. شده گرفته نظر در بيماري بهبود نرخ α و بيماري انتقال نرخ β آن در که است
در را مهمي عوامل (۱ .۱) دستگاه بيماري، يک واقعي مدل سازي براي که شود نشان خاطر مي نامند. شيوع نرخ اصطلاح به را βIS عبارت

به صورت (۱ .۱) اصلاح با معمولاً را عامل دو اين است. طبيعي مرگ ومير نرخ يا تولد نرخ عوامل، اين از يکي نمي گيرد. بر
S ′(t) = λ− βI(t)S(t)− µS(t)

I ′(t) = βI(t)S(t)− αI(t)− µI(t)

R′(t) = αI(t)− µR(t)

(۲ .۱)

شود. توجه آن ها به بايد که هست نيز ديگري متعدد موارد البته .[۶] است طبيعي مير و مرگ نرخ µ و تولد نرخ λ آن در که مي کنند مدل وارد
بيماري ها مدل سازي در کليدي عوامل از يکي که است بيماري شيوع نرخ است، گرفته قرار دانشمندان توجه مورد بسيار که مواردي از يکي
و درمان ظرفيت چون عواملي به شيوع نرخ که چرا بيانجامد. مدل شدن واقعي تر به مي تواند آن دقيق تعيين و انتخاب در ظرافت و است
که باشد وابسته مي تواند ... و واکسيناسيون سرعت و ميزان جامعه، ايمني ميزان اجتماعي، رفتارهاي جمعيت، تراکم بهداشتي، سيستم هاي
در مثال، به عنوان است. داده اختصاص خود به را فراواني پژوهش هاي شيوع، نرخ تعميم واقع در مي شود. متفاوتي انتخاب هاي به منجر همين

شيوع نرخ [۵ ،۱]
βSI

۱ + α۱S + α۲I + α۳SI

[۴] در و βSIp/(۱ + kIp) به صورت [۹] در ،βSI/۱ + kI به صورت [۳] در شيوع نرخ همچنين است. گرفته قرار بررسي مورد
است. شده گرفته نظر در kIpSq به صورت

به صورت کلي شيوع نرخ يک با مدلي ،[۲] در ارائه شده مدل از گرفتن الهام با مقاله، اين در

f(S, I) =
βSI

Ng( I
N
)

است بيماري هايي براي مناسب است شده استفاده استاندارد شيوع نرخ از چون که شد) خواهد معرفي بعد بخش در g (تابع کرد خواهيم ارائه
موثرترين از يکي واکسيناسيون که آن جايي از همچنين ايدز. و B هپاتيت مانند نباشد، جمعيت رشد به حساس آن شيوع و واگير کار و ساز که
صددرصدي تاثير مطالعه ي به ما توجه بگيريم. نظر در نيز را آن تاثير خود مدل در تا داريم سعي است، عفوني بيماري هاي اغلب با مقابله راه هاي
معني اين به کند. صرفه جويي جامعه کل واکسينه کردن هنگفت هزينه هاي در مي تواند که است اهميت حائز جهت اين به مقاله اين در واکسن
جامعه کل کردن واکسينه به اقدام آن، خاطر به که گرفت را نتيجه اي همان جامعه از بخشي کردن واکسينه با مي توان موارد، برخي در که
براي را R۰ پايه بازتوليد عدد و مي پردازيم دستگاه تعادل نقاط يافتن به سوم بخش در و مي کنيم معرفي دوم بخش در را مدل اين مي کنيم.
در انتشار حال در بيماري يک توانايي درک براي که است همه گيري در کليدي مفاهيم از يکي پايه بازتوليد عدد مي کنيم. محاسبه دستگاه
مبتلا بيماري به را حساس جمعيت از ديگر نفر چند بيماري، به مبتلا فرد هر متوسط به طور که مي دهد نشان عدد اين مي رود. به کار جمعيت
باقي جمعيت ميان در بيماري آن گاه ،R۰ > ۱ چنانچه و مي پذيرد پايان همه گيري و رفته افول به رو بيماري آن گاه ،R۰ < ۱ اگر مي کند.
بخش هاي در و کرده بررسي را تعادل نقاط سراسري و موضعي پايداري وضعيت پنجم و چهارم بخش در مي شود. بومي اصطلاح به و مانده
پارامترهاي از هريک به نسبت بيماري حساسيت تعبير جهت شاخصي نيز آخر بخش در مي پردازيم. دستگاه انشعابات بررسي به هفتم و ششم

کرد. خواهيم ارائه دستگاه در ظاهرشده
2Kermack
3McKendrick
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بيماري مدل ۲
بنابراين باشد. جمعيت کل اندازه ي N(t) مي کنيم فرض مي دهيم. ارائه بيماري يک بهتر هرچه بررسي براي SIR مدل يک بخش اين در
مربوط S با I طبقه ي برخورد به مستقيم به طور واگيردار بيماري يک شيوع که آن جايي  از .N(t) = S(t) + I(t) + R(t) داريم
اهميت ما براي که آنچه دهد. نشان را طبقه دو اين برخورد از واقعي تري تاثير که کنيم ارائه شيوعي نرخ يک که است منطقي بنابراين است،
منظور به شد. خواهد نزولي برخورد از حاصل شيوع نرخ آن گاه کند، تجاوز حدي از بيماران تعداد اگر که است نکته اين گرفتن نظر در دارد،

مي گيريم: نظر در زير شرايط با را g(x) تابع موارد، اين ساختن مرتبط
g(۰)؛ = ۱ (۱)

g′(x)؛ > ۰ آن گاه ،x > ۰ اگر (۲)

آن گاه ،σ < x اگر و d

dx

(
x

g(x)

)
> ۰ آن گاه ،۰ < x < σ اگر که باشد موجود کوچک کافي اندازه ي به σ > ۰ عدد (۳)

. d
dx

(
x

g(x)

)
< ۰

به صورت را ابتلا نرخ اکنون
I/N

g (I/N)

مي کنيم فرض به علاوه مي کند. برآورده بيماري شيوع روند مورد در را ما خواسته ي (۳) شرط که مي بينيم اين صورت در مي گيريم. نظر در
ديگر به عبارت مي گيريم. نظر در بيماري از بهبوديافته افراد به عنوان را واکسينه شده افراد و است بيماري گذراندن با معادل واکسيناسيون که
واکسينه p نسبت به جامعه افراد اگر حال واکسيناسيون). صددرصدي (تاثير هستند ايمن بيماري خطر از کاملاً مي شوند، واکسينه که کساني

محفظه اي مدل توضيحات، اين با بود. خواهند بيماري مستعد ۱ − p نسبت به آن گاه شوند،
S ′ = (۱ − p)λN − βIS

Ng (I/N)
− µS

I ′ =
βIS

Ng (I/N)
− (α + µ)I

R′ = pλN + αI − µR

(۱ .۲)

جديد متغيرهاي معرفي با است. شده داده نمايش ۱ شکل در مدل اين روندنماي مي کنيم. ارائه را

x =
S

N
, y =

I

N
, z =

R

N
,

به صورت را (۱ .۲) دستگاه
x′ = (۱ − p)λ− βxy

g(y)
− λx

y′ =
βxy

g(y)
− (λ+ α)y

z′ = pλ+ αy − λz

(۲ .۲)

بود. خواهد هدف جامعه ي در واکسيناسيون تاثير پيش بيني به نوعي (۲ .۲) دستگاه بررسي مي کنيم. بازنويسي

پايه بازتوليد عدد و تعادل نقاط ۳
به جاي مي توانيم z = ۱ − x− y تساوي به استناد با و است نشده ظاهر z متغير ،(۲ .۲) دستگاه دوم و اول معادله ي در اين که به توجه با

دوبعدي دستگاه ،(۲ .۲)
x′ = (۱ − p)λ− βxy

g(y)
− λx

y′ =
βxy

g(y)
− (λ+ α)y

(۱ .۳)
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SIR مدل روندنماي :۱ شکل

است نقطه اي بيماري، از عاري تعادل نقطه دارد. E۰ = (۱ − p, ۰) در بيماري از عاري تعادل نقطه يک دستگاه اين بگيريم. نظر در را
به مبتلا افراد تعداد و شده ريشه کن جمعيت از بيماري که است وضعيتي بيان گر نقطه اين ندارد. وجود جامعه در مبتلايي فرد هيچ آن در که
نقطه ي x مولفه ي است، p = ۱ معادل که جامعه افراد همه ي واکسيناسيون صورت در که مي دهد نشان E۰ به توجه است. رسيده صفر
همه گيري پايان همان يا بيماري از جامعه کامل مصونيت نشان دهنده ي که ،R = N و S = ۰ نتيجه در و شد خواهد صفر با برابر E۰

دادن قرار با آورد. به دست [۶] بعد نسل روش از استفاده با را پايه بازتوليد عدد مي توان تعادل نقطه اين با متناظر است.

f(x, y) =
βxy

g(y)
, v(x, y) = (λ+ α)y,

اين صورت در کرد. بازنويسي y′ = f(x, y)− v(x, y) به صورت را y′ مي توان

F =

[
∂f

∂y
(۱ − p, ۰)

]
= β(۱ − p)

همچنين و

V =

[
∂v

∂y
(۱ − p, ۰)

]
= λ+ α.

با است برابر است FV −۱ طيفي شعاع همان که پايه بازتوليد عدد نتيجه، در

R۰ =
β(۱ − p)

λ+ α
.

دستگاه بايد تعادل، نقطه اين يافتن براي مي شود. ناميده بومي تعادل نقطه که دارد نيز ديگر تعادل نقطه يک (۱ .۳) دستگاه
(۱ − p)λ− βxy

g(y)
− λx = ۰

βxy

g(y)
− (λ+ α)y = ۰

مي شود نتيجه اول معادله ي در جاي گذاري با که x = (λ+ α) g(y)/β داريم دوم معادله ي از ،y ̸= ۰ مورد اين در چون کنيم. حل را
که

(۱ − p)λ− (λ+ α)y − λ (λ+ α) g(y)

β
= ۰.

مي دهيم قرار حال

G(y) = (۱ − p)λ− (λ+ α)y − λ (λ+ α) g(y)

β
. (۲ .۳)

اين صورت در
lim
y→∞

G(y) = −∞.
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طرفي از

G(۰) = (۱ − p)λ− λ(λ+ α)

β
=

λ(λ+ α)

β
(R۰ − ۱)

پس ،g′(y) > ۰ داريم y > ۰ براي چون و

G′(y) = −(λ+ α)− λ(λ+ α)

β
g′(y) < ۰.

بومي تعادل نقطه  آن از که داشت خواهد y∗ يکتاي ريشه ي يک G(y) اين صورت در که G(۰) > ۰ آن گاه ،R۰ > ۱ اگر بنابراين
طبق ،G(y) اکيد يکنوايي به توجه با و G(۰) < ۰ آن گاه ،R۰ ⩽ ۱ اگر که شود نشان خاطر مي شود. حاصل E۱ = (x∗, y∗)

داشت. نخواهد ريشه اي هيچ G(y) تابع بولتزانو قضيه ي
مي کنيم. خلاصه زير قضيه ي در را شد گفته (۱ .۳) دستگاه مورد در تاکنون آنچه

بگيريد. نظر در را (۱ .۳) دستگاه .۱ .۳ قضيه

دارد. بيماري از عاري يکتاي تعادل نقطه يک دستگاه آن گاه ،R۰ ⩽ ۱ اگر الف)

دارد. نيز بومي تعادل نقطه يک بيماري، از عاري تعادل نقطه بر علاوه دستگاه آن گاه ،R۰ > ۱ اگر ب)

فرد اگر که مي شود تفسير چنين مي زند رقم بيماري آينده ي براي متفاوتي نتايج ۱ از بيشتر و کمتر مقادير براي R۰ بازتوليد عدد اين که
خواهد بين از بيماري اين صورت غير در و ماند خواهد باقي جامعه در بيماري اين سازد، مبتلا بيماري به را ديگر فرد يک حداقل بتواند مبتلا
آن گاه باشد، طبقه يک از خروج آهنگ ρ اگر که است شده داده نشان [۶] از ۱ .۲ .۲ بخش در همه گير شناسي منظر از R۰ تفسير براي رفت.
ماندن زمان ميانگين پس است، y عفوني طبقه ي از خروج نرخ λ+ α چون ،(۱ .۳) دستگاه در است. طبقه آن در ماندن زمان ميانگين ۱

ρ

بيماري به β نرخ با و است بيماري مستعد ۱ − p احتمال با شخص هر طرفي، از بود. خواهد ۱
λ+ α

با برابر شخص هر براي طبقه اين در

بيماري به β(۱ − p)

λ+ α
نرخ با را مستعدي فرد است، آلوده خودش که زماني طول در مي تواند عفوني شخص يک نتيجه، در مي شود. آلوده

که شد خواهد کمتر R۰ مقدار شوند، واکسينه جامعه افراد از بيشتري تعداد هرچه که شود توجه است. R۰ همان نرخ، اين که سازد مبتلا
است. بيماري سرايت قابليت کاهش نشان دهنده ي

تعادل نقاط موضعي پايداري ۴
پايداري وضعيت بخش، اين در کرديم. اثبات را (۱ .۳) دستگاه براي بومي تعادل نقطه و بيماري از عاري تعادل نقطه وجود قبل، بخش در

مي کنيم. بررسي را نقاط اين موضعي

E۰ بيماري از عاري تعادل نقطه موضعي پايداري ۱ .۴
از استفاده و نقطه اين حول دستگاه خطي سازي مهم، روش هاي از يکي ،(۱ .۳) دستگاه در بيماري از عاري تعادل نقطه پايداري تحليل براي
تعادلي (نقطه هذلولوي تعادل نقطه يک نزديکي در غيرخطي دستگاه يک رفتار که مي کند بيان قضيه اين است. هارتمن‐گرابمن۴ قضيه ي
نقطه همان در خطي شده دستگاه توسط مي تواند ندارد) صفر حقيقي قسمت با ويژه اي مقدار هيچ نقطه، آن در محاسبه شده ژاکوبي ماتريس که

با است برابر E۰ = (۱ − p, ۰) تعادل نقطه در دستگاه ژاکوبي ماتريس شود. زده تقريب

JE۰ =

[
−λ −β(۱ − p)

۰ β(۱ − p)− (λ+ α)

]
.

داريم دومي مورد در و است منفي اولي که ،β(۱ − p)− (λ+ α) و −λ از عبارتند ژاکوبي ماتريس ويژه ي مقادير

β(۱ − p)− (λ+ α) = (λ+ α)

(
β(۱ − p)

λ+ α
− ۱

)
= (λ+ α)(R۰ − ۱).

4Hartman­Grobman



۱۰۱ غيرخطي شيوع نرخ با SIR مدل يک بررسي

E۰ بيماري از عاري تعادل نقطه هارتمن‐گرابمن، قضيه ي بنابر نتيجه، در و منفي اند ويژه مقدار دو هر آن گاه ،R۰ < ۱ اگر بنابراين
تعادل نقطه اين R۰ = ۱ در بود. خواهد ناپايدار نتيجه در و زيني نقطه ي يک E۰ آن گاه ،R۰ > ۱ اگر است. موضعي مجانبي پايدار
مورد اين به بررسي ۶ بخش در داشت. را موضعي انشعاب يک وقوع انتظار مي توان آن، پايداري وضعيت تغيير به توجه با که است غيرهذلولوي

پرداخت. خواهيم

E۱ بومي تعادل نقطه موضعي پايداري ۲ .۴
به صورت E۱ = (x∗, y∗) تعادل نقطه در (۱ .۳) دستگاه ژاکوبي ماتريس

JE۱ =

−
βy∗

g(y∗)
− λ −βx∗

(
g(y∗)− y∗g′(y∗)

(g(y∗))۲

)
βy∗

g(y∗)
βx∗ g(y

∗)− y∗g′(y∗)

(g(y∗))۲ − (λ+ α)


آن در که p(t) = t۲ + a۱t+ a۲ از است عبارت ماتريس اين مشخصه ي چندجمله اي است.

a۱ = −trJE۱ = λ+
βy∗

g(y∗)
− βx∗ g(y

∗)− y∗g′(y∗)

(g(y∗))۲ + (λ+ α),

a۲ = detJE۱ =
βy∗(λ+ α)

g(y∗)
− λβx∗ g(y

∗)− y∗g′(y∗)

(g(y∗))۲ + λ(λ+ α).

اين که به توجه با باشند. مثبت دو هر a۲ و a۱ اگر تنها و اگر است منفي p(t) ريشه ي دو هر حقيقي قسمت روث‐هورويتز۵ محک طبق
که مي شود نتيجه دستگاه اين دوم معادله ي از است، (۱ .۳) دستگاه تعادل نقطه E۱

βx∗y∗

g(y∗)
− (λ+ α)y∗ = ۰.

نتيجه، در و ، βx∗

g(y∗)
= λ+ α پس

a۱ = λ+
βy∗

g(y∗)
− βx∗

g(y∗)
+

βx∗y∗g′(y∗)

g۲(y∗)
+ (λ+ α) = λ+

βy∗

g(y∗)
+

βx∗y∗g′(y∗)

g۲(y∗)
> ۰,

a۲ =
β(λ+ α)y∗

g(y∗)
− βλx∗

g(y∗)
+

βλx∗y∗g′(y∗)

g۲(y∗)
+ λ(λ+ α) =

β(λ+ β)y∗

g(y∗)
+

βλx∗y∗g′(y∗)

g۲(y∗)
> ۰.

است. منفي نقطه اين در ويژه مقدار دو هر حقيقي قسمت زيرا است، موضعي مجانبي پايدار E۱ تعادل نقطه بنابراين،

سراسري پايداري ۵

نظريه از استفاده با سپس و کران دارند (۱ .۳) دستگاه جواب هاي که داد خواهيم نشان ابتدا تعادل، نقاط سراسري پايداري بررسي براي
کرد. خواهيم دنبال را خود هدف پوانکاره‐بنديکسون

مثبت پاياي (۱ .۳) دستگاه شار تحت ،A = {(x, y) ∈ R۲ | x > ۰, y > ۰} مجموعه ي يعني صفحه، مثبت ناحيه .۱ .۵ قضيه
کران دارند. دستگاه جواب هاي ناحيه، اين در و است،

5Routh­Hurwitz



۱۰۸ ‐۹۶ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کاظمي رسول و شاکري محمدعلي ۱۰۲

مماس يا و داخل به سمت برداري ميدان جهت يا جريان جهت ناحيه اين مرز در دهيم نشان است کافي قضيه، اول قسمت اثبات براي اثبات.
مرز در و است، A ناحيه داخل به سمت برداري ميدان جهت مي دهد نشان که ،x′ = λ(۱ − p) > ۰ داريم x = ۰ مرز در است.
مماس بلکه است، بيرون به سمت نه و A ناحيه داخل به سمت نه مرز اين در برداري ميدان جهت مي   دهد نشان که ،y′ = ۰ داريم y = ۰
چون است. کران دار n(t) := x(t) + y(t) تابع دهيم نشان است کافي ،A ناحيه ي در دستگاه جواب هاي کران داري اثبات براي است.

n′(t) = x′(t) + y′(t) = λ(۱ − p)− λn(t)− αy(t) ⩽ λ(۱ − p)− λn(t),

پس
n(t) ⩽ n۰e

−λt + (۱ − p)
(

۱ − e−λt
)
≤ n۰ + (۱ − p).

ندارد. تناوبي مدار صفحه اول ربع در (۱ .۳) دستگاه .۲ .۵ قضيه

محک از استفاده براي ندارد. تناوبي مدار صفحه، مثبت ناحيه ي در (۱ .۳) دستگاه که مي دهيم نشان دولاک۶ محک به کارگيري با اثبات.

برداري ميدان به شکل (۱ .۳) دستگاه گرفتن نظر در با مي کنيم. انتخاب دولاک تابع به عنوان را B(x, y) =
g(y)

xy
تابع دولاک،

داريم f =

[
f۱
f۲

]
Bf۱ =

λ(۱ − p)g(y)

xy
− λg(y)

y
− β, Bf۲ = β − (λ+ α)g(y)

x
.

نتيجه، در

div(Bf) =
∂(Bf۱)

∂x
+

∂(Bf۲)

∂y
= −λ(۱ − p)yg(y)

x۲y۲ − (λ+ α)g′(y)

x
< ۰.

صفحه در گرين قضيه ي از دارد، ثابتي علامت و نمي دهد علامت تغيير xy صفحه ي اول ربع در Bf برداري ميدان ديورژانس چون اکنون
داشت. نخواهد تناوبي مدار اول ربع در دستگاه اين که شد خواهد نتيجه

حد اين مقدار و است موجود lim
t→∞

X(t) آن گاه باشد، A ناحيه ي در (۱ .۳) دستگاه جواب X(t) = (x(t), y(t)) اگر .۳ .۵ قضيه
است. (x∗, y∗) با برابر

اين صورت در .M = {(x, y) ∈ R۲ | ۰ ≤ x ≤ N, ۰ ≤ y ≤ N −x} مي دهيم قرار .N > ۱ − p کنيم فرض اثبات.
داريم: x+ y = N خط طول در زيرا است، پايا مثبت به طور (۱ .۳) دستگاه شار تحت و فشرده مجموعه ي يک M

x′ + y′ = λ(۱ − p)− λ(x+ y)− αy = λ(۱ − p)− λN − αy ≤ λ(۱ − p−N) < ۰.

اُمگا‐ مجموعه ي که مي شود نتيجه ۲ .۵ قضيه ي و پوانکاره‐بنديکسون قضيه ي از آن گاه ،y۰ > ۰ که به طوري (x۰, y۰) ∈ M اگر حال
ω(x۰, ۰) = داريم y۰ = ۰ حالت در به ويژه، است. تعادل نقطه يک مي شود، داده نشان ω(x۰, y۰) با که ،(x۰, y۰) نقطه ي حدي

دارد. وجود حالت دو بنابراين باشد. داشته E۱ و E۰ در تعادل نقطه دو حداکثر مي تواند (۱ .۳) دستگاه ديديم که همان طور .{E۰}

حالت، اين در پس ندارد. وجود E۱ تعادل نقطه آن گاه ،R۰ ⩽ ۱ اگر •

lim
t→∞

(x(t), y(t)) = E۰,

است. سراسري مجانبي پايدار E۰ تعادل نقطه يعني اين و

بنابراين، است. ناپايدار و زين E۰ تعادل نقطه شد ثابت آن گاه ،R۰ > ۱ اگر •

lim
t→∞

(x(t), y(t)) = E۱,

است. سراسري مجانبي پايدار E۱ تعادل نقطه يعني اين و

6Dulac’s Criterion



۱۰۳ غيرخطي شيوع نرخ با SIR مدل يک بررسي

پايداري تبادل انشعاب ۶
ديگر تعادل نقطه يک R۰ > ۱ براي و مي کند تغيير ۱ از R۰ گذر با E۰ تعادل نقطه پايداري وضعيت ديديم، ۴ بخش در که همان گونه
دستگاه که مي شود پيش بيني است، غيرهذلولوي تعادل نقطه يک R۰ = ۱ به ازاي E۰ که آن جايي از مي شود. اضافه (۱ .۳) دستگاه به نيز
مي دهد. رخ پايداري تبادل انشعاب يک که مي دهيم نشان سوتومايور۷ قضيه ي از استفاده با گيرد. قرار انشعاب يک تحت R۰ = ۱ در (۱ .۳)

باشيم داشته X ′ = f(X,µ) دستگاه براي کنيم فرض .µ ∈ R و X ∈ Rn گيريم ( [۷] سوتومايور (قضيه ي .۱ .۶ قضيه
بردارهاي به ترتيب VL و VR اگر باشد. داشته ساده صفر ويژه ي مقدار يک A = Df(X۰, µ۰) ژاکوبي ماتريس و f(X۰, µ۰) = ۰
انشعاب تحت (X۰, µ۰) نقطه ي در X ′ = f(X,µ) دستگاه آن گاه باشند، A ماتريس صفر ويژه ي مقدار با متناظر چپ و راست ويژه ي

هرگاه مي گيرد قرار پايداري تبادل

,VLfµ(X۰؛ µ۰) = ۰ .۱

,VLDfµ(X۰؛ µ۰)VR ̸= ۰ .۲

.VLD
۲f(X۰, µ۰)(VR, VR) ̸= ۰ .۳

ژاکوبي ماتريس مي گيريم. نظر در دستگاه انشعاب پارامتر را β بنابراين است. β۰ =
λ+ α

۱ − p
با معادل R۰ = ۱ که شود توجه حال

از است عبارت β۰ پارامتر مقدار در و E۰ نقطه ي در دستگاه

J۰ =

[
−λ −(λ+ α)

۰ ۰

]
.

از عبارتند J۰ ماتريس صفر ويژه ي مقدار با متناظر راست و چپ ويژه ي بردارهاي

VR =

 ۱
−λ

λ+ α

 , VL = [۰ ۱] .

که شود توجه مي کنيم. بررسي را ۱ .۶ قضيه ي در اشاره شده موارد ،(ẋ, ẏ) = f(x, y, β) به  شکل (۱ .۳) دستگاه بازنويسي با

∂f

∂β
(x, y, β) = fβ(x, y, β) =


− xy

g(y)

xy

g(y)

 .

پس

fβ(۱ − p, ۰, β۰) =

[
۰
۰

]
.

که شود توجه دوم شرط بررسي براي است. برقرار ۱ .۶ قضيه ي اول شرط بنابراين .VLfβ(۱ − p, ۰, β۰) = ۰ نتيجه در

Dfβ(x, y, β) =

−
y

g(y)
−x

g(y)− yg′(y)

(g(y))۲

y

g(y)
x
g(y)− yg′(y)

(g(y))۲

 .

پس

Dfβ(۱ − p, ۰, β۰) =

[
۰ −(۱ − p)
۰ ۱ − p

]
.
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۱۰۸ ‐۹۶ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کاظمي رسول و شاکري محمدعلي ۱۰۴

بنابراين،

VLDfβ(۱ − p, ۰, β۰)VR = −λ(۱ − p)

λ+ α
̸= ۰.

که شود توجه ۱ .۶ قضيه ي سوم شرط بررسي براي است. برقرار نيز دوم شرط پس

Df(x, y, β) =

−
βy

g(y)
− λ −βx

g(y)− yg′(y)

(g(y))۲

βy

g(y)
βx

g(y)− yg′(y)

(g(y))۲ − (λ+ α)

 =

[
Df۱
Df۲

]
.

بنابراين،

D(Df۱)
T (x, y, β) =


۰ −β

g(y)− yg′(y)

(g(y))۲

−β
g(y)− yg′(y)

(g(y))۲ βx
yg(y)g′′(y) + ۲g(y)g′(y)− ۲y(g′(y))۲

(g(y))۳

 ,

D(Df۲)
T (x, y, β) =


۰ β

g(y)− yg′(y)

(g(y))۲

β
g(y)− yg′(y)

(g(y))۲ −βx
yg(y)g′′(y) + ۲g(y)g′(y)− ۲y(g′(y))۲

(g(y))۳

 .

نتيجه، در

D(Df۱)
T (۱ − p, ۰, β۰) =

 ۰ −λ+ α

۱ − p

−λ+ α

۱ − p
۲(λ+ α)g′(۰)

 ,

D(Df۲)
T (۱ − p, ۰, β۰) =

 ۰
λ+ α

۱ − p
λ+ α

۱ − p
−۲(λ+ α)g′(۰)

 .

اين صورت در باشد. R۲ استاندارد پايه ي {e۱ = (۱, ۰)T , e۲ = (۰, ۱)T} کنيم فرض
D۲f(۱ − p, ۰, β۰)(VR, VR) = α۱e۱ + α۲e۲,

آن در که

α۱ = V T
R D۲f۱(۱ − p, ۰, β۰)VR =

[
۱ − λ

λ+ α

] ۰ −λ+ α

۱ − p

−λ+ α

۱ − p
۲(λ+ α)g′(۰)


 ۱

− λ

λ+ α


=

۲λ
۱ − p

+
۲λ۲

λ+ α
g′(۰) > ۰,

α۲ = V T
R D۲f۲(۱ − p, ۰, β۰)VR =

[
۱ − λ

λ+ α

] ۰
λ+ α

۱ − p
λ+ α

۱ − p
−۲(λ+ α)g′(۰)


 ۱

− λ

λ+ α


= − ۲λ

۱ − p
− ۲λ۲

λ+ α
g′(۰) < ۰.



۱۰۵ غيرخطي شيوع نرخ با SIR مدل يک بررسي

α β λ p پارامتر
۰٫۲ ۰٫۸ ۰٫۳ ۰٫۹ مقدار

(۱ .۳) دستگاه بررسي جهت استفاده شده پارامترهاي :۱ جدول

پس

VLD
۲f(VR, VR) = α۲ ̸= ۰.

مي گيرد. قرار پايداري تبادل انشعاب يک تحت β = β۰ در (۱ .۳) دستگاه نتيجه، در و است برقرار ۱ .۶ قضيه ي سوم شرط بنابراين

R۰ حساسيت شاخص ۷
شاخص مي شود. استفاده مدل آن پارامترهاي يا ورودي ها تغييرات به نسبت مدل يک خروجي هاي حساسيت ارزيابي براي حساسيت شاخص
مي شود. تعريف مدل پارامترهاي در نسبي تغييرات به نسبت مدل نتايج در نسبي تغييرات اندازه گيري براي معياري به عنوان حقيقت در حساسيت
بهبود را مدل بتوانيم ترتيب اين به و دارند خروجي ها بر بيشتري تأثير پارامترها يا ورودي ها کدام بفهميم تا مي کند کمک ما به شاخص اين
بيماري شيوع بر مختلف پارامترهاي تأثير تحليل براي مهمي ابزار همه گيري مدل هاي در حساسيت شاخص کنيم. درک بهتر را آن يا دهيم
مناسبي اهداف مي توانند پارامترها اين کرد. شناسايي دارند بيماري شيوع بر را تأثير بيش ترين که پارامترهايي مي توان آن از استفاده با و است
که دهند تخصيص به نحوي را بهداشتي منابع تا مي کند کمک تصميم گيران به حساسيت شاخص همچنين، باشند. بهداشتي مداخلات براي
مؤثرترين مي توان مدل، نتايج روي بر آن ها تأثيرات مشاهده و پارامترها تغيير با يعني باشند؛ داشته بيماري شيوع کاهش بر را تأثير بيش ترين
باشد. همه گيري ضعف و شدت براي معياري مي تواند پايه بازتوليد عدد که مي شود يادآوري کرد. طراحي يا و شناسايي را کنترلي استراتژي هاي
پارامتر هر به ازاي را پايه بازتوليد عدد حساسيت شاخص بيماري، گسترش يا و کنترل در پارامتر هر تاثير ميزان دادن نشان براي بخش، اين در

مي شود. استفاده دارد بيماري شيوع بر را تأثير بيش ترين که پارامتري يافتن براي شاخص اين که مي آوريم به دست

از است عبارت δ پارامتر به نسبت R۰ نرمال شده حساسيت شاخص .۱ .۷ تعريف

CR۰
δ :=

∂R۰

∂δ
× δ

R۰
.

است. بيماري شيوع با پارامتر تغييرات مستقيم رابطه ي نشان دهنده ي پارامتر هر به نسبت حساسيت شاخص که است واضح اخير فرمول از
به صورت است واکسن پارامتر همان که p به نسبت R۰ حساسيت شاخص نمونه، به عنوان

CR۰
p =

∂R۰

∂p
× p

R۰
=

−β

λ+ α
× p(λ+ α)

β(۱ − p)
=

−p

۱ − p
< ۰

پايه بازتوليد عدد کاهش شاهد واکسيناسيون افزايش با داريم، انتظار که همان طور بنابراين، است. منفي اوليه، داده ي هر از مستقل که است
است بيماري شيوع نرخ که β پارامتر به نسبت R۰ حساسيت شاخص همچنين، شد. خواهد همه گيري پايان به منجر نهايت در که هستيم

از است عبارت
CR۰

β =
∂R۰

∂β
× β

R۰
=

۱ − p

λ+ α
× λ+ α

۱ − p
= ۱ > ۰,

شاخص ها، اندازه ي مقايسه ي دارد. همه گيري شيوع با مستقيم رابطه ي بيماري انتقال نرخ داده اي هر از فارغ مي بينيم نيز مورد اين در که
مي سازد. مشخص ديگر پارامترهاي به نسبت را همه گيري کنترل در پارامتر هر تاثيرگذاري ميزان

عددي شبيه سازي ۸
در مي گيريم. نظر در ۱ جدول داده هاي و g(t) = ۱ + t۲ فرض با را (۱ .۳) دستگاه قبل، بخش هاي در آمده به دست نتايج بررسي براي
در بيماري از عاري تعادل نقطه يک تنها (۱ .۳) دستگاه انتظار، طبق است، يک از کمتر مقداري چون که R۰ = ۰٫۱۶ داريم حالت اين

(آ)). ۲ (شکل است سراسري مجانبي پايدار که دارد E۰ = (۰٫۱, ۰)
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که R۰ = ۱٫۲۸ داريم حالت اين در مي کنيم. بررسي p = ۰٫۲ به p تغيير با تنها و ۱ جدول داده هاي همان با را (۱ .۳) دستگاه اکنون
E۱ = (۰٫۶۳۱۳۹۶۱۳۴۴, ۰٫۱۰۱۱۶۲۳۱۹۴) E۰و = (۰٫۸, ۰) در تعادل نقطه دو دستگاه انتظار، طبق است، يک از بزرگتر مقداري چون
(شکل است ناپايدار E۰ و سراسري مجانبي پايدار E۱ حالت اين در است. بومي تعادل نقطه E۱ و بيماري از عاري تعادل نقطه E۰ که دارد

(ب)). ۲

p = ۰٫۲ (ب) p = ۰٫۹ (آ)

(۱ .۳) دستگاه فاز نماي :۲ شکل

با را هستند بهبوديافته و عفوني مستعد، طبقه ي نسبي جمعيت همان که z(t) و y(t) ،x(t) طبقه هاي از يک هر تغييرات ۳ شکل
مي دهد. نشان (x۰, y۰, z۰) = (۰٫۸, ۰٫۲, ۰) اوليه ي شرايط

p = ۰٫۲ (ب) p = ۰٫۹ (آ)

(۲ .۲) دستگاه جواب هاي تغييرات نمودار :۳ شکل

نتيجه گيري ۹

نقطه يک مربوطه دستگاه که ديديم داديم. ارائه واکسن صددرصدي تاثير فرض با کلي غيرخطي ابتلاي نرخ با SIR مدل يک مقاله، اين در
براي شد مشخص که آورديم به دست را R۰ پايه بازتوليد عدد E۰ با متناظر دارد. E۱ بومي تعادل نقطه يک و E۰ بيماري از عاري تعادل
نقطه و است ناپايدار R۰ > ۱ براي و سراسري پايدار R۰ < ۱ به ازاي E۰ تعادل نقطه داشت. نخواهد وجود E۱ تعادل نقطه R۰ ⩽ ۱
محاسبه ي با همچنين، مي گيرد. قرار پايداري تبادل انشعاب يک تحت R۰ = ۱ در دستگاه بود. خواهد پايدار وجود، صورت در ،E۱ تعادل
مثال هاي قالب در آمده به دست نتايج نيز آخر بخش در شد. بررسي بيماري انتقال و واکسن به مربوط پارامترهاي تاثير R۰ حساسيت شاخص

گرفت. قرار بررسي مورد عددي
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Abstract: In this article, we present an SIR model with a general nonlinear incidence rate, assuming a
100% effective vaccine. This system has a disease­free equilibrium point, corresponding to which a basic
reproduction numberR0 is obtained. ForR0 > 1, the systemwill also have an endemic equilibrium point.
We study the local and global stability of these equilibrium points. Considering the change in the stability
status of the equilibrium points with the change of one of the parameters, we will examine the existence
of a transcritical bifurcation. Additionally, we calculate the sensitivity index of R0 , which essentially
determines the susceptibility of the system to the existing parameters. Finally, we examine the obtained
results with numerical examples.

Keywords: SIR epidemic model, Nonlinear incidence rate, Basic reproduction number, Stability,
Bifurcation.

©2024 Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. This article is an open­access arti­
cle distributed under the terms and conditions of the Creative Commons Attribution­NonComertial 4.0
International (CC BY­NC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/by­nc/4.0/).

8Corresponding author.
E­mail addresses: (M. A. Shakeri) shakeri.math@grad.kashanu.ac.ir, (R. Kazemi) r.kazemi@kashanu.ac.ir

shakeri.math@grad.kashanu.ac.ir
r.kazemi@kashanu.ac.ir

	مقدمه
	مدل بیماری
	نقاط تعادل و عدد بازتولید پایه 
	پایداری موضعی نقاط تعادل
	پایداری موضعی نقطه تعادل عاری از بیماری E0
	پایداری موضعی نقطه تعادل بومی E1

	پایداری سراسری
	انشعاب تبادل پایداری
	شاخص حساسیت R0
	شبیه‌سازی عددی
	نتیجه‌گیری

