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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۱۲۸ ‐۱۰۹ ص ،۲ شماره ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

کران و شاخه روش با صعودي هم راديانتِ توابع کمينه سازي
سرمايه گذاري سبد بهينه سازي در آن کاربرد و

(۲) ستارزاده عليرضا و ۱ (۱) دريايي محمدحسين

ايران کرمان، کرمان، باهنر شهيد دانشگاه کامپيوتر، و رياضي دانشکده کاربردي، رياضي بخش (۱)

ايران کرمان، پيشرفته، فناوري و صنعتي تکميلي تحصيلات دانشگاه نوين، فناوري هاي و علوم دانشکده رياضي، گروه (۲)

ممقاني جلوداري محمد مسئول: دبير

۱۴۰۳/۶/۲۰ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۶/۱۸ دريافت: تاريخ

مساله شدني مجموعه الگوريتم، اين است. سراسري بهينه سازي براي گسترده روش يک کران و شاخه الگوريتم چکيده:
افراز عضوِ هر براي کران يابي، روش يک از استفاده با سپس و کرده افراز شاخه سازي، روش يک طريق از را بهينه سازي
تابع مقادير و به دست آمده کران هاي کران، و شاخه روش سرانجام، مي کند. محاسبه پايين کران يک و بالا کران يک
مقاله، اين در مي کند. حذف نيستند بهين نقطه يک شامل که را افراز از اعضايي و کرده مقايسه يکديگر با را هدف
اشتراک به صورت که Rn

+ از زيرمجموعه هايي روي صعودي هم راديانتِ توابع بهينه سازي براي کران و شاخه الگوريتم
رياضيات از مدلي بررسي شدني، مجموعه هاي چنين نظرگرفتن در از (هدف مي شود ارائه هستند سادک يک با نيم فضا يک
کران يابي براي صعودي هم راديانتِ توابع مجردِ تحدب مفهوم از ما است). معيار ميانگين‐انحراف مدل عنوان تحت مالي،
مدل بهينه سازي، مساله هاي از دسته اين از کاربردي به عنوان ، انتها در مي کنيم. استفاده پايين) کران هاي (پيداکردن
مي کنيم. حل کران و شاخه روش با را آن و کرده مطرح را سرمايه گذاري سبد بهينه سازي براي معيار ميانگين‐انحراف

توابع مجرد، تحدب معيار، ميانگين‐انحراف مدل سرمايه گذاري، سبد بهينه سازي کران، و شاخه الگوريتم کليدي: واژه هاي
صعودي. هم راديانتِ

90C26; 90C57; 91G10; 91G15 رياضي: ردهبندي
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سوپريمم به شکل به تواند اگر فقط و اگر است محدب و پاييني نيم پيوسته تابع، يک که مي کند بيان کلاسيک محدب آناليز اساسي نتايج از يکي
از اساسي بخشي آفين، توابع بنابراين، .[۱۳] شود داده نمايش ثابت) عدد يک و خطي تابع يک مجموع به شکل (توابعي آفين توابع از دسته اي
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توابعي و مي شود استفاده H مانند خاص توابع از مجموعه اي آفين، توابع جاي به مجرد، تحدب در مي دهند. تشکيل را کلاسيک محدب آناليز
مجرد محدب را توابعي (چنين مي گيرند قرار مطالعه مورد نظريه اين در مي شوند، داده نمايش H از زيرمجموعه اي سوپريمم به صورت که
زيادي محققين امروزه و دارد اقتصاد جمله از مختلف علوم در زيادي کاربردهاي نظريه اين .[۱۴] مي نامند) H−محدب يا ،H به نسبت
مثبتِ همگن توابع به مي توان مثال، به عنوان که گرفته اند قرار بررسي مورد نظريه اين در زيادي توابع هستند. فعاليت مشغول زمينه اين در

کرد. اشاره [۱۱ ،۸] صعودي محدبِ شعاعي به طور توابع و [۱۶ ،۲] صعودي
مثال، به عنوان .[۶–۴] دارند زيادي کاربردهاي مختلف علوم در که هستند مجرد محدب توابع از ديگري دسته صعودي، هم راديانتِ توابع
مي توانند نيز بهينه سازي مسائل از برخي .[۱۰] مي گيرند قرار استفاده مورد اقتصاد در مسائلي حل براي شبه مقعر و صعودي هم راديانتِ توابع

.[۱۵] شوند تبديل صعودي هم راديانتِ هدف تابع با مسائلي به مناسب تبديلات با
شاخه الگوريتم .[۱۸] است کران و شاخه روش سراسري، بهين جواب يافتن براي سراسري بهينه سازي در مهم عددي روش هاي از يکي

مساله حل براي کران و
min
x∈X

f(x)

ساختاري با مجموعه تعدادي به X شدنيِ مجموعه افراز شامل شاخه سازي روي کرد است. شده تشکيل کران يابي و شاخه سازي بخش دو از
مقايسه با سپس مي شود. محاسبه زيرمجموعه آن روي f هدف تابع براي پاييني و بالا کران افراز، عضو زيرمجموعه هر براي است. مشخص
مجموعه اي مي توان روند، اين تکرار با مي شوند. حذف نيستند مساله بهين جواب يک شامل که افراز از اعضايي آن به دست آمده، کران هاي
.[۱۴ ،۹] کرد پيدا مساله بهين جواب براي مناسبي تقريبي جواب هاي نتيجه، در و کرد کوچکتر را است مساله بهين جواب يک شامل که شدني

است: زير به صورت مي کنيم بررسي مقاله اين در که مساله اي

min
x∈Sa∩X

f(x) (۱ .۱)

به صورت سادک يک Sa است، صعودي هم راديانتِ تابع يک f : Rn
+ −→ R که

Sa := {x ∈ Rn : x ≥ ۰,
n∑

i=۱

xi

ai
= ۱}

به صورت Rn فضاي در نيم فضا يک X و (ai > ۰ ،۱ ≤ i ≤ n هر به ازاي (که است

X := {x ∈ Rn :
n∑

i=۱

bixi ≥ b۰}

.Sa∩X ̸= ∅ يعني است، ناتهي (۱ .۱) مساله شدني ناحيه که مي کنيم فرض مقاله اين در .(bi ∈ R ،۰ ≤ i ≤ n هر به ازاي (که است
مجموعه افراز براي ساده روشي شاخه سازي، براي است. (۱ .۱) مساله سراسري بهين جواب يافتن براي کران و شاخه الگوريتم ارائه هدف
براي مي آوريم. به دست خطي برنامه ريزي مساله يک حل با را عضو آن روي هدف تابع پايين کران افراز، از عضو هر براي و کرده ارائه شدني

.[۱۴] مي کنيم استفاده زيرديفرانسيل نام به مجرد تحدب در مهم ابزاري از خطي برنامه ريزي مساله اين نوشتن
دارايي هايي در دارد علاقه انساني هر کلي به طور است. سرمايه گذاري سبد بهينه سازي اقتصاد، و مالي رياضيات مهم بحث هاي از يکي
سبد بهينه سازي بحث آمدن به وجود باعث تفکري چنين شود. بيشتري بازدهي و کمتر ريسک متحمل مجموع، در که کند سرمايه گذاري
از ما که دارد وجود سرمايه گذاري سبدهاي ريسک و بازدهي محاسبه براي متفاوتي سنجه هاي .[۱۹ ،۱۷ ،۳ ،۱] است شده سرمايه گذاري
مدل مالي، رياضيات در مدل اين به که مي کنيم استفاده ريسک سنجش براي معيار انحراف مفهوم از و بازدهي محاسبه براي ميانگين مفهوم
شاخه روش از استفاده با را آن و کرده مطرح را سرمايه گذاري سبد بهينه سازي از مدل اين مقاله، اين در .[۳] مي گويند معيار ميانگين‐انحراف
مجرد تحدب درباره اساسي نتايج و مفاهيم از برخي خلاصه، به طور بعدي، بخش در است: زير به شکل مقاله اين ساختار مي کنيم. حل کران و
همچنين و کرده ارائه را (۱ .۱) بهينه سازي مساله حل براي کران و شاخه الگوريتم ،۳ بخش در مي کنيم. معرفي را صعودي هم راديانتِ توابع و
کران و شاخه روش با را آنها و کرده ارائه (۱ .۱) بهينه سازي مساله از عددي مثال چند ،۴ بخش در مي کنيم. بررسي را الگوريتم اين همگرايي
دو اين با کران و شاخه روش مقايسه (براي دروني نقطه و ژنتيک روش دو با را مطرح شده مساله هاي همچنين بخش اين در مي کنيم. حل
از چندهدفه مدل يک نيز و سرمايه گذاري سبد بهينه سازي مهم مدل هاي از معيار ميانگين‐انحراف مدل ،۵ بخش در مي کنيم. حل روش)

مي کنيم. حل کران و شاخه الگوريتم با و کرده ارائه سرمايه گذاري سبد بهينه سازي

مقدمات و تعاريف ۲
مخروط، اين اساس بر Rn روي ترتيبِ رابطه مي شود. تعريف نامنفي مؤلفه هاي با n−بعدي بردارهاي تمام مخروط به عنوان Rn

+ مجموعه
اگر تنها و اگر x ≤ y ،y = (y۱, . . . , yn) ∈ Rn و x = (x۱, . . . , xn) ∈ Rn هر براي مي شود: تعريف زير به صورت



۱۱۱ کران و شاخه روش با صعودي هم راديانتِ توابع کمينه سازي

نامساوي ،x ≤ y ،x, y ∈ Rn
+ هر به ازاي هرگاه گوييم، صعودي را f : Rn

+ −→ R تابع .i = ۱, . . . , n هر به ازاي xi ≤ yi
و x ∈ Rn

+ هر به ازاي f(γx) ≥ γf(x) هرگاه گوئيم، هم راديانت را f : Rn
+ −→ R تابع کند. ايجاب را f(x) ≤ f(y)

هر و x ∈ Rn
+ هر به ازاي f(γx) ≤ γf(x) اگر تنها و اگر است هم راديانت تابعي f که مي شود ديده آساني به .γ ∈ (۰, ۱) هر

.f(۰) ≥ γf(۰) داريم γ ∈ (۰, ۱) هر به ازاي بنابراين است. صعودي هم راديانتِ تابع يک f : Rn
+ −→ R کنيم فرض .γ ≥ ۱

نامنفي تابعي f يعني .f(x) ≥ ۰ مي شود نتيجه x ∈ Rn
+ هر به ازاي پس است، صعودي f تابع اما .f(۰) ≥ ۰ مي شود نتيجه پس

مي کنيم. ارائه صعودي هم راديانتِ توابع از مثال چند ادامه در است.

فرم به کاب‐داگلاس تابع هر .۱ .۲ مثال

f(x) = xα۱
۱ xα۲

۲ . . . xαn
n (x ∈ Rn

+)

است. صعودي هم راديانتِ تابع يک ،
∑n

i=۱ αi ≤ ۱ و i = ۱, . . . , n هر به ازاي αi ≥ ۰ که

تابع اين صورت در است. نامنفي ضرايب با Rn روي m درجه چندجمله اي يک P (x) کنيد فرض .۲ .۲ مثال

f(x) = (P (x))
۱
m (x ∈ Rn

+)

فرم به p−نرم هر به ويژه، است. صعودي هم راديانتِ تابع يک

∥x∥p =
( n∑

i=۱

xp
i

) ۱
p (x ∈ Rn

+)

است. صعودي هم راديانتِ تابع يک (p > ۰ (که

است. صعودي هم راديانتِ تابعي f اين صورت در .f(۰) ≥ ۰ که است صعودي و مقعر تابعي f : Rn
+ −→ R کنيد فرض .۳ .۲ لم

داريم: باشند. دلخواه γ ∈ (۰, ۱) و x ∈ Rn
+ کنيم فرض اثبات.

f(γx) = f(γx+ (۱ − γ)۰) ≥ γf(x) + (۱ − γ)f(۰) ≥ γf(x).

هستند. صعودي هم راديانتِ [۰,∞) بازه روي tan−۱(x) و ۱ − exp(−x) ،ln(x+ ۱) تک  متغيره توابع ،(۳ .۲) لم به بنا

يعني تابع، دو اين ترکيب اين صورت در باشند. صعودي هم راديانتِ ϕ : R+ −→ R و f : Rn
+ −→ R توابع کنيد فرض .۴ .۲ لم

است. صعودي هم راديانتِ ،ϕof : Rn
+ −→ R تابع

γ ∈ (۰, ۱) و x ∈ Rn
+ کنيد فرض هست، نيز هم راديانت دهيم نشان اينکه براي است. صعودي ϕof تابع که است آشکار اثبات.

داريم: باشند. دلخواه

ϕof(γx) = ϕ(f(γx)) ≥ ϕ(γf(x)) ≥ γϕ(f(x)) = γϕof(x).

مي کنيم. بيان را صعودي هم راديانتِ توابع مجموعه ويژگي هاي از برخي زير، لم در

است. f : Rn
+ −→ R فرم به صعودي هم راديانتِ توابع تمام مجموعه Ω کنيد فرض .۵ .۲ لم

.αf + βg ∈ Ω آنگاه ،α, β ∈ R+ و f, g ∈ Ω اگر ديگر، به عبارت است، محدب مخروط يک Ω الف)
و است Ω عناصر از دلخواه خانواده يک {fη}η∈J کنيد فرض ب)

f̃(x) = inf
η∈J

fη(x), f̄(x) = sup
η∈J

fη(x) (x ∈ Rn
+).

.f̄ ∈ Ω آنگاه ،f(x) < +∞ ،x ∈ Rn
+ هر به ازاي اگر و f̃؛ ∈ Ω آنگاه

و است Ω عناصر از دنباله يک {fk}∞k=۱ کنيد فرض پ)

f(x) = lim
k→∞

fk(x) (x ∈ Rn
+).

.f ∈ Ω آنگاه ،f(x) < +∞ ،x ∈ Rn
+ هر به ازاي اگر
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اکنون است. صعودي h تابع که است آشکار .h = αf + βg مي دهيم قرار .α, β ∈ R+ و f, g ∈ Ω کنيد فرض الف) اثبات.
داريم: باشند. دلخواه γ ∈ (۰, ۱) و x ∈ Rn

+ کنيد فرض هست. نيز هم راديانت تابع اين که مي دهيم نشان

h(γx) = αf(γx) + βg(γx) ≥ αγf(x) + βγg(x) = γ(αf(x) + βg(x)) = γh(x).

.h ∈ Ω پس
به طوري که x, y ∈ Rn

+ کنيد فرض مي شود). انجام مشابه به طور دارد تعلق Ω به f̄ تابع اينکه (اثبات f̃ ∈ Ω مي دهيم نشان فقط ما ب)
در .f̃(x) = infη∈J fη(x) ≤ infη∈J fη(y) = f̃(y) پس .η ∈ J هر به ازاي fη(x) ≤ fη(y) داريم .x ≤ y
دلخواه γ ∈ (۰, ۱) و x ∈ Rn

+ کنيد فرض هست. نيز هم راديانت تابع اين که مي دهيم نشان اکنون است. صعودي تابعي f̃ نتيجه
.f̃(γx) = infη∈J fη(γx) ≥ γ infη∈J fη(x) = γf̃(x) پس .η ∈ J هر به ازاي fη(γx) ≥ γfη(x) داريم باشند.

.f̃ ∈ Ω بنابراين
پس .k ≥ ۱ هر به ازاي fk(x) ≤ fk(y) داريم .x ≤ y به طوري که x, y ∈ Rn

+ کنيد فرض پ)

f(x) = lim
k→∞

fk(x) ≤ lim
k→∞

fk(y) = f(y).

.k ≥ ۱ هر به ازاي fk(γx) ≥ γfk(x) داريم باشند. دلخواه γ ∈ (۰, ۱) و x ∈ Rn
+ کنيد فرض است. صعودي تابعي f بنابراين

پس
f(γx) = lim

k→∞
fk(γx) ≥ γ lim

k→∞
fk(x) = γf(x).

.f ∈ Ω مي شود نتيجه و است هم راديانت تابعي f بنابراين

مفاهيم ادامه، در مي شوند. شامل را توابع از بزرگي دسته صعودي، هم راديانتِ توابع مجموعه که مي دهند نشان فوق لم هاي و مثال ها
مي کنيم. بيان را مجرد تحدب اساسيِ و اوليه

از مجموعه اي H و ،X مجموعه بر شده تعريف تابعي f : X −→ R دلخواه، ناتهي مجموعه يک X کنيم فرض [۱۴] .۶ .۲ تعريف
باشند. ،h : X −→ R مانند ،X بر شده تعريف توابع

مي شود: تعريف زير به صورت مي شود، داده نشان supp(f,H) با که H به نسبت f تابع تکيه گاه مجموعه (الف)

supp(f,H) := {h ∈ H : h(x) ≤ f(x), ∀x ∈ X}.

به قسمي که باشد، موجود ∆ ⊆ H مانند مجموعه اي هرگاه گويند، H−محدب) (يا H به نسبت مجرد محدب را f تابع (ب)

f(x) = sup
h∈∆

h(x) (x ∈ X).

هرگاه گويند، x۰ ∈ X نقطه در f تابع H−زيرگراديان يک را h ∈ H تابع (پ)

f(x)− f(x۰) ≥ h(x)− h(x۰), ∀x ∈ X.

x۰ نقطه در f تابع H−زيرديفرانسيل مي شود، داده نشان ∂Hf(x۰) با که را x۰ نقطه در f تابع H−زيرگراديان هاي تمام مجموعه
مي ناميم.

اگر تنها و اگر است H−محدب تابعي f که کرد ثابت مي توان آساني به بالا، تعريف به توجه با

f(x) = sup
h∈supp(f,H)

h(x) (x ∈ X).

مي کنيم: تعريف زير به صورت را ∂∗
Hf(x۰) مجموعه ،x۰ ∈ X هر به ازاي

∂∗
Hf(x۰) := {h ∈ H : h ∈ supp(f,H), h(x۰) = f(x۰)}.

.∂∗
Hf(x۰) ⊆ ∂Hf(x۰) که است آشکار
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،p با متناظر مينيمم‐نوع تابع يک .p ∈ Rn
+ \ {۰} کنيد فرض هستند. مينيمم‐نوع توابع مجرد، تحدب در مهم توابع از دسته يک

مي شود: تعريف زير به صورت

ℓp(x) = min{pixi : pi > ۰} (x ∈ Rn
+).

مي کنيم: تعريف است). خطي توابع از متناهي مجموعه يک مينيمم (زيرا است مقعر تابع يک ℓp : Rn
+ −→ R تابع که باشيد داشته توجه

L := {ℓp : p ∈ Rn
+ \ {۰}}.

مي کنيم: تعريف زير به صورت را hp,c : Rn
+ −→ R تابع ،p ∈ Rn

+ \ {۰} هر و c > ۰ هر به ازاي

hp,c(x) = min{ℓp(x), c} (x ∈ Rn
+).

يعني مي دهيم، نشان H با را hp,c توابع همه مجموعه است. مقعر نيز hp,c : Rn
+ −→ R تابع

H := {hp,c : p ∈ Rn
+ \ {۰}, c > ۰}.

مي کنيم: تعريف زير به شکل را ۱
x

بردار ما .x = (x۱, . . . , xn) ∈ Rn
+ کنيد فرض

(
۱
x
)i =

{ ۱
xi
, xi > ۰,

۰, xi = ۰.

است. شده ثابت [۱۴] در مي دهد، نشان H توابع مجموعه به نسبت را صعودي هم راديانتِ توابع مجرد تحدب که زير گزاره

باشد. H−محدب تابع يک اگر تنها و اگر است صعودي هم راديانتِ f : Rn
+ −→ R تابع .۷ .۲ گزاره

تابع H−زيرديفرانسيل ،x ∈ Rn
+ هر به ازاي اين صورت در است. مفروض f : Rn

+ −→ R صعودي هم راديانتِ تابع .۸ .۲ گزاره
و p۰ = f(x۰)

x۰
که hp۰,c۰ ∈ ∂∗

Hf(x۰) آنگاه ،f(x۰) > ۰ به طوري که x۰ ∈ Rn
+ اگر همچنين است. ناتهي x نقطه در f

.c۰ = f(x۰)

توابع از دسته يک سوپريمم f چون که ،۷ .۲ گزاره به توجه با است. صعودي هم راديانتِ f : Rn
+ −→ R تابع کنيم فرض .۹ .۲ ملاحظه

است). پيوسته Rn
++ روي f تابع که داد نشان (مي توان است پاييني نيم پيوسته Rn

+ روي f تابع بنابراين است، پيوسته

يک باشند. Rn فضاي در خطي مستقل نقطه n ،u۱, u۲, . . . , un کنيد فرض مي پردازيم. سادک ها معرفي به بخش، اين ادامه در
پس مي کنيم. تعريف نقطه n اين محدب غلاف به عنوان را Rn فضاي در S سادک

S := co(u۱, u۲, . . . , un) =
{ n∑

i=۱

λiu
i : λi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n,

n∑
i=۱

λi = ۱
}
.

نقطه n محدب غلاف به صورت Rn فضاي در را Sa سادک ،a نقطه با متناظر .a = (a۱, a۲, . . . , an) ∈ Rn
++ کنيد فرض

هستند) خطي مستقل نقطه، n اين (که a۱ = ( ۱
a۱
, ۰, . . . , ۰), a۲ = (۰, ۱

a۲
, ۰, . . . , ۰), . . . , an = (۰, . . . , ۰, ۱

an
)

بنابراين مي گيريم. نظر در

Sa = co(a۱, a۲, . . . , an) = {x ∈ Rn : x ≥ ۰,
n∑

i=۱

xi

ai
= ۱}.

Rn
+ در فشرده اي مجموعه Sa ∩X چون که کنيد توجه مي گيريم. نظر در را (۱ .۱) فرم به بهينه سازي مساله هاي بعدي، بخش در

دارد. وجود همواره (۱ .۱) مساله سراسري بهين جواب پس است، پاييني نيم پيوسته تابعي نيز f و است

کران و شاخه الگوريتم ۳
شاخه سازي بخش دو از الگوريتم اين شد، اشاره قبلاً که همان طور مي پردازيم. (۱ .۱) مساله حل براي کران و شاخه الگوريتم به بخش اين در

مي کنيم. بررسي تفصيل به را بخش دو اين از يک هر که است شده تشکيل کران يابي و
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شاخه سازي ۱ .۳
افراز زيرمجموعه دو به را S ∩ X مجموعه بگيريد. نظر در ،S ∩ X ̸= ∅ که را S = co(u۱, u۲, . . . , un) ⊆ Sa سادک

مي دهيم قرار که است اين صورت به افراز اين انجام نحوه ui۰∥∥مي کنيم. − uj۰
∥∥ = max

۱≤i<j≤n

∥∥ui − uj
∥∥ .

به عنوان را y۰ نقطه است. uj۰ و ui۰ نقاط بين يال که مي کنيم پيدا اقليدسي) نرم به توجه (با را S سادک يالِ بلندترين ديگر، عبارت به
پس مي گيريم. نظر در يال بلندترين اين وسط نقطه

y۰ =
۱
۲
(ui۰ + uj۰).

که مي شود افراز S۲ و S۱ زيرسادک دو به S سادک اکنون

S۱ = co(u۱, . . . , ui۰−۱, y۰, ui۰+۱, . . . , un), S۲ = co(u۱, . . . , uj۰−۱, y۰, uj۰+۱, . . . , un).

S ∩X مجموعه بنابراين است. آمده به دست y۰ با uj۰ جايگزيني با S از S۲ سادک و ،y۰ با ui۰ جايگزيني با S از S۱ سادک واقع، در
که کنيد توجه مي شود. افراز S۲ ∩X و S۱ ∩X زيرمجموعه دو به

S ∩X = (S۱ ∩X) ∪ (S۲ ∩X), relint(S۱ ∩X) ∩ relint(S۲ ∩X) = ∅.

است. شده داده نشان R۳ فضاي در افراز اين ،۱ شکل در است.) B مجموعه نسبي درون ،relint(B) از (منظور

X ،S = co(u۱, u۲, u۳) که R۳ فضاي در S۲ ∩ X و S۱ ∩ X زيرمجموعه دو به S ∩ X مجموعه افراز :۱ شکل
،y۰ = ۱

۲(u
۲ + u۳) ،∥u۲ − u۳∥ = max۱≤i<j≤۳ ∥ui − uj∥ است، b۱x۱ + b۲x۲ + b۳x۳ ≥ b۰ نيم فضاي

.S۲ = co(u۱, u۲, y۰) و S۱ = co(u۱, y۰, u۳)

يک با درخت در گره هر و است Sa ∩X شدنيِ مجموعه درخت، ريشه به طوري که مي کند، ايجاد درختي ساختار يک افراز، روش اين
تا مي شود ساخته بازگشتي به صورت کوچکتر، زيرمجموعه هاي به زيرمجموعه هر افراز با درخت اين است. مرتبط Sa ∩X از زيرمجموعه

شود. برآورده کران و شاخه الگوريتم در توقف شرط يک

کران يابي ۲ .۳
ما .S ∩ X ̸= ∅ به طوري که است مفروض است، شده توليد شاخه سازي روش توسط که S = co(u۱, . . . , un) ⊆ Sa سادک

يعني آوريم، به دست S ∩X مجموعه روي f تابع سراسري کمينه مقدار براي δ(S) مانند پاييني کران مي خواهيم

δ(S) ≤ min{f(x) : x ∈ S ∩X}.

فرض .E(S) ∩X ̸= ∅ پس ،S ∩X ̸= ∅ چون که کنيد توجه .E(S) := {uj : uj ∈ X} مي دهيم قرار S سادک براي
تعريف زير به صورت مي شود داده نشان ∆(S) با که را S ∩ X نقاط از متناهي مجموعه يک .E(S) = {uj۱ , . . . , ujk} کنيم

مي کنيم:

∆(S) := {uj۱ , . . . , ujk , ujk+۱} (۱ .۳)
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آنگاه است) uj۱ مانند نقطه، يک فقط شامل E(S) (يعني E(S) = {uj۱} اگر که کنيد توجه .ujk+۱ = ۱
k

∑n
l=۱ u

jl که
باشد داشته وجود ujl ∈ ∆(S) مانند نقطه اي اگر پس ،f(x) ≥ ۰ ،x ∈ Rn

+ هر به ازاي که آنجا از .∆(S) = {uj۱}
،l = ۱, . . . , k+۱ هر به ازاي مي کنيم فرض پس است. (۱ .۱) مساله سراسري بهين جواب يک ujl آنگاه ،f(ujl) = ۰ به طوري که
روي f صعودي هم راديانتِ تابع سراسري کمينه مقدار براي ξ(S) مانند پايين کران يک محاسبه براي روشي زير، قضيه .f(ujl) > ۰

مي آيد. دست به خطي برنامه ريزي مساله يک حل با پايين کران اين مي دهد. ارائه S ∩X مجموعه

بگيريد. نظر در را (t ∈ R و λ ∈ Rn
+ متغيرهاي (با زير خطي برنامه ريزي مساله .۱ .۳ قضيه

min
λ,t

t

s.t.
n∑

i=۱

dl,iλi − t ≤ ۰, l = ۱, . . . , k + ۱,

n∑
i=۱

eiλi ≥ b۰,

n∑
i=۱

λi = ۱,

λ ≥ ۰

(۲ .۳)

که

dl,i = hpjl ,cjl
(ui), pjl =

f(ujl)

ujl
, cjl = f(ujl) (i = ۱, . . . , n, l = ۱, . . . , k + ۱)

و

ei =
n∑

j=۱

(ui)jbj (i = ۱, . . . , n)

آنگاه باشد، ξ(S) مساله اين بهين مقدار اگر است). ui نقطه jام مولفه ،(ui)j از (منظور

ξ(S) ≤ min{f(x) : x ∈ S ∩X}.

،l = ۱, . . . , k + ۱ هر به ازاي که مي کند ايجاب ۸ .۲ گزاره بنابراين .f(ujl) > ۰ ،l = ۱, . . . , k + ۱ هر به ازاي اثبات.
نتيجه در .hpjl ,cjl

∈ ∂∗
Hf(u

jl)

min{f(x) : x ∈ S ∩X} ≥ min{ max
۱≤l≤k+۱

hpjl ,cjl
(x), x ∈ S ∩X}

= min{t : max
۱≤l≤k+۱

hpjl ,cjl
(x)− t ≤ ۰, x ∈ S ∩X}

= min{t : hpjl ,cjl
(x)− t ≤ ۰, ۱ ≤ l ≤ k + ۱, x ∈ S ∩X}.

داد: نمايش زير به صورت را x نقطه مي توان پس ،x ∈ S چون باشد. دلخواه x ∈ S ∩X نقطه کنيد فرض

x =
n∑

i=۱

λiu
i,

n∑
i=۱

λi = ۱, λi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n. (۳ .۳)

.
∑n

i=۱ bixi ≥ b۰ پس ،x ∈ X طرفي از خطي اند). ,u۱مستقل . . . , un نقاط (زيرا است xيکتا نقطه براي نمايش اين که کنيد توجه
مي شود نتيجه (۳ .۳) رابطه از xi مقادير جايگذاري با

n∑
i=۱

eiλi ≥ b۰
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که
ei =

n∑
j=۱

(ui)jbj (i = ۱, . . . , n).

باشيم داشته x ∈ Rn نقطه براي اگر يعني است. برقرار نيز بالا نتيجه عکس که است آشکار

x =
n∑

i=۱

λiu
i,

n∑
i=۱

λi = ۱, λi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n

و
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰

که
ei =

n∑
j=۱

(ui)jbj (i = ۱, . . . , n),

بنابراين است، مقعر تابع يک hpjl ,cjl
،l = ۱, . . . , k + ۱ هر به ازاي مي دانيم .x ∈ S ∩X آنگاه

hpjl ,cjl
(x) = hpjl ,cjl

( n∑
i=۱

λiu
i
)
≥

n∑
i=۱

λihpjl ,cjl
(ui).

داريم: پس

min{f(x) : x ∈ S ∩X} ≥ min{t : hpjl ,cjl
(x)− t ≤ ۰, ۱ ≤ l ≤ k + ۱, x ∈ S ∩X}

≥ min{t :
n∑

i=۱

λihpjl ,cjl
(ui)− t ≤ ۰, ۱ ≤ l ≤ k + ۱,

n∑
i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰}

= ξ(S)

مي کند. کامل را اثبات اين که

حال، اين با مي کند. فراهم (S ∩X ̸= ∅ (که S ∩X روي f تابع سراسري کمينه مقدار براي را ξ(S) پايينِ کران ،۱ .۳ قضيه
باشد. صعودي الگوريتم، تکرار هاي طول در که شود توليد پايين کران هاي از دنباله اي است لازم کران، و شاخه الگوريتم پياده سازي هنگام
افراز از توليد شده ناتهي مجموعه يک S ∩X کنيد فرض مي بخشيم: بهبود زير به شکل را ξ(S) پايين کران هدف، اين به دستيابي براي
رابطه از استفاده با را S ∩X روي f تابع سراسري کمينه مقدار براي δ(S) جديد پايين کران اکنون است. شاخه سازي روش با S ′ ∩X

مي کنيم: ارائه زير

δ(S) := max{δ(S ′), ξ(S)}. (۴ .۳)

،S ∩ X ⊆ S ′ ∩ X اگر يعني، نمي يابد، کاهش کران، و شاخه الگوريتم روند طول در که است ويژگي اين داراي δ(S) پايين کران
مي کنيم: تعريف ،S ∩X = ∅ حالتي که در .δ(S ′) ≤ δ(S) آنگاه

δ(S) := +∞.

ρ(S) پارامتر مفروضند. است، شده تعريف (۱ .۳) به صورت که ∆(S) نقاط مجموعه و S = co(u۱, . . . , un) سادک .۲ .۳ قضيه
مي کنيم: تعريف زير به صورت را

ρ(S) := min{hpjl ,cjl
(ui) : l = ۱, . . . , k + ۱, i = ۱, . . . , n}. (۵ .۳)

اين صورت در
δ(S) ≥ ρ(S).
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داريم: ρ(S) تعريف به توجه با اثبات.

{(λ, t) ∈ Rn+۱ :
n∑

i=۱

hpjl ,cjl
(ui)λi − t ≤ ۰, ۱ ≤ l ≤ k + ۱,

n∑
i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰} ⊆

{(λ, t) ∈ Rn+۱ :
n∑

i=۱

ρ(S)λi − t ≤ ۰,
n∑

i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰}.

مي شود نتيجه (۴ .۳) و (۲ .۳) از بنابراين

δ(S) ≥ ξ(S)

= min{t :
n∑

i=۱

λihpjl ,cjl
(ui)− t ≤ ۰, ۱ ≤ l ≤ k + ۱,

n∑
i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰}

≥ min{t : ρ(S)
n∑

i=۱

λi − t ≤ ۰,
n∑

i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰}

= min{t : ρ(S) ≤ t,

n∑
i=۱

λi = ۱, λ ≥ ۰,
n∑

i=۱

eiλi ≥ b۰}

≥ ρ(S).

است. کامل اثبات بنابراين،

ارائه S ∩ X مجموعه روي f صعودي هم راديانتِ تابع سراسري کمينه مقدار براي γ(S) بالاي کران يک که داريم قصد اکنون
مقدار براي بالا کران يک ،S ∩X از نقطه هر در f تابع مقدار واقع در است. ساده تر بسيار پايين، کران يافتن به نسبت کار اين انجام کنيم.
نزولي کران، و شاخه الگوريتم تکرارهاي طول در که بالا کران هاي از دنباله يک داشتن براي اما است. S ∩X روي f تابع سراسري کمينه
توسط S ′ ∩X افراز از توليد شده زيرمجموعه ،S = co(u۱, . . . , un) که S ∩X کنيد فرض مي کنيم: عمل زير به شکل باشد، نيز
يک به ازاي γ(S ′) = f(x′) واقع، در است. اختيار در γ(S ′) بالاي کران .(S ∩X ̸= ∅ مي کنيم (فرض است شاخه سازي روش

مي دهيم: قرار ،γ(S) بالاي کران تعيين براي .x′ ∈ S ′ ∩X نقطه

γ(S) = min
(
{f(x) : x ∈ ∆(S)} ∪ {f(x′)}

)
.

همچنين و است S ∩X روي f تابع سراسري کمينه مقدار براي بالا کران يک γ(S) که است آشکار

γ(S) ≤ γ(S ′).

مي کنيم. ارائه را (۱ .۱) مساله حل براي کران و شاخه الگوريتم بخش، اين در مطرح شده مباحث به توجه با اکنون،

کران و شاخه الگوريتم

اوليه: مقداردهي

الگوريتم ،∆۱ = ∅ (اگر آوريد به دست (۱ .۳) طبق را ∆۱ := ∆(S۱) متناهي مجموعه و بگيريد نظر در را S۱ := Sa سادک .۱
است.) نشدني (۱ .۱) مساله دهيد؛ خاتمه را
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سراسري بهين جواب يک x′ دهيد؛ خاتمه را الگوريتم ،f(x′) = ۰ به طوري که باشد داشته وجود x′ ∈ ∆۱ مانند نقطه اي اگر .۲
کنيد. محاسبه (۲ .۳) مساله از استفاده با را ξ(S۱) پايين کران اين صورت، غير در است. (۱ .۱) مساله

.γ۱ = min{f(x) : x ∈ ∆۱} دهيد قرار .۳

.f(x۱) = γ۱ که کنيد انتخاب طوري را x۱ ∈ ∆۱ نقطه .۴

.k = ۱ و R۱ = {S۱} ،δ۱ = ξ(S۱) دهيد قرار .۵

:k تکرار

(اگر اين صورت غير در است؛ (۱ .۱) مساله بهين مقدار γk و سراسري بهين جواب يک xk دهيد؛ خاتمه را الگوريتم ،γk = δk اگر .۱
کنيد. افراز S۲

k ∩X و S۱
k ∩X زيرمجموعه دو به ،۱ .۳ زيربخش شاخه سازيِ روند طبق را Sk ∩X مجموعه (γk > δk

: l ∈ {۱, ۲} هر براي .۲

آوريد. به دست (۱ .۳) طبق را ∆(Sl
k) ⊆ Sl

k ∩X نقاط مجموعه (آ)
.δ(Sl

k) = +∞ دهيد قرار آنگاه ،∆(Sl
k) = ∅ اگر (ب)

جواب يک x′ دهيد؛ خاتمه را الگوريتم ،f(x′) = ۰ به طوري که باشد داشته وجود x′ ∈ ∆(Sl
k) مانند نقطه اي اگر (ج)

است. (۱ .۱) مساله سراسري بهين
.δ(Sl

k) = max{δ(Sk), ξ(S
l
k)} دهيد قرار و کرده محاسبه (۲ .۳) مساله از استفاده با را ξ(Sl

k) پايين کران (د)

∆k+۱ := ∆(S۱
k) ∪∆(S۲

k) ∪ {xk} دهيد قرار .۳

.f(xk+۱) = γk+۱ که کنيد انتخاب طوري را xk+۱ ∈ ∆k+۱ و γk+۱ = min{f(x) : x ∈ ∆k+۱} دهيد قرار .۴

.Rk+۱ = (Rk \ {Sk}) ∪ S۱
k ∪ S۲

k دهيد قرار .۵

کنيد. حذف Rk+۱ از را S آنگاه ،δ(S) ≥ γk+۱ اگر ،S ∈ Rk+۱ سادک هر به ازاي .۶

δk+۱ = min{δ(S) : S ∈ Rk+۱} دهيد قرار اين صورت، غير در δk+۱؛ = γk+۱ دهيد قرار ،Rk+۱ = ∅ اگر .۷

برويد. k + ۱ تکرار به و δ(Sk+۱) = δk+۱ که کنيد انتخاب چنان را Sk+۱ ∈ Rk+۱ سادک .۸

در شود. متوقف تکرار متناهي تعداد از بعد الگوريتم که است اين اول حالت دهد. رخ مي تواند حالت دو کران، و شاخه الگوريتم براي
که است اين دوم حالت است. (۱ .۱) مساله بهين مقدار γk و سراسري بهين جواب xk شود، متوقف kام تکرار در الگوريتم اگر اين صورت
از دنباله هايي همچنين مي شود. توليد (۱ .۱) مساله شدني نقاط از {xk}k≥۱ دنباله اين صورت، در نشود. متوقف گام متناهي از بعد الگوريتم
نشان را دوم حالت در کران و شاخه الگوريتم همگرايي زير، قضيه مي شوند. توليد نيز {γ}k≥۱ و {δ}k≥۱ يعني بالا، و پايين کران هاي

مي دهد.

تکرار متناهي از بعد کران و شاخه الگوريتم و است پيوسته S۱ ∩ X مجموعه روي f صعودي هم راديانتِ تابع کنيد فرض .۳ .۳ قضيه
(Sk+۱ ∩X ⊆ Sk ∩X ،k ≥ ۱ هر به ازاي (يعني {Sk ∩X}k≥۱ توي در تو مجموعه هاي از دنباله هر براي نيز و نشود متوقف

به طوري که باشد داشته وجود s∗ ∈ S۱ ∩X مانند نقطه اي

lim
k→+∞

(Sk ∩X) =
+∞⋂
k=۱

(Sk ∩X) = {s∗},

اين صورت در

.limk→+∞ δk = limk→+∞ f(xk) = limk→+∞ γk (۱

است. (۱ .۱) مساله سراسري بهين جواب يک ،x∗ مانند ،{xk} دنباله از حدي نقطه هر (۲
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دارد وجود {xk} دنباله از {xkr} مانند زيردنباله اي پس است. {xk} ⊆ S۱ ∩X دنباله حدي نقطه يک x∗ کنيد فرض (۱ اثبات.
داريم: ،γk و δk دنباله هاي خواص به توجه با است. (۱ .۱) مساله بهين مقدار f ∗ کنيد فرض .limr→+∞ xkr = x∗ که

δk ≤ δk+۱, δk ≤ f ∗, γk+۱ ≤ γk, f ∗ ≤ γk ∀ k ≥ ۱.

،k ≥ ۱ هر به ازاي اما .limk→+∞ γk = γ∗ و limk→+∞ δk = δ∗ به طوري که دارند، وجود γ∗ و δ∗ ثابت اعداد بنابراين،
بنابراين است، پيوسته f تابع چون .γk = f(xk)

lim
k→+∞

δk = δ∗ ≤ f ∗ ≤ γ∗ = lim
k→+∞

γk = lim
k→+∞

f(xk) = f(x∗). (۶ .۳)

.Skr+۱ ∩ X ⊆ Skr ∩ X ،r ≥ ۱ هر به ازاي يعني است، تو در تو ({xkr} دنباله با (متناظر {Skr ∩ X} دنباله کنيد فرض
اينکه به توجه با مي گيريم. نظر در را ukr ∈ ∆(Skr) ⊆ Skr ∩ X نقطه ،r ≥ ۱ هر براي .δkr = δ(Skr) داريم

داريم: ،f پيوستگي نيز و limr→+∞(Skr ∩X) = {s∗}

γ∗ = lim
r→+∞

f(xkr) ≤ lim
r→+∞

f(ukr) = f(s∗). (۷ .۳)

استفاده و hpkr ,ckr
تابع و f تابع پيوستگي به توجه با .δ(Skr) ≥ ρ(Skr) ،r ≥ ۱ هر به ازاي ،۲ .۳ قضيه به توجه با ديگر، طرف از

که مي رسيم نتيجه اين به ،limr→+∞(Skr ∩X) = {s∗} که حقيقت اين از

δ∗ = lim
r→+∞

δkr = lim
r→+∞

δ(Skr) ≥ lim
r→+∞

ρ(Skr) = f(s∗). (۸ .۳)

داريم: ،(۸ .۳) و (۷ .۳) ،(۶ .۳) به توجه با بنابراين،

lim
k→+∞

δk = lim
k→+∞

f(xk) = lim
k→+∞

γk.

بنابراين ،f(xkr) ≤ f(ukr) ،r ≥ ۱ هر به ازاي است. (۱ .۱) مساله بهين جواب يک s∗ که مي شود نتيجه ،(۸ .۳) به توجه با (۲

f(x∗) = lim
r→+∞

f(xkr) ≤ lim
r→+∞

f(ukr) = f(s∗).

است. (۱ .۱) مساله بهين جواب يک نيز x∗ پس

عددي مثال هاي ۴
مساله ها اين همچنين مي کنيم.۲ حل کران و شاخه روش با را آنها و کرده ارائه (۱ .۱) بهينه سازي مساله از عددي مثال چند بخش اين در
دو اين و کران و شاخه الگوريتم بين مقايسه اي به توان تا کرده حل ([۱۲]) دروني نقطه الگوريتم و ([۷]) ژنتيک الگوريتم از استفاده با را
در اشاره شده الگوريتم هاي از استفاده با مساله ها حل جزئيات هستند. صعودي هم راديانتِ توابعي هدف، توابع مثال ها اين همه در داشت. روش

داريم:  آنها در که شده اند خلاصه جدول هايي

بهينه سازي مساله متغيرهاي تعداد : n •

الگوريتم از انجام شده تکرارهاي تعداد : k •

ثانيه) حسب (بر الگوريتم تکرارهاي تعداد انجام زمان : t •

مساله دقيق بهين مقدار : f ∗ •

kام تکرار در مساله براي يافت شده تقريبي بهين مقدار : f ∗
k •

پردازنده: است. شده اجرا زير مشخصات با شخصي کامپيوتر يک روي بر و شده پياده سازي MATLAB برنامه در ،۳ بخش در ارائه شده کرانِ و شاخه الگوريتم ۲

.DDR4­2133 گيگابايت ۸ رَم: حافظه ؛ Intel® Core™ i5­7200U
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بگيريد: نظر در را زير بهينه سازي مساله .۱ .۴ مثال

min
√
xHxT

s.t. −۱
n

x۱ +
۱
n
x۲ + · · ·+ (−۱)n

n
xn ≥ ۱

n۲ ,

x۱ + x۲ + · · ·+ xn = ۱,
xi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n

(۱ .۴)

که

H =
[
hij

]
n×n

, hij =

{
i۲ + |n− i− ۴٫۵|, i = j,
i

n
+

n− j

۲i
, i ̸= j.

t f ∗
k k f ∗ n

۰٫۵۱ ۲٫۳۸۰۹ ۸
۲٫۱۱۱۴ ۳۱٫۲۱ ۲٫۱۶۰۲ ۲۵

۲٫۸۳ ۲٫۱۱۲۲ ۸۰
۰٫۹۱ ۲٫۵۸۹۵ ۱۰

۱٫۹۰۱۲ ۶۲٫۳۱ ۲٫۳۲۷۰ ۳۰
۳٫۵۹ ۱٫۹۲۷۹ ۷۰
۱٫۹۴ ۳٫۳۴۹۳ ۱۰

۲٫۵۸۳۴ ۱۰۲٫۸۰ ۲٫۹۹۴۶ ۲۵
۳٫۹۲ ۲٫۶۱۸۳ ۹۰

(۱ .۴) مساله حل براي کران و شاخه الگوريتم از به دست آمده نتايج :۱ جدول

t f ∗
k k f ∗ n

۰٫۲۶ ۲٫۱۵۸۹ ۱۰
۲٫۱۱۱۴ ۳۰٫۳۸ ۲٫۱۲۶۷ ۳۰

۰٫۹۲ ۲٫۱۱۱۸ ۱۰۰
۰٫۷۰ ۲٫۴۲۵۷ ۱۵

۱٫۹۰۱۲ ۶۱٫۴۱ ۲٫۱۵۴۹ ۶۰
۲٫۴۰ ۱٫۹۸۳۰ ۱۵۰
۰٫۸۲ ۳٫۴۵۷۷ ۲۰

۲٫۵۸۳۴ ۱۰۱٫۴۳ ۳٫۰۹۲۹ ۵۰
۲٫۸۰ ۲٫۶۰۵۰ ۲۰۰

(۱ .۴) مساله حل براي ژنتيک الگوريتم از به دست آمده نتايج :۲ جدول
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t f ∗
k k f ∗ n

۱٫۴۳ ۲٫۲۲۷۵ ۴
۲٫۱۱۱۴ ۳۱٫۸۲ ۲٫۱۱۵۸ ۸

۲٫۶۴ ۲٫۱۱۵۵ ۱۵
۱٫۶۶ ۲٫۳۷۹۹ ۴

۱٫۹۰۱۲ ۶۲٫۲۴ ۲٫۰۰۰۵ ۱۱
۳٫۱۵ ۱٫۹۰۲۰ ۱۸
۱٫۸۴ ۳٫۳۴۱۶ ۵

۲٫۵۸۳۴ ۱۰۲٫۲۵ ۲٫۶۱۸۳ ۹
۳٫۹۲ ۲٫۵۹۰۶ ۲۰

(۱ .۴) مساله حل براي دروني نقطه الگوريتم از به دست آمده نتايج :۳ جدول

بگيريد: نظر در را زير بهينه سازي مساله .۲ .۴ مثال

min min
۱≤j≤n

{cjxT}+ max
۱≤j≤n

{djxT}

s.t. ۱
n
x۱ +

−۱
n

x۲ + · · ·+ (−۱)n+۱

n
xn ≥ ۱

n۲ ,

x۱ + x۲ + · · ·+ xn = ۱,
xi ≥ ۰, i = ۱, . . . , n

(۲ .۴)

که

cji =
n| cos(i)|

۲j
+

ij

n
, dji =

n۲| sin(i)|
j۲ +

ij

۲n
, i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . , n.

t f ∗
k k f ∗ n

۰٫۶۸ ۳٫۷۴۸۶ ۱۰
۳٫۵۷۹۶ ۳۱٫۸۸ ۳٫۶۵۴۱ ۳۰

۲٫۷۲ ۳٫۵۸۳۸ ۷۵
۱٫۰۸ ۵٫۵۲۱۱ ۱۵

۴٫۷۰۲۹ ۵۲٫۲۹ ۴٫۸۸۵۷ ۳۵
۳٫۷۴ ۴٫۷۸۶۴ ۸۰
۲٫۳۷ ۶٫۷۹۱۲ ۱۰

۶٫۰۷۱۸ ۸۳٫۶۸ ۶٫۵۹۷۵ ۲۵
۴٫۶۱ ۶٫۲۲۰۹ ۸۰

(۲ .۴) مساله حل براي کران و شاخه الگوريتم از به دست آمده نتايج :۴ جدول
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t f ∗
k k f ∗ n

۰٫۴۱ ۳٫۷۸۲۱ ۱۵
۳٫۵۷۹۶ ۳۰٫۵۹ ۳٫۷۷۸۹ ۴۰

۰٫۹۴ ۳٫۵۹۴۶ ۱۵۰
۱٫۳۱ ۵٫۶۳۱۲ ۲۰

۴٫۷۰۲۹ ۵۲٫۱۰ ۵٫۰۸۱۱ ۵۰
۳٫۳۹ ۴٫۷۸۲۲ ۲۰۰
۱٫۵۰ ۷٫۲۱۰۵ ۲۰

۶٫۰۷۱۸ ۸۲٫۶۵ ۶٫۷۱۲۳ ۸۰
۳٫۹۲ ۶٫۱۷۰۱ ۲۰۰

(۲ .۴) مساله حل براي ژنتيک الگوريتم از به دست آمده نتايج :۵ جدول

t f ∗
k k f ∗ n

۱٫۷۲ ۴٫۵۶۰۱ ۳
۳٫۵۷۹۶ ۳۲٫۰۸ ۳٫۷۶۳۴ ۹

۲٫۸۰ ۳٫۵۸۸۵ ۱۵
۱٫۹۱ ۵٫۴۴۹۰ ۳

۴٫۷۰۲۹ ۵۲٫۶۶ ۴٫۹۳۰۵ ۷
۳٫۴۹ ۴٫۷۲۰۷ ۱۸
۲٫۳۱ ۷٫۴۴۵۱ ۵

۶٫۰۷۱۸ ۸۳٫۱۹ ۶٫۵۸۱۰ ۱۰
۴٫۳۷ ۶٫۲۰۳۹ ۱۷

(۲ .۴) مساله حل براي دروني نقطه الگوريتم از به دست آمده نتايج :۶ جدول

سرمايه گذاري سبد بهينه سازي ۵

کنيد فرض مي کنيم. حل کران و شاخه روش با را آن و کرده ارائه را سرمايه گذاري سبد بهينه سازي از معيار ميانگين‐انحراف مدل بخش، اين در
انتظار مورد بازده که باشد ويژگي اين داراي بايد سرمايه گذاري سبد اين دهد. تشکيل دارايي n از سرمايه گذاري سبد يک دارد قصد شخصي
با مي گوييم). کارا سرمايه گذاري سبد يک سبدي چنين (به باشد ريسک مقدار کمترين داراي نيز و نباشد کمتر E۰ مانند مشخصي عدد از آن
به توجه با واقع (در داريم دسترس در را دارايي ها اين به مربوط Σ کواريانس ماتريس و r بازده بردار دارايي، n اين تاريخي سوابق به توجه
به ازاي که است r = (r۱, r۲, . . . , rn) به صورت انتظار مورد بازده بردار کرد). محاسبه را آنها مي توان دارايي ها، بازدهي تاريخي سوابق
،۱ ≤ i, j ≤ n هر به ازاي که است Σ = [σi,j]n×n به صورت کواريانس ماتريس و است jام دارايي بازده rj ،۱ ≤ j ≤ n هر
دارايي در مي خواهد شخص که است پولي از نسبتي نشان دهنده xj کنيد فرض است. jام و iام دارايي هاي بازده هاي بين کواريانس σi,j

اين صورت در کند، سرمايه گذاري jام
x۱ + x۲ + · · ·+ xn = ۱

نيز و مي نامند) بودجه محدوديت مالي، رياضيات در را محدوديت (اين

xj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , n.

انتظار مورد بازده است). دارايي آن استقراضي فروش معني به دارايي يک مقدار منفي شدن شود. منفي مي تواند xjها مقادير مدل ها، برخي در
با است برابر تشکيل شده سرمايه گذاري سبد

rp = r۱x۱ + r۲x۲ + · · ·+ rnxn
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با است برابر سرمايه گذاري سبد ريسک و

σp =

√√√√ n∑
i=۱

n∑
j=۱

σi,jxixj

،x = (x۱, x۲, . . . , xn) بردار معرفي با دارند). وجود سرمايه گذاري سبد ريسک و انتظار مورد بازده براي نيز ديگري سنجه هاي (البته
نظر، مورد سرمايه گذاري سبد ويژگي هاي به توجه با دهيم. نشان مي توانيم نيز σp =

√
xΣxT به صورت را سرمايه گذاري سبد ريسک

کنيم: حل را زير بهينه سازي مساله بايد

min
√
xΣxT

s.t. r۱x۱ + r۲x۲ + · · ·+ rnxn ≥ E۰,

x۱ + x۲ + · · ·+ xn = ۱,
xj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , n.

(۱ .۵)

هم هنوز که شد معرفي ماکويتز۳ هري توسط ۱۹۵۹ سال در بار اولين مي نامند، معيار ميانگين‐انحراف مدل را آن که بهينه سازي مساله اين
بازده که مي کند مشخص را سبدي بهينه سازي، مساله اين بهين جواب مي شود. شناخته اقتصاد و مالي رياضيات در مهم مدل يک به عنوان
است f(x) =

√
xΣxT تابع (۱ .۵) مساله هدف تابع دارد. را ريسک ممکن مقدار کمترين نيز و نيست کمتر E۰ از آن انتظار مورد

را (۱ .۵) بهينه سازي مساله پس است. صعودي هم راديانتِ تابع يک (Σ ماتريس مولفه هاي نامنفي يودن فرض (با (۲ .۲) مثال به توجه با که
مي کنيم. ارائه ايران بورس بازار از مثالي بخش، اين انتهاي در کرد. حل ۳ بخش در ارائه شده کران و شاخه روش با مي توان

تا اسفند ۱۴۰۱ ابتداي (از اخير ماه شش در که ايران بورس بازار سهم پنج از سرمايه گذاري سبد يک که دارد تصميم شخصي .۱ .۵ مثال
نوش .۲ (وگستر)، ايرانيان سرمايه گذاري گسترش از:۱. عبارتند سهم پنج اين دهد. تشکيل داشته اند، مناسبي بازدهي مرداد ۱۴۰۲) پايان
ترتيب، همين طبق که (پرديس) پرديس سرمايه گذاري .۵ (البرز)، البرز بيمه .۴ (دهدشت)، دهدشت پتروشيمي صنايع .۳ (غپونه)، مشهد پونه
TseClient برنامه از اطلاعات (اين است شده ارائه (۷) جدول در سهام اين ماهانه بازدهي مي گيريم. نظر در ۵ تا ۱ شماره سهام را آنها

آمده اند). به دست

پرديس .۵ البرز .۴ دهدشت .۳ غپونه .۲ وگستر .۱
۰٫۲۲۱۲ ۰٫۰۱۳۸ ۰٫۳۱۹۱ ۰٫۱۹۱۴ ۰٫۱۵۶۴ اسفند ۱۴۰۱
۰٫۴۰۲۱ ۰٫۶۹۱۹ ۰٫۲۱۰۳ ۰٫۳۱۲۱ ۱٫۲۰۰۷ فروردين ۱۴۰۲
۰٫۱۲۴۰ −۰٫۱۱۸۶ ۰٫۰۵۳۶ −۰٫۱۶۳۱ ۰٫۵۰۳۹ ارديبهشت ۱۴۰۲
−۰٫۰۱۲۱ −۰٫۱۲۳۵ ۰٫۱۲۶۶ ۰٫۱۰۱۹ ۰٫۴۲۳۵ خرداد ۱۴۰۲
−۰٫۱۳۶۲ −۰٫۰۶۴۸ ۰٫۰۶۳۲ −۰٫۱۶۷۳ ۰٫۱۱۴۸ تير ۱۴۰۲
−۰٫۲۸۳۰ ۰٫۱۲۳۷ −۰٫۲۶۵۲ −۰٫۱۴۷۸ −۰٫۱۱۴۴ ۱۴۰۲ مرداد

سهام ماهانه بازدهي :۷ جدول

(۸) جدول در انتظار مورد بازده هاي اين که يافت را سهم آن انتظار مورد بازده مي توان سهم، هر ماهانه بازده هاي از گرفتن ميانگين با
شده اند. ارائه

پرديس البرز دهدشت غپونه وگستر
۰٫۰۵۲۷ ۰٫۰۸۷۱ ۰٫۰۸۴۶ ۰٫۰۲۱۲ ۰٫۳۸۰۸

سهام انتظار مورد بازدهي :۸ جدول

استفاده σi,j =
∑۶

t=۱(ri− ri,t)(rj − rj,t) رابطه از مي توان jام و iام سهم دو بازده هاي بين کواريانس محاسبه براي اکنون
شده اند. ارائه (۹) جدول در کواريانس ها اين مقادير کرد.

3Harry Markowitz
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پرديس البرز دهدشت غپونه وگستر
۰٫۰۹۴۲ ۰٫۱۰۰۱ ۰٫۰۴۵۵ ۰٫۰۶۳۰ ۰٫۲۱۱۱ وگستر
۰٫۰۴۰۹ ۰٫۰۴۱۴ ۰٫۰۲۹۷ ۰٫۰۴۳۶ ۰٫۰۶۳۰ غپونه
۰٫۰۴۰۰ ۰٫۰۰۹۴ ۰٫۰۳۹۳ ۰٫۰۲۹۷ ۰٫۰۴۵۵ دهدشت
۰٫۰۴۲۹ ۰٫۰۹۶۵ ۰٫۰۰۹۴ ۰٫۰۴۱۴ ۰٫۱۰۰۱ البرز
۰٫۰۶۱۶ ۰٫۰۴۲۹ ۰٫۰۴۰۰ ۰٫۰۴۰۹ ۰٫۰۹۴۲ پرديس

سهام بين کواريانس مقادير :۹ جدول

است: زير به صورت سهم پنج اين کواريانس ماتريس و بازده بردار بنابراين

r=(۰٫۳۸۰۸, ۰٫۰۲۱۲, ۰٫۰۸۴۶, ۰٫۰۸۷۱, ۰٫۰۵۲۷),Σ=


۰٫۲۱۱۱ ۰٫۰۶۳۰ ۰٫۰۴۵۵ ۰٫۱۰۰۱ ۰٫۰۹۴۲
۰٫۰۶۳۰ ۰٫۰۴۳۶ ۰٫۰۲۹۷ ۰٫۰۴۱۴ ۰٫۰۴۰۹
۰٫۰۴۵۵ ۰٫۰۲۹۷ ۰٫۰۳۹۳ ۰٫۰۰۹۴ ۰٫۰۴۰۰
۰٫۱۰۰۱ ۰٫۰۴۱۴ ۰٫۰۰۹۴ ۰٫۰۹۶۵ ۰٫۰۴۲۹
۰٫۰۹۴۲ ۰٫۰۴۰۹ ۰٫۰۴۰۰ ۰٫۰۴۲۹ ۰٫۰۶۱۶


نباشد کمتر سهم) پنج اين انتظار مورد بازده (ميانگين ۰٫۱۲۵۳ از آن انتظار مورد بازده که دهد تشکيل سهام اين از سبدي مي خواهد شخص

کنيم: حل را زير بهينه سازي مساله بايد بنابراين باشد. داشته را ريسک ممکن مقدار کمترين نيز و

min
√
xΣxT

s.t. ۰٫۳۸۰۸x۱ + ۰٫۰۲۱۲x۲ + ۰٫۰۸۴۶x۳ + ۰٫۰۸۷۱x۴ + ۰٫۰۵۲۷x۵ ≥ ۰٫۱۲۵۳,
x۱ + x۲ + · · ·+ x۵ = ۱,
xj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , ۵.

(۲ .۵)

بهين مقدار و بهين جواب کران، و شاخه روش از استفاده با مساله اين حل با
x̄ = (۰٫۱۵۶۲, ۰٫۰۶۲۵, ۰٫۵۹۳۸, ۰٫۱۸۷۵, ۰), f̄ = ۰٫۲۰۸۲

ترتيب، به بايد نظرش، مورد سرمايه گذاري سبد تشکيل براي شخص اين بنابراين .(۰٫۰۰۰۳ حداکثر مطلقِ خطاي مقدار (با مي آيد به دست
کند سرمايه گذاري البرز و دهدشت غپونه، وگستر، سهام در را سرمايه اش کل از درصد ۱۸٫۷۵ درصد، ۵۹٫۳۸ درصد، ۶٫۲۵ درصد، ۱۵٫۶۲
مي آيد. به دست سرمايه گذاري سبد اين ريسک براي ۰٫۲۰۸۲ مقدار اين صورت در که کند سرمايه گذاري پرديس سهم در مبلغي هيچ نبايد و
توابع وزن دار مجموع روش توسط که مي کنيم ارائه ايران بورس بازار از هدفه چند بهينه سازي مساله يک از مثالي بخش، اين انتهاي در

مي کنيم. حل کران و شاخه روش از استفاده با را آن و کرده تبديل تک هدفه بهينه سازي مساله يک به را آن هدف،
(دفارا)، فارابي داروسازي .۴ (سشرق)، شرق سيمان .۳ (وساپا)، سايپا سرمايه گذاري .۲ (وايران)، ايرانيان ليزينگ .۱ سهم شش .۲ .۵ مثال
با که هستند دسترس در سهام اين سوابق TseClient رنامه از استفاده با مفروضند. (سيمرغ) سيمرغ .۶ (فولاژ)، ايران آلياژي فولاد .۵
به صورت ۱۴۰۱ سال ابتدايي ماه شش براي سهام) اين شماره گذاري ترتيب (طبق سهم شش اين کوواريانس ماتريس اطلاعات، اين به توجه

Σ۱ =


۰٫۰۴۳۹ ۰٫۰۵۴۰ ۰٫۰۷۳۹ ۰٫۲۸۱۶ ۰٫۱۲۰۴ ۰٫۱۰۳۷
۰٫۰۵۴۰ ۰٫۱۱۳۸ ۰٫۰۸۳۷ ۰٫۰۶۱۵ ۰٫۰۳۴۴ ۰٫۱۶۱۷
۰٫۰۷۳۹ ۰٫۰۸۳۷ ۰٫۱۴۱۱ ۰٫۰۱۲۷ ۰٫۰۵۶۶ ۰٫۰۸۳۹
۰٫۲۸۱۶ ۰٫۰۶۱۵ ۰٫۰۱۲۷ ۰٫۰۷۳۹ ۰٫۱۱۸۳ ۰٫۰۶۴۵
۰٫۱۲۰۴ ۰٫۰۳۴۴ ۰٫۰۵۶۶ ۰٫۱۱۸۳ ۰٫۰۴۲۲ ۰٫۰۳۱۸
۰٫۱۰۳۷ ۰٫۱۶۱۷ ۰٫۰۸۳۹ ۰٫۰۶۴۵ ۰٫۰۳۱۸ ۰٫۲۶۸۰


به صورت ۱۴۰۱ سال انتهايي ماه شش براي

Σ۲ =


۰٫۰۵۰۶ ۰٫۰۵۲۲ ۰٫۰۶۷۳ ۰٫۱۵۴۹ ۰٫۱۳۶۱ ۰٫۰۷۸۴
۰٫۰۵۲۲ ۰٫۱۲۹۰ ۰٫۰۵۵۳ ۰٫۰۲۴۱ ۰٫۰۱۸۰ ۰٫۱۳۰۵
۰٫۰۶۷۳ ۰٫۰۵۵۳ ۰٫۱۰۷۲ ۰٫۰۳۹۶ ۰٫۱۲۸۴ ۰٫۰۷۷۳
۰٫۱۵۴۹ ۰٫۰۲۴۱ ۰٫۰۳۹۶ ۰٫۱۴۹۵ ۰٫۰۹۷۷ ۰٫۰۸۱۸
۰٫۱۳۶۱ ۰٫۰۱۸۰ ۰٫۱۲۸۴ ۰٫۰۹۷۷ ۰٫۰۶۲۵ ۰٫۰۴۹۲
۰٫۰۷۸۴ ۰٫۱۳۰۵ ۰٫۰۷۷۳ ۰٫۰۸۱۸ ۰٫۰۴۹۲ ۰٫۱۷۳۸





۱۲۵ کران و شاخه روش با صعودي هم راديانتِ توابع کمينه سازي

به صورت ۱۴۰۲ سال ابتدايي ماه شش براي و

Σ۳ =


۰٫۰۴۶۱ ۰٫۰۸۰۲ ۰٫۰۶۲۰ ۰٫۱۳۹۳ ۰٫۰۸۸۵ ۰٫۰۵۷۷
۰٫۰۸۰۲ ۰٫۰۸۷۳ ۰٫۰۴۶۶ ۰٫۰۱۰۵ ۰٫۰۲۴۷ ۰٫۱۱۸۴
۰٫۰۶۲۰ ۰٫۰۴۶۶ ۰٫۰۸۷۸ ۰٫۰۴۲۸ ۰٫۱۵۳۲ ۰٫۰۵۰۹
۰٫۱۳۹۳ ۰٫۰۱۰۵ ۰٫۰۴۲۸ ۰٫۱۷۰۰ ۰٫۱۰۵۶ ۰٫۰۴۲۰
۰٫۰۸۸۵ ۰٫۰۲۴۷ ۰٫۱۵۳۲ ۰٫۱۰۵۶ ۰٫۰۸۱۱ ۰٫۰۴۴۲
۰٫۰۵۷۷ ۰٫۱۱۸۴ ۰٫۰۵۰۹ ۰٫۰۴۲۰ ۰٫۰۴۴۲ ۰٫۱۱۲۰


به صورت ماه هجده اين براي سهم شش اين بازده بردار همچنين است.

r=(۰٫۰۵۶۶, ۰٫۰۳۸۰, ۰٫۱۳۴۱, ۰٫۰۲۷۹, ۰٫۰۴۶۰, ۰٫۰۵۲۲)

(در سرمايه گذاري سبد ريسک هاي واقع در که داريم هدف تابع سه مي گيريم: نظر در زير به صورت چندهدفه بهينه سازي مساله يک است.
اين انتظار مورد بازده (ميانگين ۰٫۰۵۹۱ از سهم شش اين از شده تشکيل سبد انتظار مورد بازده هستند. دوره سه اين در سهم) شش اين
بهينه سازي مساله اين بنابراين هستند. نامنفي سهام اين در سرمايه گذاري مقادير نيز و است برقرار بودجه محدوديت نيست. کمتر سهم) شش

است: زير به صورت چندهدفه

min
√

xΣ۱xT

min
√
xΣ۲xT

min
√
xΣ۳xT

s.t. ۰٫۰۵۶۶x۱ + ۰٫۰۳۸۰x۲ + ۰٫۱۳۴۱x۳ + ۰٫۰۲۷۹x۴ + ۰٫۰۴۶۰x۵ + ۰٫۰۵۲۲x۶ ≥ ۰٫۰۵۹۱,
x۱ + x۲ + · · ·+ x۶ = ۱,
xj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , ۶.

(۳ .۵)

اين صورت در که مي کنيم استفاده هدف توابع وزن دار مجموع روش از کار اين براي کنيم. پيدا را مساله اين کاراي نقطه يک داريم قصد اکنون
مي آوريم: به دست را زير مساله

min w۱
√

xΣ۱xT + w۲
√
xΣ۲xT + w۳

√
xΣ۳xT

s.t. ۰٫۰۵۶۶x۱ + ۰٫۰۳۸۰x۲ + ۰٫۱۳۴۱x۳ + ۰٫۰۲۷۹x۴ + ۰٫۰۴۶۰x۵ + ۰٫۰۵۲۲x۶ ≥ ۰٫۰۵۹۱,
x۱ + x۲ + · · ·+ x۶ = ۱,
xj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , ۶,

(۴ .۵)

است. صعودي هم راديانتِ تابع يک (۴ .۵) مساله هدف تابع هستند. نامنفي اعدادي و هستند هدف تابع سه اين وزن هاي w۳ و w۲ ،w۱ که
قرار است. (۳ .۵) مساله براي کارا نقطه يک (۴ .۵) مساله بهين جواب مي دانيم آنگاه باشند، مثبت اعدادي ،w۳ و w۲ ،w۱ وزن هاي اگر
براي کارا (نقطه بهين جواب که مي کنيم حل کران و شاخه روش با را (۴ .۵) مساله سپس و ،w۳ = ۳

۶ w۲ و = ۲
۶ ،w۱ = ۱

۶ مي دهيم
بهين مقدار و ((۳ .۵) مساله

x̄ = (۰, ۰٫۳۸۶۳, ۰٫۳۱۶۴, ۰٫۲۹۷۳, ۰, ۰), f̄ = ۰٫۲۵۴۷

مي آيند. به دست

نتيجه گيري ۶
هستند نيم فضا يک با سادک يک اشتراک به صورت که Rn

+ از زيرمجموعه هايي روي صعودي هم راديانتِ توابع بهينه سازي مساله مقاله، اين در
نوع اين از کاربردي به عنوان سپس داديم. قرار بررسي مورد را بهينه سازي مساله هاي از دسته اين حل براي کران و شاخه روش و کرده ارائه را
روش از استفاده با را مدل اين و پرداخته معيار ميانگين‐انحراف مدل عنوان تحت مالي، رياضيات از مهمي مدل ارائه به بهينه سازي، مساله هاي
محاسبات، انجام زمان نظر از کران، و شاخه روش مي دهد نشان عددي، مثال هاي بخش در ارائه شده مساله هاي کرديم. حل کران و شاخه
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روش هاي از بسياري به نسبت بزرگي بسيار مزيت که مي کند پيدا را مساله سراسري بهين مقدار روش، اين آن که به ويژه مي کند. عمل خوب
است. ديگر

مانند ،Rn
+ از کلي تري زيرمجموعه هاي روي صعودي هم راديانتِ توابع بهينه سازي مساله بررسي به داريم قصد آينده، پژوهش هاي براي

روش اين خطاي پيداکردن نيز و کران و شاخه روش حساسيت تحليل همچنين بپردازيم. ستاره گون مجموعه هاي و کلي چندوجهي هاي
باشد. زمينه اين در اساسي پژوهش يک مي تواند
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Abstract: Branch and bound algorithm is a widespread method for global optimization. This algorithm
partition the feasible set of the optimization problem through a branching method and then calculates an
upper bound and a lower bound for each member of the partition using a bounding method. Finally, the
branch and bound method compares the obtained bounds and the objective function values   with each other
and removes the members of the partition that do not contain an optimal point. In this paper, the branch
and bound algorithm for optimizing increasing co­radiant functions on subsets ofRn

+ which are presented
in the form of intersection a half space with a simplex (the purpose of considering such feasible sets is to
examine a model of financial mathematics, called the mean­standard deviation model). We use the concept
of abstract convexity of increasing co­radiant functions for bounding (finding lower bounds). In the end,
as an application of this optimization problem, we propose the mean­standard deviation model of portfolio
optimization and solve it with the branch and bound method.

Keywords: Branch and bound algorithm, Portfolio optimization, Mean­standard deviation model,
Abstract convexity, Increasing co­radiant functions.
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