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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۲۸ ‐۱۷ ص ،۴ شماره ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

رسته ديدگاه از پالايه ها و اوليه ها گريل ها، ايده آل ها  ،

طلابيگي(۲) امين و ۱ مير حسين خاني(۱) قاسم

ايران سيرجان، سيرجان، صنعتي دانشگاه کامپيوتر، علوم و رياضي دانشکده رياضي، گروه (۱)

ايران تهران، تهران، پيام نور دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (۲)

علي آباد رضايي علي مسئول: دبير

۱۴۰۳/۸/۹ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۱۲/۱۶ دريافت: تاريخ

مطالعه در مهمي و اساسي نقش که را پالايه  و اوليه  گريل ، ايده آل ، مفاهيم رسته اي ويژگي هاي مقاله، اين در چکيده:
همه ي که داده اند نشان رسته، ديدگاه به توجه بدون محققين بعضي مي دهيم. قرار بررسي مورد دارند توپولوژي فضاهاي
که مي دهيم نشان سپس و تعريف را مفاهيم اين از يک هر رسته نتيجه در و ريخت ها اينجا در معادل اند. مفاهيم اين
به جزء رسته ها اين که است شده داده نشان مهم نتيجه يک به عنوان يکريخت اند. باهم پالايه ها رسته به جزء آنها همه ي
خواص از بسياري بنابراين، نيستند. جبري اما هم کامل اند و کامل نتيجه در توپولوژيکي  اند، رسته هاي پالايه ها، رسته
رسته ساختارهاي بعضي سرانجام، کرد. بررسي و بيان مفاهيم اين از يک هر برحسب مي توان به راحتي را توپولوژي

مي شود. داده شرح ايده آل ها

رسته. پالايه، اوليه، گريل، ايده آل، کليدي: واژه هاي

54A20; 54A99; 55U40; 18A30 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
دارند. توپولوژي فضاهاي مطالعه در مهمي و اساسي نقش که کلاسيکي   اند ساختارهاي ۵ پالايه  و اوليه ۴ گريل ۳، ايده آل ۲،

کارتان توسط ۱۹۳۷ سال در پالايه ها است. عمومي توپولوژي فضاي در همگرايي توصيف براي طبيعي بسيار روشي پالايه ها مطالعه
پالايه ها به کامل تکيه .[۶] کرد استفاده خود مباحث در نتيجه چندين اثبات براي پالايه ها از بورباکي ۱۹۴۰ سال در شدند. معرفي [۸ ،۷]
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وجود [۲۱] روت مقاله در ۱۹۱۴ سال اوايل در پالايه مفهوم از ردپايي يافت. [۱۵] در کوالسکي توسط مي توان را توپولوژي توسعه براي
مهمي ابزار همچنين پالايه ها دارند. کاربرد مهندسي و کامپيوتر علوم در که دارند فازي فضاهاي توسعه در اساسي نقش پالايه ها اخيراً، دارد.
را ايده آل ايده کوراتوفسکي .[۴] مي شود استفاده تابعي آناليز در توپولوژيکي غير همگرايي مفاهيم توصيف براي محققان توسط که هستند
استفاده توپولوژي فضاهاي خواص بررسي و مطالعه براي ايده آل از محققين از بسياري سپس و [۱۶] کرد معرفي پالايه دوگان مفهوم به عنوان

کردند. معرفي مجموعه يک روي معين توپولوژي يک از ايده آل استفاده با را جديدي توپولوژي فضاي [۱۳] هملت و يانکوويچ کردند.
ترون بعدها، .[۱۱] شد ارائه ۱۹۴۷ سال در شوکه توسط که است گريل توپولوژي کلاسيک ساختارهاي از ديگر يکي مشابه، به طور
حسب بر را بستار فضاي توسيع ايده هاي [۹] شادوپدياي و ترون ،۱۹۷۷ سال در کرد. معرفي گريل ها در را مجاورتي ساختارهاي [۳۰]
زمان، آن از دادند. قرار  استفاده مورد مروتوپيک فضاهاي مطالعه براي را گريل ،[۱۰] همکاران و شادوپدياي اين، بر علاوه  کردند. بيان گريل
مورد گريل ها با را مختلفي توپولوژيکي خواص [۲۴–۲۲] موکرجي و روي است. گرفته قرار استفاده مورد توپولوژي در شدت به گريل ساختار
فضاي موداک شدند. معرفي ديگر بسياري و [۲۰] عزام و ناصف ،[۲۵] همکاران و روي توسط گريل اساس بر عملگرها دادند. قرار مطالعه
داد. قرار بررسي مورد δ‐مجموعه ها  در را گريل ساختارهاي [۱۲] هوسني .[۱۸ ،۱۷] داد قرار مطالعه مورد را مرتبط خواص و پالايه‐گريل
و [۱۹ ،۳] در گريل ها طريق از فضاها پيشرفته مختلف نتايج اين، بر علاوه شدند. داده شرح [۲۹] در گريل ها طريق از بستار سيستم هاي
و الکساندرف فشرده سازي معروف قضاياي گريل، از بهره گيري با [۵] و [۲۶] در به ترتيب طلابيگي گرفتند. قرار بررسي مورد ديگر بسياري
طلابيگي همچنين نمود. اثبات انتخاب اصل با را تيخونوف) فشردگي (تعميم دوم قضيه بودن معادل  به علاوه داد، تعميم را تيخونوف فشردگي
ساختار به عنوان اوليه مفهوم اخيراً، کرد. معرفي را توپولوژيک فضاي يک توپولوژي تغيير جهت روشهايي گريل، از استفاده با [۲۸] و [۲۷] در

است. شده ارائه معين توپولوژي يک از جديد توپولوژي فضاي يک ساختن جهت [۱] همکاران و آچاريا توسط گريل دوگان
نويسندگان [۱۴] مقاله در مي دهيم. قرار بررسي و مطالعه مورد را پالايه و اوليه  گريل ، ايده آل ، مفاهيم رسته اي ويژگي هاي مقاله، اين در
تنظيم زير شرح به مقاله اين معادل اند. شده بيان آنها برحسب که توپولوژيکي مفاهيم از بسياري نتيجه در گريل، و ايده آل که داده اند نشان
مفاهيم اين از يک هر تعريف براي ديگري معادل شرط همچنين مي شوند، بيان مقاله در نياز مورد مقدمات و مفاهيم ،۲ بخش در است: شده
ايده آل هاي يعني ايد ه آل ها از کوچکتري گردايه با پالايه ها اما معادل اند، هم با اوليه  گريل ، ايده آل ، که داده مي شود نشان آن از استفاده با و بيان
در که مي دهيم نشان سپس و معرفي را رسته  نوع دو نتيجه در و مفاهيم اين از کدام هر براي را توابع از نوع دو ،۳ بخش در معادل اند. سره
است. يکريخت سره ايده آل هاي پر زيررسته با پالايه ها رسته به علاوه، يکريخت اند. هم با اوليه ها و گريل ها ايده آل ها، رسته هاي حالت دو هر
اما هم کامل اند و کامل نتيجه در توپولوژيکي  اند، رسته هاي پالايه ها، رسته به جز رسته ها اين همه ي که مي دهيم نشان مهم نتيجه يک به عنوان
رسته  در را هم برابرسازها و برابرسازها هم ضرب ها، ضرب ها، مانند هم حدي، و حدي ساختارهاي بعضي ،۴ بخش در سرانجام نيستند. جبري

مي دهيم. شرح ايده آل ها

اوليه تعاريف و مفاهيم ۲
کند: صدق زير شرايط در هرگاه مي ناميم، X روي ايده آل يک را X ناتهي مجموعه يک زيرمجموعه هاي از I گردايه [۱۶] .۱ .۲ تعريف

،I ̸= ∅ .۱

،B ∈ I B، آن گاه ⊆ A و A ∈ I اگر .۲

.A ∪B ∈ I B، آن گاه ∈ I و A ∈ I اگر .۳

کند: صدق زير شرايط در هرگاه مي ناميم، X روي گريل يک را X ناتهي مجموعه يک زيرمجموعه هاي از G گردايه [۱۱] .۲ .۲ تعريف

،∅ /∈ G .۱

،B ∈ G A، آن گاه ⊆ B و A ∈ G اگر .۲

.B ∈ G يا A ∈ G A، آن گاه ∪B ∈ G اگر .۳

G اگر مي کنيم يا د آوري مي کنيم. استفاده مربوطه مجموعه در A مجموعه متمم براي Ac از نمادگذاري ها راحتي براي مقاله اين در
ويژگي اين .Ac ∈ G يا A ∈ G يا X از A زيرمجموعه هر براي نتيجه در .X ∈ G آنگاه باشد، X مجموعه روي ناتهي گريل يک

کرد. بيان آن برحسب بتوان راحت تر را توپولوژي خواص تا مي کند کمک گريل خوب

کند: صدق زير شرايط در هرگاه مي ناميم، X روي اوليه يک را X ناتهي مجموعه يک زيرمجموعه هاي از P گردايه [۱] .۳ .۲ تعريف

،X /∈ P .۱



۱۹ پالايه ها و اوليه ها گريل ها، ايده آل ها  ،

،B ∈ P B، آن گاه ⊆ A و A ∈ P اگر .۲

.B ∈ P يا A ∈ P A، آن گاه ∩B ∈ P اگر .۳

کند: صدق زير شرايط در هرگاه مي ناميم، X روي پالايه يک را X ناتهي مجموعه يک زيرمجموعه هاي از F گردايه [۱۶] .۴ .۲ تعريف

،F ̸= ∅ و ∅ /∈ F .۱

،B ∈ F A، آن گاه ⊆ B و A ∈ F اگر .۲

.A ∩B ∈ F B، آن گاه ∈ F و A ∈ F اگر .۳

و I = {∅} بنابراين، است. تهي مجموعه شامل ايده آل هر که مي دهند نتيجه ايده آل تعريف در (۲) و (۱) شرايط .۵ .۲ ملاحظه
است. X تواني مجموعه P (X) آن در که مي باشند، X ناتهي مجموعه روي ايده آل ها بزرگترين و کوچکترين ترتيب به I = P (X)

.X /∈ I ديگر به عبارت ،I ̸= P (X) هرگاه مي  ناميم، سره را I ايده آل

کوچکترين F = {X} بنابراين، است. X مجموعه شامل پالايه هر که مي دهند نتيجه پالايه تعريف در (۲) و (۱) شرايط .۶ .۲ ملاحظه
P = و G = P (X) \ {∅} اما ،X روي اوليه و گريل کوچکترين G = P = ∅ ديگر طرف از است. X روي پالايه
باشد، داشته عنصر دو حداقل X اگر که مي شود ديده به راحتي همچنين هستند. X روي اوليه و گريل بزرگترين به ترتيب P (X) \ {X}

نيست. X روي پالايه يک F = P (X) \ {∅} آن گاه

است: کرده بيان زير به صورت شرط يک تحت را گريل تعريف (۳) و (۲) شرايط طلابيگي [۲۶] در

A ∪B ∈ G ⇐⇒ A ∈ G ∨ B ∈ G.

داريم. مي شود نتيجه تعاريف از به راحتي که را زير گزاره مشابه، به طور

کرد: بيان زير به صورت شرط يک تحت مي توان به ترتيب را پالايه و اوليه گريل، ايده آل، تعاريف در (۳) و (۲) شرايط .۷ .۲ گزاره

.B ∈ I و A ∈ I اگر فقط  و اگر A ∪B ∈ I .۱

.B ∈ P يا A ∈ P اگر فقط  و اگر A ∩B ∈ P .۲

.B ∈ F و A ∈ F اگر فقط  و اگر A ∩B ∈ F .۳

را F(I) و P(I) ،G(I) گردايه هاي I با متناطر اين صورت در باشد. X ناتهي مجموعه روي ايده آل يک I کنيد فرض .۸ .۲ تعريف
مي کنيم: تعريف زير به صورت

.G(I) := {A ⊆ X | A /∈ I} .۱

.P(I) := {A ⊆ X | Ac /∈ I} .۲

.F(I) := {A ⊆ X | Ac ∈ I} .۳

اوليه و گريل به ترتيب P(I) و G(I) گردايه هاي اين صورت در باشد. X ناتهي مجموعه روي ايده آل يک I کنيد فرض .۹ .۲ گزاره
است. X روي پالايه F(I) آن گاه باشد، سره I اگر به علاوه، هستند. X روي

داريم: ،۷ .۲ گزاره بنابر ديگر، طرف از .∅ /∈ G(I) پس ،∅ ∈ I چون اثبات.

A ∪B ∈ G(I) ⇐⇒ A ∪B /∈ I ⇐⇒ A /∈ I ∨ B /∈ I ⇐⇒ A ∈ G(I) ∨ B ∈ G(I).

است. مشابه به طور هم حالات بقيه برهان است. گريل يک G(I) بنابراين،

I(P) ،I(G) گردايه هاي اين صورت در اند. X ناتهي مجموعه روي پالايه و اوليه گريل، به ترتيب F و P ،G کنيد فرض .۱۰ .۲ تعريف
مي کنيم: تعريف زير به صورت را I(F) و
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.I(G) := {A ⊆ X | A /∈ G} .۱

.I(P) := {A ⊆ X | Ac /∈ P} .۲

.I(F) := {A ⊆ X | Ac ∈ F} .۳

داريم. را زير گزاره ،۹ .۲ گزاره برهان مشابه و تعاريف به توجه با

،I(G) گردايه هاي اين صورت در باشند. X ناتهي مجموعه روي پالايه و اوليه گريل، به ترتيب F و P ،G کنيد فرض .۱۱ .۲ گزاره
اند. X مجموعه روي ايده آلهايي I(F) و I(P)

زير روابط اين صورت در باشند. X ناتهي مجموعه روي پالايه و اوليه گريل، ايده آل، به ترتيب F و P ،G ،I کنيد فرض .۱۲ .۲ گزاره
برقرارند:

.G(I(G)) = G و I(G(I)) = I .۱

.P(I(P)) = P و I(P(I)) = I .۲

.F(I(F)) = F و I(F(I)) = I آن گاه باشد، سره I اگر .۳

است. برقرار نتيجه ،۱۰ .۲ تعريف از به راحتي اثبات.

را X روي گريل ها تمام گردايه ،Id(X) با را X روي ايده آل ها تمام گردايه اين صورت در باشد. ناتهي مجموعه يک X کنيد فرض
گردايه به علاوه، مي دهيم. نمايش Fi(X) با را X روي پالايه ها تمام گردايه ،Pr(X) با را X روي اوليه ها تمام گردايه ،Gr(X) با

مي دهيم. نمايش Idp(X) با را X روي سره ايده آل هاي تمام

داريم: را مجموعه ها از زير يک  به يک) (تناظر يکريختي .۱۳ .۲ قضيه

Id(X) ∼= Gr(X) ∼= Pr(X), Idp(X) ∼= Fi(X).

توابع که مي دهد نشان ساده بررسي يک ،۱۲ .۲ گزاره بنابر اثبات.
،Φ(I) = G(I) ضابطه هاي با Ω : Idp(X) → Fi(X) و Ψ : Id(X) → Pr(X) ،Φ : Id(X) → Gr(X)

اند. يک     به يک  تناظر همگي Ω(I) = F(I) و Ψ(I) = P(I)

است: X ناتهي مجموعه روي ايده آلي زير گردايه هاي از يک هر .۱۴ .۲ مثال

،X متناهي زيرمجموعه هاي .۱

،X شماراي زيرمجموعه هاي .۲

،X متريک فضاي يک کراندار زيرمجموعه هاي .۳

،X متريک فضاي يک کلاًکراندار زيرمجموعه هاي .۴

.X متريک فضاي يک فشرده ي بستار با زيرمجموعه هاي .۵

داريم. را اوليه ها و گريل ها از مثالهايي قبل، مثال ايده آل هاي از کدام هر با متناظر ،۱۳ .۲ قضيه بنابر



۲۱ پالايه ها و اوليه ها گريل ها، ايده آل ها  ،

پالايه ها و اوليه ها گريل ها، ايده آل ها، رسته  ۳
نشان سپس و معرفي را قبل بخش در شده تعريف کلاسيک مفاهيم از يک هر براي رسته  نوع دو نتيجه در و ريخت نوع دو ابتدا بخش، اين در
سره ايده آل هاي پر زيررسته با پالايه ها رسته به علاوه، يکريخت اند. هم با اوليه ها و گريل ها ايده آل ها، رسته هاي حالت دو هر در که مي دهيم
کامل نتيجه در توپولوژيکي  اند، رسته هاي پالايه ها، رسته به جز رسته ها اين همه ي که مي دهيم نشان مهم نتيجه يک به عنوان است. يکريخت

ببينيد. را [۲] مرجع مي توانيد رسته نظريه بيشتر جزئيات و اساسي مفاهيم براي نيستند. جبري اما هم کامل اند و

زوجهاي اين صورت در باشند. X ناتهي مجموعه روي پالايه و اوليه گريل، ايده آل، به ترتيب F و P ،G ،I کنيد فرض .۱ .۳ تعريف
مي ناميم. پالايه فضاي و اوليه فضاي گريل، فضاي ايده آل، فضاي به ترتيب را (X,F) و (X,P) ،(X,G) ،(X, I)

ديدگاه دو توپولوژي فضاهاي در ايد ه آل ها استفاده به توجه با ديگر آن، هم ارز مفاهيم نتيجه در و ايده آل فضاهاي بين توابع تعريف براي
مطالعه در اساسي ايده آل هاي از يکي بر مي گردانند. را ايده آل ها که توابعي ديگري و مي کنند حفظ را ايده آل ها که توابعي يکي دارد، وجود
ناميده سره توابع برمي گردانند، را کراندار مجموعه هاي که توابعي معمولاً است. کراندار مجموعه هاي تمام گردايه متريک، توپولوژي فضاهاي

داريم. را زير تعاريف بنابراين مي شوند.

،A ∈ I هر براي هرگاه مي ناميم، ايده آل نگاشت يک را ايده آل فضاهاي بين f : (X, I) → (Y, I ′) تابع .۱ .۲ .۳ تعريف
.f(A) ∈ I ′ باشيم داشته

باشيم داشته ،A /∈ G هر براي هرگاه مي ناميم، گريل نگاشت يک را گريل فضاهاي بين f : (X,G) → (Y,G ′) تابع .۲
.f(A) /∈ G ′

باشيم داشته ،A /∈ P هر براي هرگاه مي ناميم، اوليه نگاشت يک را اوليه فضاهاي بين f : (X,P) → (Y,P ′) تابع .۳
.(f(Ac))c /∈ P ′

باشيم داشته ،A ∈ F هر براي هرگاه مي ناميم، پالايه نگاشت يک را پالايه فضاهاي بين f : (X,F) → (Y,F ′) تابع .۴
.(f(Ac))c ∈ F ′

هر براي هرگاه مي ناميم، ايده آل سره نگاشت يک را ايده آل فضاهاي بين f : (X, I) → (Y, I ′) تابع .۱ .۳ .۳ تعريف
.f−۱(B) ∈ I باشيم داشته ،B ∈ I ′

باشيم داشته ،B /∈ G ′ هر براي هرگاه مي ناميم، گريل سره نگاشت يک را گريل فضاهاي بين f : (X,G) → (Y,G ′) تابع .۲
.f−۱(B) /∈ G

باشيم داشته ،B /∈ P ′ هر براي هرگاه مي ناميم، اوليه سره نگاشت يک را اوليه فضاهاي بين f : (X,P) → (Y,P ′) تابع .۳
.f−۱(B) /∈ P

داشته ،B ∈ F ′ هر براي هرگاه مي ناميم، پالايه سره نگاشت يک را پالايه فضاهاي بين f : (X,F) → (Y,F ′) تابع .۴
.f−۱(B) ∈ F باشيم

f : تابع اگر فقط و اگر است ايده آل نگاشت يک ايده آل، فضاهاي بين f : (X, I) → (Y, I ′) تابع .۴ .۳ گزاره
فضاهاي بين f : (X,G) → (Y,G ′) تابع مشابه، به طور باشد. گريل نگاشت يک (X,G(I)) → (Y,G(I ′))
با به علاوه، باشد. ايده آل نگاشت يک f : (X, I(G)) → (Y, I(G ′)) تابع اگر فقط و اگر است گريل نگاشت يک گريل،

است. برقرار نيز سره نگاشتهاي همچنين (پالايه)، اوليه  نگاشت براي مشابه نتيجه گزاره، در G به جاي (F ) P جايگذاري

است. برقرار نتيجه ساده بررسي يک با ۳ .۳ و ۲ .۳ ،۸ .۲ تعاريف بنابر اثبات.

است. پالايه) اوليه، گريل، (به ترتيب ايده آل نگاشتي پالايه)، اوليه، گريل، (به ترتيب ايده آل نگاشت هاي ترکيب که ديد مي توان به راحتي
بنابراين است. پالايه) اوليه، گريل، (به ترتيب ايده آل سره نگاشتي پالايه )، اوليه، گريل، (به ترتيب ايده آل سره نگاشت هاي ترکيب مشابه، به طور
و پالايه) اوليه، گريل، (به ترتيب ايد ه آل فضاهاي همه ي آن اشيا ء که رسته  اي اول، نوع کنيم. تعريف مي توانيم ريخت ها براساس رسته نوع دو
دوم، نوع و نمايش (Fil ،Pri ،Gri (به ترتيب Ide نماد با را است پالايه) اوليه، گريل، (به ترتيب ايده آل نگاشتهاي همه ي آن ريختهاي
گريل، ترتيب (به ايده آل سره نگاشتهاي همه ي آن ريختهاي و پالايه) اوليه، گريل، (به ترتيب ايد ه آل فضاهاي همه ي آن اشيا ء که رسته  اي
آن اشيا ء که Ide و Ide از پر زيررسته هاي همچنين، مي دهيم. نمايش (Fil ،Pri ،Gri (به ترتيب Ide نماد با را است پالايه) اوليه،

مي دهيم. نمايش Idep و Idep نمادهاي با به ترتيب را است سره ايده آل فضاهاي همه ي
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،X = ∅ خاص حالت در گرفتيم. فرض ناتهي را X مجموعه مي بينيد پالايه و اوليه گريل، ايده آل، تعاريف در که همان طور .۵ .۳ ملاحظه
شرايط در گردايه ها اين از هيچ کدام اما مي کند، صدق اوليه هم و گريل هم تعريف شرايط در ∅ گردايه و ايده آل تعريف شرايط در {∅} گردايه
،(∅, {∅}) تهي ايده آل فضاي است، تهي توپولوژي فضاي شامل که توپولوژي فضاهاي رسته همانند اينجا، در نمي کنند. صدق پالايه تعريف
مي گيريم. نظر در Pri و Gri ،Ide رسته هاي در به ترتيب تهي فضاي به عنوان را (∅, ∅) تهي اوليه فضاي و (∅, ∅) تهي گريل فضاي
،Ide رسته هاي در ابتدايي شي  ء که است معني بدين اين رسته اي، ديدگاه از ندارد. قرار Idep و Fil رسته هاي در تهي فضاي به علاوه،
دوم نوع رسته هاي براي مشابه نتيجه همچنين ، ندارد. وجود ابتدايي شي ء Idep و Fil رسته هاي در اما است، تهي فضاي Pri و Gri

است. برقرار نيز

برقرارند: زير رسته اي يکريختي هاي .۶ .۳ قضيه

Ide ∼= Gri ∼= Pri, Fil ∼= Idep,

Ide ∼= Gri ∼= Pri, Fil ∼= Idep.

،F : Ide → Gri تابعگون هاي که مي دهد نشان ساده بررسي يک ،۴ .۳ و ۱۲ .۲ گزاره هاي بنابر اثبات.
نظراند: مورد رسته هاي بين يکريختي همگي زير ضابطه هاي با H : Idep → Fil و G : Ide → Pri

F ((X, I) f→(Y, I ′)) = (X,G(I)) f→(Y,G(I ′)),

G((X, I) f→(Y, I ′)) = (X,P(I)) f→(Y,P(I ′)),

H((X, I) f→(Y, I ′)) = (X,F(I)) f→(Y,F(I ′)).

صادق اند. نيز دوم نوع رسته هاي براي تابعگون ها همان به علاوه،

رسته يک مي ناميم. X روي ملموس رسته يک را (A, U) زوج آن گاه باشد، باوفا تابعگون يک U : A → X اگر .۷ .۳ تعريف
اشياء تمام رده ي ،X ∈ X شيء هر براي همچنين، مي ناميم. ساختار يک را مي دهيم) نمايش Set با (که مجموعه ها رسته روي ملموس

مي ناميم: X تار را زير پيش جزئي رابطه به همراه U(A) = X که A ∈ A
باشد، موجود f : A → B ريخت ديگر عبارت به باشد، A‐ريخت يک idX : U(A) → U(B) اگر فقط و اگر A ≤ B

است. هماني ريخت نماد idX در اينجا که ،U(f) = idX به طوري که

ريخت F (f) در صورتي که است هماني ريخت ،f A‐يکريختي يک هرگاه مي ناميم، بخششي را F : A → B تابعگون .۸ .۳ تعريف
باشد. بخششي U تابعگون هرگاه گوييم، بخششي را (A, U) ملموس رسته به علاوه، باشد. هماني

باشد. مرتب جزئا آن تارهاي رده ي اگر فقط و اگر است بخششي (A, U) ملموس رسته کنيد توجه

باشد. مجموعه يک آن تارهاي رده ي هرگاه گوييم، تار‐کوچک را (A, U) ملموس رسته .۹ .۳ تعريف

هر براي اين صورت در باشند. فراموش کار تابعگون هاي Ū : Ide → Set و U : Ide → Set کنيد فرض .۱۰ .۳ ملاحظه
اگر I ≤ I ′ ديگر عبارت به است، شمول مرتب جزئاً رابطه همراه به Id(X) گردايه يکريختي حد تا U به نسبت X تار ،X مجموعه
اگر وفقط اگر I ≤ I ′ ديگر عبارت به است، ابر شمول مرتب جزئاً رابطه همراه به Id(X) گردايه Ū به نسبت اما ،I ⊆ I ′ اگر وفقط
تار‐کوچک و بخششي ملموس رسته هايي دو هر نتيجه در مرتب اند ، جزئاً  مجموعه هاي Ide و Ide رسته هاي تارهاي بنابراين، .I ′ ⊆ I

هستند. مجموعه ها رسته روي

يک B آن در که ،(B fi→GAi)i∈I به صورت B رسته در ريخت ها از رده يک باشد. تابعگون يک G : A → B کنيد فرض
مي ناميم. G‐ساختار منبع يک را است A در اشياء از رده يک {Ai | i ∈ I} و B در شيء

مي ناميم، G‐ابتدايي را A رسته در S = (A
fi→Ai)i∈I منبع باشد. تابعگون يک G : A → B کنيد فرض .۱۱ .۳ تعريف

يکتا ريخت ،GT = GS ◦ h که h : GB → GA B‐ريخت هر و A رسته در T = (B
gi→Ai)i∈I منبع هر براي هرگاه

.Gh̄ = h و T = S ◦ h̄ به طوري  که باشد، موجود h̄ : B → A

به علاوه، باشد. يکتا G‐ابتدايي بالابر يک داراي G‐ساختار منبع هر هرگاه مي ناميم، توپولوژيک را G : A → B تابعگون .۱۲ .۳ تعريف
باشد. توپولوژيک U تابعگون هرگاه گوييم، توپولوژيک را (A, U) ملموس رسته



۲۳ پالايه ها و اوليه ها گريل ها، ايده آل ها  ،

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. تار‐کوچک ملموس رسته ي يک (A, U) کنيد فرض .۱۳ .۳ قضيه
است، توپولوژيک (A, U) .۱

است. يکتا انتهايي بالابر يک داراي (UAi
fi→X)i∈I کوچک ساختار چاهک هر .۲

از دلخواه خانواده هر اشتراک که آنجا از کنيم. ياد آوري را ايده آل ها ساختارهاي بعضي داريم نياز بخش اين اساسي قضيه اثبات براي
شامل ايده آل ها همه اشتراک ،S شامل ايد ه آل کوچکترين ،S مانند X زير مجموعه هاي از گردايه هر براي بنابراين است، ايده آل ايده آل ها،

داريم: را زير لم دو تعريف، به توجه با مي دهيم. نمايش < S > نماد با که است S
موجود S عناصر از {Ai | i ∈ I} متناهي خانواده اگر فقط و اگر است < S > ايده آل به متعلق X از B مجموعه زير .۱۴ .۳ لم

.B ⊆
∪

i∈I Ai به طوري که باشد
{fi : X → Yi | i ∈ J} و ايده آل فضاهاي از خانواده اي {(Yi, Ii) | i ∈ J} و دلخواه مجموعه يک X کنيد فرض .۱۵ .۳ لم

اين صورت: در باشند. X مشترک دامنه با توابع از خانواده اي
توابع همه ي به طوري که است X روي ايده آل کوچکترين I∗ آن گاه ،I∗ := {A ⊆ X | f(A) ∈ Ii,∀ i ∈ J} اگر .۱

ايده آلي اند. نگاشتهاي fi : (X, I∗) → (Yi, Ii)

به طوري که است X روي ايد ه آل کوچکترين I∗ آن گاه ،I∗ :=< S > و
∪

i∈J{f
−۱
i (B) | B ∈ Ii} گردايه S اگر .۲

ايده آلي اند. سره نگاشتهاي fi : (X, I∗) → (Yi, Ii) توابع همه ي
مي ناميم. (fi)i∈J منبع توسط دوم نوع و اول نوع القايي ايد ه آل هاي به ترتيب را قبل لم در I∗ و I∗ ايده آل هاي

و Ide رسته هاي ديگر به عبارت توپولوژيک اند، Ū : Ide → Set و U : Ide → Set فراموش کار تابعگون هاي .۱۶ .۳ قضيه
توپولوژيکي اند. ساختار هاي Ide

{fi : X → Yi | i ∈ J} و ايده آل فضاهاي از خانواده اي {(Yi, Ii) | i ∈ J} و دلخواه مجموعه يک X کنيد فرض اثبات.
تعريف (fi)i∈J منبع توسط اول نوع القايي ايده آل I∗ کنيد فرض است. توپولوژيک U مي دهيم نشان ابتدا باشند. توابع از خانواده اي
که مي دهيم نشان اکنون ايده آل اند. نگاشتهاي fi : (X, I∗) → (Yi, Ii) توابع همه ي اين صورت در باشد. ۱۵ .۳ لم در شده
به طوري که تابع يک g : Z → X و دلخواه ايده آل فضاي يک (Z, I ′) کنيد فرض است. ابتدايي U به نسبت ،(fi)i∈J منبع
،i ∈ J هر به ازاي آن گاه ،B ∈ I ′ اگر باشد. ايد ه آل نگاشت fi ◦ g : (Z, I ′) → (Yi, Ii) تابع ،i ∈ J هر براي
توپولوژيک اثبات براي است. ايده آل نگاشت يک g مي دهد نشان که ،g(B) ∈ I∗ ،I∗ ايد ه آل تعريف طبق نتيجه، در .fi(g(B)) ∈ Ii

توابع همه ي اين صورت در باشد. ۱۵ .۳ لم در شده تعريف (fi)i∈J منبع توسط دوم نوع القايي ايده آل I∗ کنيد فرض Ū تابعگون بودن
فرض دوباره است. ابتدايي Ū به نسبت (fi)i∈J منبع که مي دهيم نشان اکنون ايده آلي اند. سره نگاشتهاي fi : (X, I∗) → (Yi, Ii)
fi◦g : (Z, I ′) → (Yi, Ii) تابع ،i ∈ J هر براي به طوري که تابع يک g : Z → X و دلخواه ايده آل فضاي يک (Z, I ′) کنيد
نتيجه، در .A = f−۱

i (B) به طوري که است موجود B ⊆ Yi و i ∈ J عنصر آن گاه ،A ∈ S اگر باشد. ايد ه آل سره نگاشت
نشان ساده بررسي يک ۱۴ .۳ لم بنابر مي شود، توليد S گردايه توسط I∗ ايده آل که آنجا از .g−۱(A) = g−۱(f−۱

i (B)) ∈ I∗

بنابراين، مي شود. نتيجه ايده آل ها رسته  هاي بودن بخششي خاصيت از به راحتي منبع يکتايي سرانجام، است. ايده آل سره نگاشت يک g مي دهد
است. کامل برهان ،۱۳ .۳ قضيه طبق

داريم: را زير نتايج توپولوژيک، ساختارهاي خصوصاً توپولوژيک، رسته هاي مهم خواص و قبل قضيه بنابر
برقرارند. زير گزاره هاي اين صورت در باشد. Ide يا Ide رسته در ريختي f کنيد فرض .۱۷ .۳ نتيجه

باشد. يک به يک اگر فقط و اگر است تکريختي f .۱

باشد. پوشا اگر فقط و اگر است بروريختي f .۲
هم کامل اند. و کامل همگي Pri و Gri ،Pri ،Gri رسته هاي ،۶ .۳ قضيه طبق نتيجه در و Ide و Ide رسته هاي .۱۸ .۳ نتيجه

را A رسته و است بروريختي هم و تکريختي هم هرگاه مي ناميم، ريخت دوتايي را A رسته در f ريخت مي کنيم ياد آوري .۱۹ .۳ ملاحظه
Ide و Ide رسته هاي در ريخت هاي دوتايي ،۱۷ .۳ نتيجه طبق بنابراين هستند. يکريختي ها دقيقاً ريختهاي دوتايي هرگاه مي ناميم، متعادل
I۱ = {∅} ناتهي، مجموعه يک X اگر مثال، به عنوان نيستند. يکريختي لزوماً اما دوسوئي اند، ايده آل سره و ايده آل نگاشتهاي به ترتيب
تابع و نيست يکريختي که است Ide رسته در ريخت دوتايي يک id : (X, I۱) → (X, I۲) هماني تابع آن گاه ،I۲ = P (X) و
و نوع دو هر از ايد ه آل ها رسته  بنابراين نيست. يکريختي که است Ide رسته در ريخت دوتايي يک id : (X, I۲) → (X, I۱) هماني
خواص و تعريف براي نيستند، جبري رسته ها اين از هيچ کدام نتيجه در نيستند. متعادل نوع دو هر از اوليه ها و گريل ها رسته هاي مشابه به طور

ببينيد. مي توانيد را [۲] مرجع جبري رسته هاي
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ايد ه آل ها رسته  ساختارهاي بعضي ۴

شرح Ide و Ide رسته هاي در را هم برابرسازها و برابرسازها هم ضرب ها، ضرب ها، مانند هم حدي، و حدي ساختارهاي بعضي بخش اين در
رسته با اينکه به  توجه با اما نيست، جبري و توپولوژيک رسته نتيجه در ندارد، ابتدايي شيء پالايه ها رسته که آنجا از به علاوه، مي دهيم.
اشاره آن به ايده آل ها رسته  در آنها معرفي ضمن که دارد مشابه به طور را هم حدي و حدي ساختارهاي بعضي است، يکريخت سره ايد ه آل هاي

مي کنيم.

به همراه (
∏

i∈J Xi, I∗) ايد ه آل فضاي ايده آل، فضاهاي از {(Xi, Ii) | i ∈ J} خانواده يک ضرب Ide رسته در .۱ .۴ قضيه
و مجموعه ها دکارتي حاصل ضرب

∏
i∈J Xi آن در که است تصوير توابع

I∗ = {A | πi(A) ∈ Ii,∀ i ∈ J}

است. (
∏

i∈J Xi
πi→Xi)i∈J تصوير توابع توسط اول نوع القايي ايده آل

و حفظ هم را ضرب ها U : Ide → Set فراموش کار تابعگون چونکه ايده آل اند. نگاشت هاي تصوير توابع ،۱۵ .۳ لم بنابر اثبات.
و نگاشتهاي ايده آل از خانواده يک ((Y, I) fi→(Xi, Ii))i∈J کنيد فرض کنيم. بررسي را جهاني خاصيت است کافي بر مي گرداند، هم
داريم A ∈ I هر براي .πi ◦ f̄ = fi ،i ∈ J هر براي به طوري که باشد يکتايي تابع f̄ : (Y, I) → (

∏
i∈J Xi, I∗)

است. ايده آل نگاشتي f̄ نتيجه در ،f̄(A) ∈ I∗ بنابراين .πi(f̄(A)) = fi(A) ∈ Ii

نوع القايي ايده آل که مي دهد نشان ساده بررسي يک آن گاه باشد، Xi مجموعه روي سره ايده آلي Ii ،i ∈ J هر براي اگر .۲ .۴ ملاحظه
رسته بنابراين است. Ide رسته در ضرب همان و دارد وجود Idep رسته در ضرب نتيجه در است، سره نيز تصوير توابع توسط I∗ اول

دارد. را ضرب ها نيز Fil پالايه هاي

ايده آل فضاي اين صورت در باشد. شمول نگاشت e : Y → X و Y ⊆ X ايده آل، فضايي (X, I) کنيد فرض .۳ .۴ تعريف
مي ناميم. اول نوع ايده آل زيرفضاي را است شمول نگاشت توسط اول نوع القايي ايده آل I∗ آن در که (Y, I∗)

.I∗ = I
∩

P (Y ) که مي شود ديده به راحتي آنگاه باشد، (X, I) اول نوع ايده آل زيرفضاي (Y, I∗) اگر

به همراه (E, I∗) اول نوع ايد ه آل زيرفضاي ايده آل، نگاشتهاي از (X, I)
f→
→
g
(Y, I ′) جفت يک برابرساز Ide رسته در .۴ .۴ قضيه

.I∗ = I
∩

P (E) و E = {x ∈ X | f(x) = g(x)} آن در که است شمول نگاشت

مي شود. نتيحه تعاريف از به راحتي و ضرب هاست برهان مشابه اثبات.

در برابرسازها اين رو از نيست، سره آن اول نوع زيرفضاي هر لزوماً آن گاه باشد، X مجموعه روي سره ايده آلي I اگر .۵ .۴ ملاحظه
X اگر مثال به عنوان نيستند. کاملي رسته هاي دو هر بنابراين ندارند. وجود کلي حالت در Fil رسته در نتيجه در و Idep رسته هاي
کنيد فرض اکنون است. سره ايده  آل فضاي يک (X, If ) آنگاه باشد، X متناهي زيرمجموعه هاي ايده آل If و نامتناهي مجموعه يک
باشد. x۰ ∈ X که g(x) = x۰ ضابطه با ثابت تابع g : (X, If ) → (X, If ) و هماني تابع f : (X, If ) → (X, If )
ساده بررسي يک آن گاه باشد، Idep رسته در g و f برابرساز (E, I) ايده آل فضاي اگر هستند. ايده  آلي نگاشتهاي g و f اين صورت در
g و f برابرساز نتيجه در نيست، سره ايده آل فضاي (E, I) اين رو از .I = P (E) و E = {x۰} يکريختي حد تا که مي دهد نشان

ندارد. وجود Idep رسته در

مي شود. نتيجه تعاريف از به راحتي که درايم بعد لم معرفي به نياز هم برابرسازها و هم ضرب ها دوگان ساختارهاي معرفي براي

{fi : Xi → Y | i ∈ J} و ايده آل فضاهاي از خانواده اي {(Xi, Ii) | i ∈ J} و دلخواه مجموعه يک Y کنيد فرض .۶ .۴ لم
اين صورت: در باشند. Y مشترک هم دامنه با توابع از خانواده اي

همه ي به طوري که است X روي ايد ه آل بزرگترين I◦ آن گاه ،I◦ :=< S > و
∪

i∈J{fi(A) | A ∈ Ii} گردايه S اگر .۱
ايده آلي اند. نگاشتهاي fi : (Xi, Ii) → (Y, I◦) توابع

توابع همه ي به طوري که است Y روي ايده آل بزرگترين I◦ آن گاه ،I◦ := {B ⊆ Y | f−۱(B) ∈ Ii,∀ i ∈ J} اگر .۲
ايده آلي اند. سره نگاشتهاي fi : (Xi, Ii) → (Y, I◦)

مي ناميم. (fi)i∈J چاهک توسط دوم نوع و اول نوع هم القايي ايد ه آل هاي به ترتيب را قبل لم در I◦ و I◦ ايده آل هاي
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به همراه (
⨿

i∈J Xi, I◦) ايد ه آل فضاي ايده آل، فضاهاي از {(Xi, Ii) | i ∈ J} خانواده يک هم ضرب Ide رسته در .۷ .۴ قضيه
(Xj

Lj→
⨿

i∈J Xi)j∈J طبيعي توابع توسط اول نوع هم القايي ◦Iايده آل و مجموعه ها مجزاي اجتماع
⨿

i∈J Xi آن در که است طبيعي توابع
است.

حفظ هم را Uهم ضرب ها : Ide → Set فراموش کار تابعگون که آنجا  از ايده آل اند. نگاشت هاي Liها طبيعي توابع ،۶ .۴ لم بنابر اثبات.
نگاشتهاي از خانواده يک ((Xi, Ii)

fi→(Y, I))i∈J کنيد فرض کنيم. بررسي را جهاني خاصيت است کافي بنابراين بر مي گرداند، هم و
در .B ∈ S کنيد فرض .f̂ ◦Li = fi ،i ∈ J هر براي به طوري که باشد يکتايي تابع f̂ : (

⨿
i∈J Xi, I◦) → (Y, I) و  ايده آل

.f̂(B) = f̂(Li(A)) = fi(A) ∈ I نتيجه در .B = Li(A) که به طوري است موجود i ∈ J عنصر و A مجموعه اين صورت
است. ايده آل نگاشتي f̂ اين رو از

هم القايي ايده آل که مي دهد نشان ساده بررسي يک آن گاه باشد، Xi مجموعه روي سره ايده آلي Ii ،i ∈ J هر براي اگر .۸ .۴ ملاحظه
است. Ide رسته در هم ضرب همان و دارد وجود Idep رسته در هم ضرب اين رو از است، سره نيز ها Li طبيعي توابع توسط I◦ اول نوع

دارد. را هم ضرب ها نيز Fil پالايه هاي رسته بنابراين

I◦ آن در که (Y, I◦) ايده آل فضاي اين صورت در باشد. پوشا تابعي q : X → Y و ايده آل فضايي (X, I) کنيد فرض .۹ .۴ تعريف
مي ناميم. اول نوع خارج قسمتي ايده آل فضاي را است q نگاشت توسط اول نوع هم القايي ايده آل

(Q, I◦) اول نوع خارج قسمتي ايد ه آل فضاي ايده آل، نگاشتهاي از (X, I)
f→
→
g
(Y, I جفت(′ يک هم برابرساز Ide رسته در .۱۰ .۴ قضيه

مجموعه هاست. رسته در g و f هم برابرساز q آن در که است q : Y → Q خارج قسمتي نگاشت توسط

مي شود. نتيجه تعاريف از به راحتي و هم ضرب هاست برهان مشابه اثبات.

هم برابرسازها اين رو از نيست، سره آن اول نوع خارج قسمتي فضاي هر لزوماً آن گاه باشد، Y مجموعه روي سره ايده آلي I ′ اگر .۱۱ .۴ ملاحظه
f کنيد فرض مثال به عنوان نيستند. هم کاملي رسته هاي دو هر بنابراين ندارند. وجود کلي حالت در Fil رسته در نتيجه در و Idep رسته  در
يک آن گاه باشد، Idep رسته در g و f هم برابرساز (Q, I) ايده آل فضاي اگر اکنون باشند. ۵ .۴ ملاحظه در ايده آلي نگاشتهاي همان g و
هم برابرساز بنابراين نيست. سره که است ({۱}, P ({۱}) عضوي تک ايده ال فضاي با برابر يکريختي حد تا که مي دهد نشان ساده بررسي

ندارد. وجود Idep رسته در g و f

هم برابرساز و برابرساز هم ضرب، ضرب، ساختارهاي مي توان دوم، نوع هم القايي و القايي ايده آل هاي از استفاده با مشابه به طور .۱۲ .۴ ملاحظه
کرد. معرفي Ide رسته در را
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Abstract: In this paper, we study the categorical structures of the concepts of ideal, grill, primal, and
filter, which play a fundamental and important role in the study of topology spaces. Some researchers
have shown that all these concepts are equivalent, regardless of the categorical viewpoint. Here, we define
the homomorphims and so the category of each of these concepts and then show that all of them are
isomorphic, except for the category of filters. As an important result, it has been shown that these categories
are topological, except for the category of filters. Consequently, they are complete and cocomplete, but
they are not algebraic. Thus, many topological properties can be easily expressed and analyzed in terms
of each of these concepts. Finally, some categorical structures of ideals are described.
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