
۲۲۵۱ ‐۸۰۸۸ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/jamm.2024.48150.2322

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۵۵ ‐۴۸ ص ،۴ شماره ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

ناهمگن متخلخل محيط در پخش‐واکنش معادله يک جوابهاي همواري

۱ فتوحي مرتضي

ايران تهران، شريف، صنعتي دانشگاه رياضي، علوم دانشکده
رازاني عبدالرحمن مسئول: دبير

۱۴۰۳/۸/۱۸ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳/۷/۲۹ دريافت: تاريخ

قرار مطالعه مورد را ∆u(x) = u(x)|u(x)|γ(x)−۱ پخش‐واکنش معادله جواب نظم مقاله اين در چکيده:
γ(x) توان و مي رود به کار ناهمگن متخلخل کاتاليزور محيط يک در گاز پخش مدل سازي براي معادله اين مي دهيم.
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مقدمه ۱
انرژي تابع مينمم ساز جوابهاي بررسي به مقاله اين در

min
u∈K

∫
Ω

|∇u(x)|۲ + ۲
۱+ γ(x)

|u(x)|۱+γ(x) dx (۱ .۱)

هموار تابعي ϕ مرزي شرط و کران دار و هموار Ω ⊂ Rn ناحيه و K = {u ∈ H۱(Ω) : u = ϕ on ∂Ω} که پرداخت خواهيم
پخش‐واکنش معادله در جوابها اين است.

∆u(x) = u(x)|u(x)|γ(x)−۱, x ∈ Ω, (۲ .۱)
.[۳] مي شود، استفاده ،Ω متخلخل، کاتاليزور يک با واکنش در u(x) چگالي با گاز پخش مدل سازي براي معادله اي چنين مي کنند. صدق
تماس سطح هرچه است. کاتاليزور با گاز تماس سطح از تابعي واکنش سرعت است. وابسته شيميايي واکنش (نرخ) سرعت به γ(x) تابع
متخلخل محيطهاي در مي شود. کمتر واکنش سرعت است کمتر تماس سطح که نقاطي در برعکس و شد خواهد بيشتر واکنش نرخ باشد، بيشتر
تخلخل که همگون محيط يک در گاز اگر مي دهد. نشان را کل به محيط خالي فضاي نسبت که است مرتبط تخلخل۲ ميزان به تماس سطح
تخلخل ميزان که مي گيريم نظر در را مدلي پژوهش اين در بود. خواهد ثابت تابع يک γ(x) شود، پخش است ثابت دامنه سرتاسر در آن

کند. تغيير تابع يک به صورت γ(x) که مي دهيم اجازه و است متفاوت مختلف نقاط در کاتاليزور
اين با بود. خواهد u(x)γ(x) به صورت (۲ .۱) معادله راست سمت و است مثبت تابعي x نقطه در گاز چگالي عنوان به u(x) کاربرد، در
خواهيم معادله اين جوابهاي بررسي به مقاله اين در مي شود شامل را گسترده تري مسايل رياضي نگاه از (۲ .۱) مسئله صورت که آنجا از حال

پرداخت.
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۴۹ ناهمگن متخلخل محيط در پخش‐واکنش معادله يک جوابهاي همواري

نتايج مرور ۲

گرفته قرار مطالعه مورد آن تراز سطوح و جواب نظم و شده بررسي مختلفي منابع در است ثابت γ(x) ≡ γ ∈ (۰, ۱) وقتي (۲ .۱) مسئله
(۲ .۱) معادله راست سمت که مي شود نتيجه ۲∗ = ۲n/(n − ۲) که u ∈ H۱(Ω) ⊂ L۲∗(Ω) فرض با .[۸–۵ ،۲ ،۱] است،
فضاي نشاندن قضيه بنابر باشد. داشته Wقرار ۲,p(Ω) سوبولف فضاي در بايد معادله اين جواب و (p = ۲∗/γ) است Lp(Ω) فضاي در
به استدلال اين تکرار با .∆u ∈ Lq/γ داشت خواهيم (۲ .۱) معادله از و q = np/(n − ۲p) که است u ∈ Lq(Ω) سوبولف،

.u ∈ C۱(Ω) بايد نتيجه در و s > n/۲ مقدار يک براي ∆u ∈ Ls(Ω) که رسيد خواهيم مرحله اي
کمک به است). ثابت γ تابع که (حالتي دارد قرار C۰,γ هولدر فضاي در ∆u که مي دانيم (۲ .۱) رابطه در u ∈ C۱ نظم از شروع با
معادله جوابهاي همواري کلاسيک نظريه هاي کمک به مي توانيم اين رو از است. برقرار معادله جواب C۲,γ(Ω)براي نظم شاودر تخمين هاي
را بالاتري همواري آيا که باشيم سوال اين به پاسخ دنبال به و گرفت نظر در (۲ .۱) معادله جواب براي را u ∈ C۲,γ(Ω) فرض ديفرانسيل
تابعي نقطه آن همسايگي در (۲ .۱) معادله راست سمت است، ناصفر u(x) مقدار که نقاطي در بود؟ متصور مي توان معادله اين جواب براي
به پاسخ که است اين فوق مطالب نتيجه است. (تحليلي) هموار تابعي ،u(x) معادله، جواب نتيجه در است. x متغير از تحليلي) بلکه (و هموار
دروني نقاط در که است آشکار است. غيربديهي {x ∈ Ω : u(x) = ۰} نقاط همسايگي در تنها (۲ .۱) معادله جوابهاي همواري سوال
حد و آن مرزي نقاط در بررسي به محدود پژوهش اين رو از ندارد. بررسي براي خاصي نکته است صفر با متحد جواب تابع که مجموعه اين

نماد با را مجموعه اين مي شود. غيرصفر نقاط مجموعه با فاصل

Γ۰ := ∂{x ∈ Ω : |u(x)| 6= ۰},

است. A مجموعه مرز ∂A از منظور مي دهيم. نشان

صدق زير رابطه در که است ν مقادير سوپريمم مي دهيم نشان V(x۰) با که را x۰ ∈ Γ۰ نقطه در u تابع کاهش۳ مرتبه .۱ .۲ تعريف
کند:

lim sup
r→۰+

‖u‖L∞(Br(x۰))

rν
< +∞.

مقدار برابر Γ۰ نقاط همه در آن کاهش مرتبه که است شده داده نشان ،u ≥ ۰ و است ثابت تابع γ(x) ≡ γ ∈ (۰, ۱) وقتي
V(x۰) ∈ که است شده داده نشان مي گيرند، منفي و مثبت مقادير که جوابهايي براي [۱] در .[۸] است، κ = ۲/(۱ − γ) ثابت
مرتبه عنوان به که است عددي بزرگترين κ مقدار است. κ از کوچکتر صحيح عدد بزرگترين bκc از منظور .{۱, ۲, · · · , bκc, κ}

توابع خانواده مثال به عنوان نمود. تصور مي توان (۲ .۱) جواب يک کاهش

H := {x 7→ αmax(x · ν)κ : ν ∈ Rn is a unit vector}

مي  نامند. نيم‐صفحه۴ جواب را H اعضاي است. κ برابر آنها کاهش مرتبه و مي کنند صدق معادله در α = (κ(κ− ۱))−κ/۲ براي
اين است. متناهي Γ۰ مجموعه n− ۱ هاسدورف بعد ،u ≥ ۰ وقتي که است شده ثابت [۸] در Γ۰ مجموعه همواري خصوص در
نشان Γred با را آن که کنيم تعريف ضعيف معناي به را آن بر عمود بردار Γ۰ از زيرمجموعه اي در بتوانيم که مي شود اين به منجر نتيجه
يک Γred

صاف۵ قسمت که مي شود ثابت [۲] در همچنين بود. خواهد صفر Γ۰ \ Γred −n)‐هاسدورف ۱) اندازه به علاوه مي دهيم.
همواري آناليز در کاربردي ابزار يک بايد ابتدا رويه يک بودن صاف تعريف براي .n و γ به وابسته µ مثبت مقدار يک براي است C۱,µ رويه

کنيم. تعريف را ديفرانسيل معادله يک جوابهاي تراز سطوح

در جواب آن بزرگنمايي۶ را زير شکل به جواب مقياس تغيير باشد، معادله جواب صفر تراز سطح روي نقطه يک x۰ ∈ Γ۰ اگر .۲ .۲ تعريف
مي نامند: x۰ نقطه

ur,x۰(x) :=
u(x۰ + rx)

rV(x۰)
.

مي شود. همگرا H در نيم‐صفحه جواب يک به r → ۰ وقتي جواب بزرگنمايي هاي نقاط، آن در هرگاه گوييم صاف را Γ۰ از نقاطي
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نماد تعريف با است. پيچيده تر نيستند مثبت لزوماً که جوابهايي براي Γ۰ نظم آناليز

Γκ := {x ∈ Γ۰ : V(x) = κ},

اثبات تراز سطح از بخش اين بودن تحليلي [۵] در همچنين است. C۱,µ رويه يک Γκ صاف زيرمجموعه است شده داده نشان [۷ ،۶] در
است. شده

اين در که کنيد دقت نيست. ثابت تابع (۲ .۱) معادله در γ(x) توان که برداريم حالتي بررسي براي را گام اولين مقاله اين در داريم قصد
آن از پس مي کنيم. اثبات را جواب يکتايي و وجود ابتدا بعدي بخش در داشت. نخواهيم γ(x) توان براي پيوستگي فرض گونه هيچ مقاله

پرداخت. خواهيم جواب کاهش مرتبه مطالعه به ۴ بخش در

جواب يکتايي و وجود ۳
مي کنيم. بررسي را جواب يکتايي ادامه در مي کنيم. اثبات را جواب وجود تغييرات حساب مستقيم روش به بخش اين در

معادله در که است يکتا جوابي داراي (۱ .۱) مينيمم سازي مسئله ،γ ∈ L∞(Ω) کران دار و نامنفي اندازه پذير، تابع هر براي .۱ .۳ قضيه
مي کند. صدق (۲ .۱)

تابعک دهيم نشان است کافي تنها اثبات براي اثبات.

J(u) :=

∫
Ω

F (∇u, u, x) dx

که است پاييني نيم پيوسته ضعيف طور به و اجباري۷

F (p, u, x) = |p|۲ + ۱
۱+ γ(x)

|u|۱+γ(x).

يک نتيجه پاييني نيم پيوستگي شرط است. برقرار اجباري خاصيت نتيجه در و J(u) ≥ ‖∇u‖۲
L۲(Ω)

نامساوي γ تابع علامت به توجه با
براي و پيوسته (u, p) به نسبت x مقدار هر براي يعني، است کاراتئودري و محدب p به نسبت F (p, u, x) چراکه است کلاسيک قضيه

است. اندازه پذير x به نسبت p و u هر
آنگاه باشند، (۱ .۱) مينيمم سازي مسئله جواب دو هر u, v ∈ K اگر چرا که است. تحدب مستقيم نتيجه هم، جواب يکتايي

نتيجه در و J(u) = J(v) = minK J

min
K
J ≤ J

(
u+ v

۲

)
=

∫
Ω

∣∣∣∣∇(
u+ v

۲

)∣∣∣∣۲ + ۱
۱+ γ(x)

∣∣∣∣(u+ v

۲

)∣∣∣∣۱+γ(x)

dx

≤
∫
Ω

۱
۲
(
|∇u|۲ + |∇v|۲

)
+

۱
۲+ ۲γ(x)

(
|u|۱+γ(x) + |v|۱+γ(x)

)
dx

=
۱
۲
(J(u) + J(v)) = min

K
J.

تابع اين رو از است. x ∈ Ω هر تقريباً براي ∇u(x) = ∇v(x) آن نتيجه که باشد برقرار تساوي بايد بالا عبارت دوم خط در بنابراين
.Ω در u− v ≡ ۰ که شد خواهد نتيجه K مجموعه در شده تعريف مرزي شرط به توجه با و است ثابت Ω در u− v

u ∈ K اگر بگيريم. مشتق J انرژي تابع از است کافي مي کند، صدق (۲ .۱) معادله در (۱ .۱) مينيمم ساز دهيم نشان اينکه براي
آنگاه باشد، دلخواه ψ ∈ H۱

۰ (Ω) و مينيمم ساز

۰ =
d

dt
J(u+ tψ)

∣∣
t=۰ =

∫
Ω

∇u · ∇ψ + |u|γ−۱uψ dx,

است. (۲ .۱) ضعيف جواب u مي دهد نشان که
7coercive



۵۱ ناهمگن متخلخل محيط در پخش‐واکنش معادله يک جوابهاي همواري

مي دهد. نشان را مطلب اين برعکس زير قضيه مي کنند. صدق (۲ .۱) در (۱ .۱) جوابهاي ديديم قبل قضيه در که همان طور

يکتا جواب داراي ∂Ω روي u = ϕ مرزي شرط با (۲ .۱) معادله ،γ ∈ L∞(Ω) کران دار و نامنفي اندازه پذير، تابع هر براي .۲ .۳ قضيه
است. (۱ .۱) مينيمم ساز يک آن جواب هر نتيجه در است.

داريم: ψ ∈ H۱
۰ (Ω) هر براي اين رو از باشند. (۲ .۱) جواب دو u, v ∈ K کنيد فرض اثبات.

−
∫
Ω

∇u · ∇ψ dx =

∫
Ω

|u|γ(x)−۱uψ dx,

و

−
∫
Ω

∇v · ∇ψ dx =

∫
Ω

|v|γ(x)−۱vψ dx.

داشت: خواهيم ψ = u− v دادن قرار و رابطه دو اين تفاضل از

−
∫
Ω

|∇(u− v)|۲ dx =

∫
Ω

(|u|γ(x)−۱u− |v|γ(x)−۱v)(u− v) dx. (۱ .۳)

∇(u−v) ≡ ۰ نتيجه در و است مثبت (۱ .۳) راست سمت بنابراين است، صعودي u 7→ |u|γ(x)−۱u تابع ثابت، x هر براي که آنجا از
.u = v که مي  گيريم نتيجه مرزي شرط به توجه با .Ω در

مي رسانيم. پايان به (۲ .۱) معادله براي ماکسيمم اصل اثبات با را بخش اين

يعني است، ماکسيمم اصل خاصيت داراي (۲ .۱) جواب هر .۳ .۳ گزاره

max
∂Ω

|ϕ| = sup
Ω

|u|.

مي دهيم نشان ،u− = max(−u, ۰) و u+ = max(u, ۰) اگر اثبات.

∆u± ≥ ۰,

مي شود. اثبات گزاره کلاسيک ماکسيمم اصل از و
بنابر .t ≥ ε براي ηε(t) = ۱ همچنين و ηε(t) = ۰ باشيم داشته t ≤ ۰ براي که بگيريد نظر در را ηε صعودي و هموار تابع

مي دانيم (۲ .۱) ضعيف جواب تعريف

−
∫
Ω

∇u · ∇ψ dx =

∫
Ω

|u|γ(x)−۱uψ dx,

داشت: خواهيم .ψηε(u) دهيد قرار ψ جاي به رابطه اين در .ψ ∈ H۱
۰ (Ω) آزمون تابع هر ∫براي

Ω

|u|γ(x)−۱uψηε(u) dx = −
∫
Ω

∇u · (ηε(u)∇ψ + ψη′ε(u)∇u) dx.

مي آيد: به دست زير رابطه ε→ ۰ وقتي است، نامنفي ψ آزمون تابع که حالتي در و ηε بودن صعودي به توجه با

۰ ≤
∫
Ω

(u+)γ(x)ψ dx ≤ −
∫
Ω

∇u+ · ∇ψ dx,

مي شود. اثبات نيز ∆u− ≥ ۰ رابطه مشابه به طور است. ∆u+ ≥ (u+)γ ≥ ۰ ضعيف معناي که
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جواب کاهش مرتبه ۴
تعريف کنيم: را زير نماد بايد ابتدا مي کنيم. اثبات را زير قضيه (۲ .۱) جوابهاي کاهش مرتبه مطالعه هدف به بخش اين در

γ−(x۰) =liminf ess
x→x۰

γ(x) := lim
r→۰

(sup{a : |{γ < a} ∩Br(x۰)| = ۰}) ,

γ+(x۰) =limsup ess
x→x۰

γ(x) := lim
r→۰

(inf{a : |{γ > a} ∩Br(x۰)| = ۰}) ,

است. A مجموعه n‐بعدي لبگ اندازه |A| از منظور که

آنگاه ،x۰ ∈ Γ۰ و باشد (۲ .۱) جواب يک u ∈ K اگر ،γ ∈ L∞(Ω) کران دار و نامنفي اندازه پذير، تابع هر براي .۱ .۴ قضيه

.V(x۰) ∈ N آنگاه ،γ−(x۰) ≥ ۱ اگر ‐

آنگاه ،۰ < γ−(x۰) ≤ γ+(x۰) < ۱ اگر ‐

V(x۰) ∈ {۱, ۲, · · · , bκ−c} ∪ [κ−, κ+],

.κ± = ۲/(۱− γ±(x۰)) که

بنابراين و u ∈ L∞(Ω) داريم ۳ .۳ گزاره بنابر کنيد توجه ابتدا اثبات.

|∆u| ≤ ۱+ ‖u‖∥γ∥∞∞ .

فضاي نشاندن قضاياي از علاوه به .p < ∞ هر براي u ∈ W ۲,p(Ω) کالدرون‐زيگموند قضيه بنابر و ∆u ∈ L∞(Ω) نتيجه در
.µ < ۱ هر براي u ∈ C۱,µ که مي شود نتيجه سوبولف

که کنيد انتخاب گونه اي به را Br(x۰) گوي سپس کنيد. انتخاب را γ− ∈ (۰, γ−(x۰)) دلخواه مقدار

γ(x) ≥ γ−, |u(x)| ≤ ۱ xت.هـ ∈ Br(x۰).

تخمين ∇u(x۰) = ۰ که حالتي در .V(x۰) = ۱ داشت خواهيم ∇u(x۰) 6= ۰ اگر اکنون

|u(x)| ≤ C۰|x− x۰|s۰

نتيجه در است. برقرار s۰ = ۱+ µ براي

|∆u(x)| ≤ |u|γ− ≤ Cγ−
۰ |x− x۰|s۰γ− .

و u = P + w که دارد وجود ۲+ [s۰γ−] درجه با P (x) هارمونيک چندجمله اي [۴] در ۱ ‐۳ لم بنابر

|w(x)| ≤ C۱|x− x۰|۲+s۰γ− .

همين طور .V(x۰) = ۲ D۲u(x۰)آنگاه = D۲P (x۰) 6= ۰ اگر .k = degP براي Ckاست تابع يک x۰ نقطه در u بنابراين
نتيجه در و u = w صورت اين در .P ≡ ۰ اينکه مگر V(x۰) ∈ {۲, · · · , k}

|u(x)| ≤ C۱|x− x۰|s۱ ,

بازگشتي دنباله براي که ديد خواهيم استقراء با راحتي به .s۱ = ۲+ s۰γ− که

sk+۱ = ۲+ skγ−

۲/(۱− γ−) > داشت خواهيم γ− < ۱ اگر کنيد دقت .|u(x)| ≤ Ck|x− x۰|sk اينکه يا V(x۰) ∈ {۲, · · · , [sk]} يا
داريم همچنين .(s۰ = ۱+ µ < ۲ < ۲/(۱− γ−) کنيد (توجه ،sk+۱ > sk

lim
k→∞

sk = ۲/(۱− γ−).
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از باشد، مي توانست γ−(x۰) از کوچکتر مقدار هر γ− چون و sk > b ۲
۱−γ−

c داشت خواهيم مقادير اين از يکي براي حتماً نتيجه در
به راحتي قضيه اول قسمت اين رو از و sk → ∞ وضوح به γ− ≥ ۱ حالت در .sk > bκ−c دنباله اين اعضاي يکي لااقل براي اين رو

مي شود. نتيجه
اگر قضيه دوم قسمت براي

V(x۰) /∈ {۱, ۲, · · · , bκ−c},
بعدي لم .V(x۰) ≥ κ− حدي حالت در و V(x۰) ≥ sk بنابراين .|u(x)| ≤ Ck|x− x۰|sk که مي شود نتيجه بالا مطالب از

مي شود. کامل اثبات و V(x۰) ≤ κ+ که مي دهد نشان

که دارد وجود κ+ و n به وابسته تنها c ثابت آنگاه γ+(x۰) < ۱ اگر ۱ .۴ قضيه شرايط با .۲ .۴ لم

sup
Br(x۰)

|u| ≥ crκ+ ,

.V(x۰) ≤ κ+ نتيجه در و

که به طوري کنيد انتخاب را Br(x۰) گوي و ۱ > γ+ > γ+(x۰) دلخواه مقدار اثبات.

γ(x) ≤ γ+, |u(x)| ≤ ۱ xت.هـ ∈ Br(x۰).

آنگاه ،v(x) = |u(x)|۱−γ+ دهيد قرار

∆v = (۱− γ+)|u|γ(x)−γ+ − γ+
۱− γ+

|∇v|۲

v
≥ (۱− γ+)−

γ+
۱− γ+

|∇v|۲

v
.

ادامه در c کوچک و ثابت مقدار که w(x) = c|x − y|۲ کنيد تعريف x۰ به نزديک و y ∈ {|u| > ۰} دلخواه نقطه يک براي
داريم h = v − w تابع براي مي شود. مشخص

Lh := ∆h+
γ+

۱− γ+

(
∇(v + w)

v
· ∇h− ۴c

v
h

)
≥ (۱− γ+)− ۴c(

n

۲
+

γ+
۱− γ+

) ≥ ۰

داخل را خود ماکسيمم نمي تواند h ببريد. به کار L عملگر براي را ماکسيمم اصل اکنون باشد. کوچک کافي اندازه به c مقدار آنکه شرط به
در بگيرد. ∂Br(y) روي را خود ماکسيمم بايد اين رو از و ∂{|u| > ۰} روي h ≤ ۰ اما بگيرد. Br(y) ∩ {|u| > ۰} ناحيه

نتيجه
sup

∂Br(y)∩{|u|>۰}
(v − w) ≥ v(y) ≥ ۰,

به مي شود منجر که
sup

∂Br(y)∩{|u|>۰}
v ≥ cr۲.

شود. کامل اثبات تا γ+ → γ+(x۰) سپس و y → x۰ اکنون

منابع فهرست
[1] Aghajani, A., 2014. A two­phase free boundary problem for a semilinear elliptic equation. Bulletin of

the Iranian Mathematical Society, 40(5), pp.1067–1086.

[2] Alt, H.W. and Phillips, D., 1986. A free boundary problem for semilinear elliptic equations. Journal
für die reine und angewandte Mathematik, 368, pp.63–107. doi: 10.1515/crll.1986.368.63

[3] Aris, R., 1975. The mathematical theory of diffusion and reaction in permeable catalysts, Oxford
University Press.



۵۵ ‐۴۸ صفحه ،۴ شماره ،۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / فتوحي مرتضي ۵۴

[4] Caffarelli, L. A. and Friedman, A., 1979. The free boundary in the Thomas­Fermi atomic model.
Journal of Differential Equations, 32(3), pp.335–356. doi: 10.1016/0022­0396(79)90038­x

[5] Fotouhi, M. and Koch, H., 2024. Higher regularity of the free boundary in a semilinear system.Math­
ematische Annalen, 388(4), pp.3897–3939. doi: 10.1007/s00208­023­02620­y

[6] Fotouhi, M. and Shahgholian, H., 2017. A semilinear PDE with free boundary. Nonlinear Analysis,
Theory, Methods and Applications, 151, pp.145–163. doi: 10.1016/j.na.2016.11.019

[7] Fotouhi, M. and Shahgholian, H. and Weiss, G. S., 2021. A free boundary problem for an elliptic
system. Journal of Differential Equations, 284, pp.126–155. doi: 10.1016/j.jde.2021.02.050

[8] Phillips, D., 1983. Hausdoff measure estimates of a free boundary for a minimum problem, Commu­
nications in Partial Differential Equations, 8(13), pp.1409–1454. doi: 10.1080/03605308308820309



۵۵ ناهمگن متخلخل محيط در پخش‐واکنش معادله يک جوابهاي همواري

Regularity of a Reaction­Diffusion Equation in Inhomogeneous
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Abstract: In this paper, we study the reaction­diffusion equation

∆u(x) = |u(x)|γ(x)−1u(x),

from a regularity point of view. This equation is used for modeling the distribution of a gas in an inhomo­
geneous porous catalyst. And the power γ(x) can be a discontinuous function. In particular, we study the
vanishing order of solution near the zero level set {u = 0}.
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