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یک مقاله این در ما ،[١] بوردن، و انصاری توسط شده ارائه اثبات برای جایگزینی بهعنوان چکیده:
که آن ها، اثبات با مقایسه در نیستند. فرادوری طولپا عملگرهای که میکنیم ارائه مستقل و ساده اثبات
غیربدیهی پایای زیرفضاهای دارای همیشه طولپا عملگرهای می دهد نشان که است نتیجه ای بر مبتنی
طولپا عملگرهای که دهد می نشان مستقیم بطور و بوده نتیجه این از مستقل ما اثبات ،[۶] هستند،

ندارند. فرادوری بردارهای

طولپا. عملگر فرادوری، عملگر ابردوری، عملگر کليدي: واژه هاي

47B38; 47A16 ریاضی: ردهبندی

مقدمات و تعاریف ١
زیادی تعداد توجه مورد آنها، توسط شده تشکیل مدارهای برحسب خطی عملگرهای ویژگیهای مطالعه اخیر های سال در
آشنایی منظور به است. بوده عملگر، یک بودن دوری همچنین و بودن فرادوری بودن، ابردوری عنوان تحت نویسندگان از
روی کراندار خطی عملگر یک T و نامتناهی بعد با تفکیک پذیر مختلط باناخ فضای یک X کنیم فرض اولیه، تعاریف با
باشد، Orb(T, x) = {T nx;n = ٠, ١, ٢, ...} مجموعه T عملگر تحت x مدار x ∈ X بردار ازای به اگر باشد. X

: x بردار آنگاه
هرگاه است T برای ابردوری بردار یک الف)

Orb(T, x) = X,
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هرگاه است T برای فرادوری بردار یک ب)

C.Orb(T, x) = X,

هرگاه است T برای دوری بردار یک پ)

Span{Orb(T, x)} = {p(T )x;است جمله ای چند {pیک = X.

یا فرادوری ابردوری، بردار یک حداقل T برای به ترتیب هرگاه گوئیم دوری یا فرادوری ابردوری، عملگر یک ،T عملگر به
باشد. داشته وجود دوری بردار یک

به داد. خواهیم نشان SC(T ), HC(T ) نمادهای با بهترتیب را T عملگر یک فرادوری و ابردوری بردارهای مجموعه
شمول همواره T عملگر یک برای که است مشاهده قابل راحتی

HC(T ) ⊆ SC(T )

همواره بنابراین و است برقرار
ابردوری عملگر =⇒ فرادوری عملگر

یادآوری به لازم مطلب ادامه در استفاده دلیل به .[٢] نیستند، ابردوری که دارند وجود فرادوری عملگرهای از مثالهایی ولی
است: زیر ویژگی دو

بردار هر که کرد فرض میتوان کلیت از کاستن بدون عملگر، یک بودن فرادوری تعریف در مختلط مضارب دلیل به (١
است. واحد نرم دارای x ∈ SC(T )

.[٢] است، ناتهی مجموعه یک T ∈ B(X) فرادوری عملگر هر طیف ،σ(T ) مجموعه (٢
شده معرفی مراجع همچنین و [۵] ،[۴] ،[٣] مروری مقالات و [٧] ،[٢] مراجع می توان زمینه این در مطالعه برای

نگریست. را آنها در

نامتناهی بعد با H هیلبرت فضای یک روی نرمال عملگر یک که کردند ثابت [٨] والن و هیلدن ،١٩٧۴ سال در
در است، نرمال عملگر یک چگال برد با H روی طولپا عملگر هر این که به دلیل و باشد فرادوری عملگر یک نمی تواند
باناخ فضای روی را نتیجه این [١] بوردون و انصاری سپس ندارد. وجود H روی طولپا فرادوری عملگر هیچ نتیجه
قضیه اساس بر آن ها اثبات که ایناست آنها روش درباره توجه قابل نکته کردند. ثابت X نامتناهی بعد با تفکیک پذیر
شده اثبات [۶] مقاله نویسندگان توسط که ،T ∈ B(X) طولپا عملگر تحت X از M پایا نابدیهی زیرفضای وجود
توسط شده ارائه اثبات به نسبت راحت تر البته و جدید اثبات یک ارائه مقاله این در ما هدف بنابراین میباشد. است،
عملگرهای نبودن طولپا دلیل با شدن آشنا همچنین و خواننده در انگیزه افزایش دلیل به البته است. بوردن و انصاری
پارانرمال را T ∈ B(X) عملگر که کرد یادآوری باید میدهیم. ارائه کرد، مشاهده [٧] در میتوان که را زیر قضیه ابردوری،

نامساوی x ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم

∥Tx∥٢ ⩽ ∥T ٢x∥∥x∥

است. پارانرمال عملگر یک طولپا، عملگر هر بنابراین و باشد برقرار

نیست. ابردوری ،T ∈ B(X) پارانرمال عملگر هیچ .١. ١ قضیه

به دلیل این صورت در باشد. T ∈ B(X) پارانرمال عملگر برای ابردوری بردار یک x ∈ X بردار کنیم فرض اثبات.
و T nx ̸= ٠ به طوری که دارد وجود n ∈ N عدد ،x بردار بودن ابردوری

∥T n+١x∥ > ∥T nx∥. (١. ١)

می دهد: نتیجه T عملگر بودن پارانرمال ،y ∈ X هر ازای به طرفی از

∥Ty∥٢ ⩽ ∥T ٢y∥∥y∥. (١. ٢)
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نامساوی ،(١. ١) اعمال از سپس و T nx بردار با (١. ٢) در y بردار تعویض با اکنون

∥T n+٢x∥ ⩾ ∥T n+١x∥٢

∥T nx∥
> ∥T n+١x∥ (١. ٣)

میباشد اکید صعودی بعد به ای مرتبه از ،T عملگر تحت x بردار مدار که می دهد نشان ،(١. ٣) عبارت و می شود حاصل
است. کامل اثبات بنابراین است. تناقض در X در Orb(T, x) مجموعه بودن چگال با این و

جدید اثبات ٢
کراندار {∥T n∥} عددی دنباله T ∈ B(X) فرادوری عملگر برای اگر که دادهاند نشان ابتدا [١] در بوردون و انصاری

است. صفر به همگرا T عملگر تحت مدار یک حداقل آن گاه باشد،

باشد: زیر ویژگی دو دارای و T ∈ B(X) کنیم فرض .٢. ١ قضیه
،n ∈ N هر ازای به به طوری که دارد وجود M > ٠ عدد الف)

∥T n∥≤ M.

نیست. Orb(T, x) حدی نقطه صفر ،x ∈ X ناصفر بردار هر ازای به ب)
است. تهی SC(T ) مجموعه این صورت در

شده است: ارائه آنها مقاله در زیر قضیه اصلی، نتایج از یکی به عنوان سپس و

نیست. فرادوری T این صورت در باشد. طولپا عملگر یک T ∈ B(X) و dim(X) > ١ کنیم فرض .٢. ٢ قضیه

پایا نابدیهی زیرفضای وجود قضیه از استفاده بدون را بالا قضیه اثبات ساده، روش یک بهوسیله داریم قصد ادامه در
ضمن در که است توضیح به لازم اثبات، ارائه از قبل اما دهیم ارائه ،[۶] ،T ∈ B(X) طولپا عملگر تحت X از M
X باناخ فضای که صورتی در زیرا است، C مختلط اعداد میدان روی باناخ فضای یک X که می کنیم فرض اثبات، ارائه

گرفت: نظر در زیر ضرب با X از X̃ := X ×X گسترشمختلط اول درقدم می توان شود، گرفته نظر در R روی

(a+ bi)(x, y) := (ax− by, ay + bx), x, y ∈ X, a, b ∈ R,

به صورت میتوان را T̃ ∈ B(X̃) گسترشمختلط عملگر ،T ∈ B(X) عملگر برای بعد قدم در و

T̃ (x, y) := (Tx, Ty), x, y ∈ X

و بود خواهد طولپا فرادوری نیز T̃ ∈ B(X̃) آن گاه باشد فرادوری و طولپا T ∈ B(X) اگر بنابراین گرفت. نظر در
است. برقرار نیز C با R جایگزینی درصورت قضیه اثبات نتیجه در

مجموعه بردار، این اساس بر و x ∈ SC(T ) یکه بردار کنیم فرض تناقض، یک به رسیدن به منظور اثبات.

E := {eiθx; ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π}

مجموعه که کرد خواهیم ثابت ابتدا ادامه، در میگیریم. نظر در را

Orb(T,E) :=
∪
a∈E

Orb(T, a)
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دنباله های ،z ∈ S١ بردار بهازای که داریم توجه منظور این برای است. چگال X باناخ فضای واحد دایره در

{nk}k ⊂ N, {λk}k ⊂ C

داریم k → ∞ اگر بنابراین و همگراست z به {λkT
nkx}k دنباله به طوری که دارند وجود

|λk| = |λk|∥x∥ = |λk|∥T nkx∥ −→ ∥z∥ = ١.

آن گاه ،λk = |λk|eiθk که بگیریم نظر در به گونه ای را θk ∈ C عدد ،k ∈ N هر ازای به اگر

lim
k→∞

T nk(eiθkx) = lim
k→∞

eiθkT nkx = lim
k→∞

١
|λk|

λkT
nkx = z, (٢. ١)

است. چگال S١ در Orb(T,E) مجموعه نتیجه در و
تساوی ،(٢. ١) عبارت این صورت در است، مختلط ضرایب با دلخواه چندجمله ای pکه کنیم فرض اکنون

∥p(T )∥ = sup{∥p(T )(z)∥; z ∈ S١}
= sup{∥p(T )(T n(eiθx)∥; ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π, n = ٠, ١, ٢, ...}
= sup{∥T n(p(T )x)∥; ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π, n = ٠, ١, ٢, ...} = ∥p(T )x∥ (٢. ٢)

دنباله های z ∈ X ناصفر بردار هر ازای به ،(٢. ١) بنابر که داریم توجه اکنون میدهد. نتیجه را

{nk}k ⊆ N, {θk}k ⊆ [٠, ٢π]

به طوری که دارند وجود

lim
k→∞

T nk(eiθkx) =
z

∥z∥
. (٢. ٣)

میدهند نتیجه (٢. ٣) و (٢. ٢) عبارات آنگاه k → ∞ اگر اکنون

∥p(T )∥ = ∥p(T )x∥ = ∥T nkp(T )x∥ = ∥p(T )T nk(eiθkx)∥ → ∥p(T )( z

∥z∥
)∥

نتیجه در و

∥p(T )z∥ = ∥p(T )∥∥z∥, (z ∈ X). (۴ .٢)

بسته برد دارای و یکبهیک λ− T عملگر ،λ ∈ C هر ازای به بویژه و p(T ) عملگر که است آن بیانگر (۴ .٢) عبارت
است.

تابعک کنیم فرض منظور این برای است. چگال برد دارای λ−T عملگر ،λ ∈ C هر ازای به که دهیم می نشان ادامه در
y ∈ X هر ازای به بهطوریکه دارد وجود f ∈ X∗ ناصفر کراندار خطی

f(λ− T )(y) = ٠,

داریم: n ∈ N هر ازای به این صورت در و

f(T ny) = λnf(y). (۵ .٢)

: اگر که کنیم توجه اکنون
داریم (۵ .٢) از آن گاه ،|λ| < ١ الف)

lim
n→∞

|f(T n(eiθx))| = lim
n→∞

|λ|n|f(x)| = ٠, ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π,
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ناصفر فرض با که است صفر تابعک الزاما ،f تابعک نتیجه در است چگال S١ در Orb(T,E) مجموعه این که به دلیل و
است. تناقض در آن بودن

تناقض آن گاه ،|λ| > ١ ب)

∥f∥ = sup{|f(z)|; ∥z∥ = ١}
= sup{|f(T n(eiθx))|; n ⩾ ٠, ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π}
= sup{|f(T nx)|; n ⩾ ٠}
= sup{|λ|n|f(x)|; n ⩾ ٠} = +∞

میشود. حاصل (۵ .٢) از
(۵ .٢) از n ⩾ ٠, θ ∈ [٠, ٢π] هر ازای به این صورت در که |λ| = ١ باید الزاماً قبل، حالت دو اساس بر نتیجه در

داریم

|f(T n(eiθx))| = |f(T nx)| = |f(x)|.

z ∈ X ناصفر بردار هر ازای به اینرو از است، چگال S١ در Orb(T,E) مجموعه ازطرفی

|f( z

∥z∥
)| = |f(x)|

که است f خطی تابعک بودن یک به یک معنی به اخیر تساوی می دهد. نتیجه را |f(z)| = |f(x)|∥z∥ تساوی که
است. غیرممکن

نتیجه در و پوشا و یکبهیک λ− T عملگر λ ∈ C هر ازای به که است مطلب این بیانگر بالا تناقضهای و توضیحات
باطل SC(T ) بودن ناتهی فرض بنابراین است. تناقض یک که ،σ(T ) بودن تهی معنی به معادل به طور یا معکوس پذیر

است. کامل قضیه برهان و است
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A Novel Proof of Non-supercyclicity of Isometries on Banach Space
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Abstract: As an alternative to the proof given by Ansari and Bourdon, [1], we present here a simple and
self-contained proof that isometries are not supercyclic. As compared to their proof, which is based on a
result that suggests that isometries always have nontrivial invariant subspaces, [6], our proof is independent
of this result and provides a more direct proof that isometries do not have supercyclic vectors.
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