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اشتقاق ‐(φ, ψ) يک را λ باشند. B به A از خطي ψنگاشت هايي φو ،λ و بوده جبر Bدو Aو کنيد فرض چکيده:
،λ([a۱, a۲]) = [φ(a۱), a۲] + [a۱, ψ(a۲)] باشيم داشته a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، پکسيدر لي
يک مفهوم مقاله اين در است. a۱, a۲ ∈ A عناصر لي حاصل ضرب [a۱, a۲] = a۱a۲ − a۲a۱ آن در که
مي کنيم معرفي B به A از {Λn}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله اي به عنوان را پکسيدر لي ابراشتقاق  ‐{Φn,Ψn}

رابطه در n نامنفي صحيح عدد هر و a۱, a۲ ∈ A هر ازاي به که

Λn([a۱, a۲]) =
∑
i+j=n

[Φi(a۱),Ψj(a۲)],

{λn}∞n=۱ پکسيدر لي اشتقاق  هاي ‐{φn, ψn} از دنباله اي حسب بر آن از شناسه  سازي يک سپس مي کنند. صدق
‐{Φn,Ψn} همه مجموعه بين يک به يک تناظر يک که مي دهيم نشان هم چنين مي دهيم. ارائه B به A از
پکسيدر لي اشتقاق  هاي ‐{φn, ψn} از {λn}∞n=۱ دنباله هاي همه مجموعه و {Λn}∞n=۰ پکسيدر لي ابراشتقاق هاي 
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۹۵ جبرها روي پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn}

آن ها از تعميم هايي يا و لي ابراشتقاق هاي موضعي، ابراشتقاق هاي داخلي، ابراشتقاق هاي ژوردان، ابراشتقاق هاي مانند ابراشتقاق ها مختلف انواع
داده اند. قرار بررسي مورد

d۰ = I با که خطي نگاشت هاي از {dn}∞n=۰ دنباله اين صورت در باشد. اشتقاق يک δ : A → A بوده جبر يک A کنيد فرض
تعميم يافته لايب نيتز رابطه در مي شوند، تعريف n ∈ N هر براي dn = δn

n!
و

dn(ab) =
n∑

i=۰

di(a)dn−i(b) (۱ .۱)

گاهي اين رو از شدند. معرفي [۸] اشميت و هاس توسط ابراشتقاق ها مي گويند. ابراشتقاق يک {dn}∞n=۰ دنباله چنين به مي کند. صدق
ابراشتقاق ها از نويسنده آن در که کرد مراجعه [۱۵] به مي توان ابراشتقاق ها از کاربردي عنوان به مي نامند. هاس‐اشميت اشتقاق هاي را آن ها
و پرداخته جبر يک روي ابراشتقاق ها بررسي به [۱۶] در ميرزاوزيري است. نموده استفاده بالاتر ديفرانسيل معادلات عمومي حل مطالعه براي
روي d۰ = I با {dn}∞n=۰ ابراشتقاق هر براي که داد نشان او نمود. شناسايي جبر آن روي اشتقاق ها از دنباله اي حسب بر را آنها ساختار

،n ∈ N هر ازاي به به طوري که دارد وجود A روي {δn}∞n=۱ اشتقاق هاي از يکتا دنباله اي ،A جبر يک

dn =
n∑

i=۱

( ∑
∑i

j=۱ rj=n

( i∏
j=۱

۱
rj + · · ·+ ri

)
δr۱ . . . δri

)
. (۲ .۱)

در اکرامي پرداخته اند. جبرها روي داخلي ابراشتقاق هاي و اول ابراشتقاق هاي بررسي به ترتيب به [۱۸] و [۱۷] مقاله هاي در همکارانش و او
∗C‐مدول  يک M اگر که داد نشان او کرد. شناسايي را آن ها ساختار و پرداخته هيلبرت ∗C‐مدول هاي روي ابراشتقاق ها بررسي به [۴]
هر و n ∈ N هر ازاي به که φ۰ = I با {φn : M → M}∞n=۰ هيلبرت ∗C‐مدول  ابراشتقاق هر ازاي به آنگاه باشد، هيلبرت

رابطه با ،x, y, z ∈ M
φn(⟨x, y⟩z) =

∑
i+j+k=n

⟨φi(x), φj(y)⟩φk(z),

هر و n ∈ N هر ازاي به که دارد وجود {ψn : M → M}∞n=۱ هيلبرت ∗C‐مدول  اشتقاق هاي از يکتا دنباله يک مي شود، تعريف
رابطه با ،x, y, z ∈ M

ψn(⟨x, y⟩z) = ⟨ψn(x), y⟩z + ⟨x, ψn(y)⟩z + ⟨x, y⟩ψn(z),

،n مثبت صحيح عدد هر ازاي به به طوري که مي شود تعريف

ψn =
n∑

k=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj=n

(−۱)k−۱ r۱φr۱φr۲ . . . φrk

)
,

ابراشتقاق ها، اشتقاق ها، مورد در بحث براي .
∑k

j=۱ rj = n که مي شود محاسبه rj مثبت صحيح اعداد تمام روي داخلي مجموع آن در که
مي تواند خواننده آنها تعميم هاي و لي ابراشتقاق هاي موضعي، ابراشتقاق هاي اول، ابراشتقاق هاي داخلي، ابراشتقاق هاي ژوردان، ابراشتقاق هاي

نمايد. رجوع [۲۱] و [۲۰ ،۱۹ ،۱۶ ،۱۳–۱۰ ،۸–۱] به

مقدمات و تعاريف ۲
خطي نگاشت باشد. a۱, a۲ ∈ A عناصر (جابه جاگر) لي حاصل ضرب [a۱, a۲] = a۱a۲ − a۲a۱ و جبر يک A کنيم فرض

باشيم داشته a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، لي اشتقاق يک را ℓ : A → A

ℓ([a۱, a۲]) = [ℓ(a۱), a۲] + [a۱, ℓ(a۲)]. (۱ .۲)

A‐مدول يک به A ∗C‐جبر يک از پيوسته لي اشتقاق هر که کرد ثابت [۱۱] در جانسون است. لي اشتقاق يک اشتقاق هر که است آشکار
A از خطي نگاشت يک δ و اشتقاق يک d : A → A آن در که نوشت d+ δ شکل به را آن مي توان يعني است. استاندارد M باناخ
پيوستگي) شرط (بدون لي اشتقاق هر که کردند ثابت [۱۴] ويلنا و ماتيو است. صفر برابر جابه جاگر هر در آن مقدار که است A مرکز به توي

است. استاندارد ‐جبر C∗ يک روي
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a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، لي ابراشتقاق يک را L۰ = I با A به A جبر از خطي نگاشت  هاي از {Ln}∞n=۰ دنباله يک
باشيم داشته n ≥ ۰ هر و

Ln([a۱, a۲]) =
∑
i+j=n

[Li(a۱), Lj(a۲)]. (۲ .۲)

جانسون نتيجه نويسندگان [۹] در نيست. درست کلي حالت در مطلب اين برعکس اما است. لي ابراشتقاق يک ابراشتقاق هر که است آشکار
∗C‐جبر يک A اگر که دادند نشان آنها است. استاندارد ∗C‐جبر يک روي لي ابراشتقاق هر که دادند نشان و دادند گسترش را [۱۱] در
ابراشتقاق يک اگر فقط و اگر است لي ابراشتقاق يک A روي {Ln}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله يک آنگاه باشد، A مرکز Z(A) و
و ∆۰ = ۰ به طوري که باشد داشته وجود Z(A) توي به A از {∆n}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله يک و A روي {Dn}∞n=۰

.Ln = Dn +∆n و ∆n([a۱, a۲]) = ۰ باشيم داشته n ≥ ۰ هر و a۱, a۲ ∈ A هر براي

اين صورت در باشند. B به A از خطي نگاشت هايي ψ و φ ،λ و بوده جبر دو B و A کنيد فرض .۱ .۲ تعريف

باشيم داشته a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، پکسيدر لي همريختي ‐(φ, ψ) يک را λ الف)

λ([a۱, a۲]) = [φ(a۱), ψ(a۲)]. (۳ .۲)

باشيم داشته a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، پکسيدر لي اشتقاق ‐(φ, ψ) يک را λ ب)

λ([a۱, a۲]) = [φ(a۱), a۲] + [a۱, ψ(a۲)]. (۴ .۲)

عدد هر و a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي ناميم، لي ابراشتقاق يک را B به A از خطي نگاشت هاي از {Φn}∞n=۰ دنباله يک .۲ .۲ تعريف
باشيم داشته n نامنفي صحيح

Φn([a۱, a۲]) =
∑
i+j=n

[Φi(a۱),Φj(a۲)]. (۵ .۲)

معرفي را B جبر يک به A جبر يک از پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک مفهوم [۹] از گرفتن انگيزه با ابتدا مقاله، اين در
مي دهيم. ارائه را B به A از پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} از دنباله يک حسب بر را آن از شناسه سازي يک سپس مي کنيم،

ابراشتقاق دو اگر مي شود، ناميده پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک B به A از خطي نگاشت هاي از {Λn}∞n=۰ دنباله يک
باشيم داشته n نامنفي صحيح عدد هر و a۱, a۲ ∈ A هر براي به طوري که باشند داشته وجود B به A از {Ψn}∞n=۰ و {Φn}∞n=۰ لي

.Λn([a۱, a۲]) =
∑

i+j=n[Φi(a۱),Ψj(a۲)]
لي همريختي ‐{Φ۰,Ψ۰} يک Λ۰ : A → B است، پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک {Λn}∞n=۰ که هنگامي
نگاشت که مي دهد نتيجه مطلب اين .Λ۰([a۱, a۲]) = [Φ۰(a۱),Ψ۰(a۲)] داريم a۱, a۲ ∈ A هر براي يعني است. پکسيدر
لي همريختي ‐{Φ̃۰, Ψ̃۰} يک مي شود، تعريف Λ̃۰(a + ker(Λ۰)) = Λ۰(a) ضابطه با که Λ̃۰ : A/ ker(Λ۰) → B
Φ̃۰(a+ ker(Λ۰)) = Φ۰(a) ضابطه با که هستند خطي نگاشت هاي Φ̃۰, Ψ̃۰ : A/ ker(Λ۰) → B آن در که است پکسيدر

داريم a۱, a۲ ∈ A هر براي واقع در مي شوند. تعريف Ψ̃۰(a+ ker(Λ۰)) = Ψ۰(a) و

Λ̃۰([a۱ + ker(Λ۰), a۲ + ker(Λ۰)]) = Λ̃۰([a۱, a۲] + ker(Λ۰))

= Λ۰([a۱, a۲])

= [Φ۰(a۱),Ψ۰(a۲)]

= [Φ̃۰(a۱ + ker(Λ۰)), Ψ̃۰(a۲ + ker(Λ۰))]. (۶ .۲)

،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn(n ∈ N) اگر به علاوه است. پکسيدر لي يکريختي ‐{Φ̃۰, Ψ̃۰} يک Λ̃۰ آنگاه باشد، پوشا Λ۰ اگر بنابراين
خطي نگاشت يک مي شود، تعريف Λ̃n(a + ker(Λ۰)) = Λn(a) ضابطه با که Λ̃n : A/ ker(Λ۰) → B نگاشت آنگاه

است. خوش تعريف



۹۷ جبرها روي پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn}

پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn} شناسه  سازي ۳

مي کنيم. معرفي را پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} مفهوم ابتدا مي دهند. نشان را جبر دو B و A مقاله اين در

از خطي نگاشت هاي از {Λn}∞n=۰ دنباله يک باشند. B به A از لي ابراشتقاق دو {Ψn}∞n=۰ و {Φn}∞n=۰ کنيم فرض .۱ .۳ تعريف
باشيم داشته n نامنفي صحيح عدد هر و a۱, a۲ ∈ A هر براي اگر مي شود، ناميده پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک B به A

Λn([a۱, a۲]) =
∑
i+j=n

[Φi(a۱),Ψj(a۲)]. (۱ .۳)

شد. خواهد استفاده آن از پس قضاياي اثبات براي گسترده به طور بعدي قضيه از

Λ۰(A) = Φ۰(A) = به طوري که باشد B به A از پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک {Λn}∞n=۰ کنيد فرض .۲ .۳ قضيه
در .ker(Ψ۰) ⊆ kerΨn و ker(Φ۰) ⊆ kerΦn ،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn باشيم داشته n ∈ N هر براي و Ψ۰(A) = B

داريم n نامنفي صحيح عدد هر براي به طوري که دارد وجود پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} از {λn}∞n=۱ دنباله يک اين صورت
(n+ ۱)Φ̃n+۱ =

∑n
k=۰ φk+۱Φ̃n−k,

(n+ ۱)Ψ̃n+۱ =
∑n

k=۰ ψk+۱Ψ̃n−k,

(n+ ۱)Λ̃n+۱ =
∑n

k=۰ λk+۱Λ̃n−k.

(۲ .۳)

ابراشتقاق هاي {Ψn}∞n=۰ و {Φn}∞n=۰ دنباله هاي Bاست، Aبه از پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn}يک {Λn}∞n=۰ چون اثبات.
Ψ̃۰ : A/ ker(Ψ۰) → B و Φ̃۰ : A/ ker(Φ۰) → B لي همريختي هاي هستند، پوشا Ψ۰ و Φ۰ چون هستند. B به A از لي
هستند. لي يکريختي دو مي شوند، تعريف Ψ̃۰(a + ker(Ψ۰)) = Ψ۰(a) و Φ̃۰(a + ker(Φ۰)) = Φ۰(a) ضابطه با که

داريم a ∈ A هر براي که مي دهد نتيجه اين .Ψ̃−۱
۰ Ψ۰(a) = a+ ker(Ψ۰) و Φ̃−۱

۰ Φ۰(a) = a+ ker(Φ۰) بنابراين

Φ̃۱(Φ̃
−۱
۰ Φ۰(a)) = Φ̃۱(a+ ker(Φ۰)) = Φ۱(a), (۳ .۳)

Ψ̃۱(Ψ̃
−۱
۰ Ψ۰(a)) = Ψ̃۱(a+ ker(Ψ۰)) = Ψ۱(a). (۴ .۳)

ضابطه با که Λ̃۰ : A/ ker(Λ۰) → B پکسيدر لي همريختي ‐{Φ̃۰, Ψ̃۰} است، پوشا Λ۰ چون همچنين

Λ̃۰(a+ ker(Λ۰)) = Λ۰(a),

a ∈ A هر براي نتيجه در و Λ̃−۱
۰ Λ۰(a) = a+ker(Λ۰) بنابراين است. پکسيدر لي يکريختي ‐{Φ̃۰, Ψ̃۰} يک مي شود، تعريف

.Λ̃۱(Λ̃
−۱
۰ Λ۰(a)) = Λ̃۱(a+ ker(Λ۰)) = Λ۱(a) داريم

به صورت B روي را λ۱ و ψ۱ ،φ۱ نگاشت هاي n = ۰ براي نماييم. اثبات را نتيجه تا مي کنيم استفاده n روي استقراء از اکنون
و Φ۰ چون باشند. دلخواه عنصر دو b۱, b۲ ∈ B کنيم فرض کنيد. تعريف λ۱ = Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ و ψ۱ = Ψ̃۱Ψ̃

−۱
۰ ،φ۱ = Φ̃۱Φ̃

−۱
۰

داريم بنابراين .Ψ۰(a۲) = b۲ و Φ۰(a۱) = b۱ به طوري که دارند وجود a۱, a۲ ∈ A عناصر هستند، پوشا Ψ۰

λ۱([b۱, b۲]) = Λ̃۱Λ̃
−۱
۰ ([Φ۰(a۱),Ψ۰(a۲)])

= Λ̃۱Λ̃
−۱
۰ (Λ۰([a۱, a۲]))

= Λ۱([a۱, a۲])

= [Φ۱(a۱),Ψ۰(a۲)] + [Φ۰(a۱),Ψ۱(a۲)]

= [Φ̃۱Φ̃
−۱
۰ (Φ۰(a۱)),Ψ۰(a۲)] + [Φ۰(a۱), Ψ̃۱Ψ̃

−۱
۰ (Ψ۰(a۲))]

= [φ۱(b۱), b۲] + [b۱, ψ۱(b۲)]. (۵ .۳)

هستند. برقرار n = ۰ براي (۲ .۳) معادلات به علاوه است. B روي پکسيدر لي اشتقاق ‐{φ۱, ψ۱} يک λ۱ بنابراين
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اشتقاق ‐{φr, ψr} يک است، شده تعريف (۲ .۳) رابطه در که λr ،r = ۱, . . . , n هر براي کنيد فرض استقراء، فرض به عنوان
يعني باشند. برقرار r = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي (۲ .۳) معادلات و باشد B روي پکسيدر لي

(r + ۱)Φ̃r+۱ =
∑r

k=۰ φk+۱Φ̃r−k,

(r + ۱)Ψ̃r+۱ =
∑r

k=۰ ψk+۱Ψ̃r−k,

(r + ۱)Λ̃r+۱ =
∑r

k=۰ λk+۱Λ̃r−k,

(۶ .۳)

داريم r = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي مي دهند نتيجه که
φr+۱ =

(
(r + ۱)Φ̃r+۱ −

∑r−۱
k=۰ φk+۱Φ̃r−k

)
Φ̃−۱

۰ ,

ψr+۱ =
(
(r + ۱)Ψ̃r+۱ −

∑r−۱
k=۰ ψk+۱Ψ̃r−k

)
Ψ̃−۱

۰ ,

λr+۱ =
(
(r + ۱)Λ̃r+۱ −

∑r−۱
k=۰ λk+۱Λ̃r−k

)
Λ̃−۱
۰ .

(۷ .۳)

روي پکسيدر لي اشتقاق ‐{φn+۱, ψn+۱} يک λn+۱ =
(
(n+ ۱)Λ̃n+۱ −

∑n−۱
ℓ=۰ λℓ+۱Λ̃n−ℓ

)
Λ̃−۱
۰ که مي دهيم نشان

داريم است. B

λn+۱([b۱, b۲])

=
(
(n+ ۱)Λ̃n+۱ −

n−۱∑
ℓ=۰

λℓ+۱Λ̃n−ℓ

)
Λ̃−۱
۰

(
Λ۰([a۱, a۲])

)
=

(
(n+ ۱)Λ̃n+۱ −

n−۱∑
ℓ=۰

λℓ+۱Λ̃n−ℓ

)(
[a۱ + ker(Λ۰), a۲ + ker(Λ۰)]

)
= (n+ ۱)Λn+۱([a۱, a۲])−

n−۱∑
ℓ=۰

λℓ+۱Λn−ℓ([a۱, a۲])

= (n+ ۱)
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[Φi(a۱),Ψj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

λℓ+۱

( ∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[Φp(a۱),Ψq(a۲)]
)

=
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

(n+ ۱)[Φi(a۱),Ψj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

λℓ+۱

( ∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[Φp(a۱),Ψq(a۲)]
)
. (۸ .۳)

داريم است، پکسيدر لي اشتقاق ‐{φk, ψk} يک λk ،k = ۱, . . . , n هر براي و i+ j = n+ ۱ چون

λn+۱([b۱, b۲])

=
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

(i+ j)[Φi(a۱),Ψj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

λℓ+۱

(
[Φp(a۱),Ψq(a۲)]

)
=

∑
i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[iΦi(a۱),Ψj(a۲)] +
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[Φi(a۱), jΨj(a۲)]

−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[φℓ+۱Φp(a۱),Ψq(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[Φp(a۱), ψℓ+۱Ψq(a۲)]. (۹ .۳)
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دهيم قرار اگر

K۱ =
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[iΦi(a۱),Ψj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[φℓ+۱Φp(a۱),Ψq(a۲)], (۱۰ .۳)

K۲ =
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[Φi(a۱), jΨj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q=n−ℓ
۰≤p,q≤n−ℓ

[Φp(a۱), ψℓ+۱Ψq(a۲)], (۱۱ .۳)

داريم K۱ محاسبه براي مي کنيم. محاسبه را K۲ و K۱ مقادير اکنون .λn+۱([b۱, b۲]) = K۱ +K۲ آنگاه

K۱ =
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[iΦi(a۱),Ψj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
i+j=n−ℓ
۰≤i,j≤n−ℓ

[φℓ+۱Φi(a۱),Ψj(a۲)]. (۱۲ .۳)

،i+ ℓ = r دهيم قرار اگر بنابراين .ℓ ̸= n و i+ j + ℓ = n ،۰ ≤ i, j ≤ n− ℓ ،۰ ≤ ℓ ≤ n− ۱ داريم دوم مجموع در
نتيجه در و r + j = n آنگاه

K۱ =
∑

i+j=n+۱

[iΦi(a۱),Ψj(a۲)]−
∑

r+j=n

r∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

[φℓ+۱Φr−ℓ(a۱),Ψj(a۲)]

=
∑
i+j=n

[(i+ ۱)Φi+۱(a۱),Ψj(a۲)]−
∑
i+j=n

i∑
ℓ=۰
ℓ̸=n

[φℓ+۱Φi−ℓ(a۱),Ψj(a۲)]

=
∑

i+j=n,
i ̸=n(j ̸=۰)

[(i+ ۱)Φi+۱(a۱),Ψj(a۲)]−
∑

i+j=n,
i ̸=n(j ̸=۰)

i∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

[φℓ+۱Φi−ℓ(a۱),Ψj(a۲)]

+ [(n+ ۱)Φn+۱(a۱),Ψ۰(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

[φℓ+۱Φn−ℓ(a۱),Ψ۰(a۲)]

=
∑

i+j=n,
i ̸=n(j ̸=۰)

[(
(i+ ۱)Φi+۱ −

i∑
ℓ=۰

φℓ+۱Φi−ℓ

)
(a۱),Ψj(a۲)

]

+
[(

(n+ ۱)Φn+۱ −
n−۱∑
ℓ=۰

φℓ+۱Φn−ℓ

)
(a۱),Ψ۰(a۲)

]
=

∑
i+j=n,

i ̸=n(j ̸=۰)

[(
(i+ ۱)Φ̃i+۱ −

i∑
ℓ=۰

φℓ+۱Φ̃i−ℓ

)(
Φ̃−۱

۰ Φ۰(a۱)
)
,Ψj(a۲)

]

+
[(

(n+ ۱)Φ̃n+۱ −
n−۱∑
ℓ=۰

φℓ+۱Φ̃n−ℓ

)(
Φ̃−۱

۰ Φ۰(a۱)
)
,Ψ۰(a۲)

]
. (۱۳ .۳)

که مي گيريم نتيجه ،(i+ ۱)Φ̃i+۱ =
∑i

ℓ=۰ φℓ+۱Φ̃i−ℓ داريم i = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي چون

K۱ =
[(

(n+ ۱)Φ̃n+۱ −
n−۱∑
ℓ=۰

φℓ+۱Φ̃n−ℓ

)(
Φ̃−۱

۰ Φ۰(a۱)
)
,Ψ۰(a۲)

]
= [φn+۱(b۱), b۲]. (۱۴ .۳)
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داريم K۲ محاسبه براي

K۲ =
∑

i+j=n+۱
۰≤i,j≤n+۱

[Φi(a۱), jΨj(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
i+j=n−ℓ
۰≤i,j≤n−ℓ

[Φi(a۱), ψℓ+۱Ψj(a۲)]. (۱۵ .۳)

،j + ℓ = r دهيم قرار اگر بنابراين .ℓ ̸= n و i+ j + ℓ = n ،۰ ≤ i, j ≤ n− ℓ ،۰ ≤ ℓ ≤ n− ۱ داريم دوم مجموع در
داشت خواهيم نتيجه در و i+ r = n آنگاه

K۲ =
∑

i+j=n+۱

[Φi(a۱), jΨj(a۲)]−
∑

i+r=n

r∑
ℓ=۰
ℓ̸=n

[Φi(a۱), ψℓ+۱Ψr−ℓ(a۲)] (۱۶ .۳)

=
∑
i+j=n

[Φi(a۱), (j + ۱)Ψj+۱(a۲)]−
∑
i+j=n

j∑
ℓ=۰
ℓ̸=n

[Φi(a۱), ψℓ+۱Ψj−ℓ(a۲)]

=
∑
i+j=n

j ̸=n(i̸=۰)

[Φi(a۱), (j + ۱)Ψj+۱(a۲)]−
∑
i+j=n

j ̸=n(i ̸=۰)

j∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

[Φi(a۱), ψℓ+۱Ψj−ℓ(a۲)]

+ [Φ۰(a۱), (n+ ۱)Ψn+۱(a۲)]−
n−۱∑
ℓ=۰

[Φ۰(a۱), ψℓ+۱Ψn−ℓ(a۲)]

=
∑
i+j=n

j ̸=n(i̸=۰)

[
Φi(a۱),

(
(j + ۱)Ψj+۱ −

j∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

ψℓ+۱Ψj−ℓ

)
(a۲)

]

+
[
Φ۰(a۱),

(
(n+ ۱)Ψn+۱ −

n−۱∑
ℓ=۰

ψℓ+۱Ψn−ℓ

)
(a۲)

]
=

∑
i+j=n

j ̸=n(i̸=۰)

[
Φi(a۱),

(
(j + ۱)Ψ̃j+۱ −

j∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

ψℓ+۱Ψ̃j−ℓ

)(
Ψ̃−۱

۰ Ψ۰(a۲)
)]

+
[
Φ۰(a۱),

(
(n+ ۱)Ψ̃n+۱ −

n−۱∑
ℓ=۰

ψℓ+۱Ψ̃n−ℓ

)(
Ψ̃−۱

۰ Ψ۰(a۲)
)]
. (۱۷ .۳)

که مي گيريم نتيجه ،(j + ۱)Ψ̃j+۱ =
∑j

ℓ=۰ ψℓ+۱Ψ̃j−ℓ داريم j = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي چون

K۲ =
[
Φ۰(a۱),

(
(n+ ۱)Ψ̃n+۱ −

n−۱∑
ℓ=۰

ψℓ+۱Ψ̃n−ℓ

)(
Ψ̃−۱

۰ Ψ۰(a۲)
)]

= [b۱, ψn+۱(b۲)]. (۱۸ .۳)

بنابراين

λn+۱([b۱, b۲]) = K۱ +K۲ = [φn+۱(b۱), b۲] + [b۱, ψn+۱(b۲)]. (۱۹ .۳)

{ψn}∞n=۱ و {φn}∞n=۱ که داد نشان مي توان مشابه به طور است. B روي پکسيدر لي اشتقاق ‐{φn+۱, ψn+۱} يک λn+۱ پس
مي کند. تمام را اثبات اين هستند. لي اشتقاق هاي از دنباله دو

به طوري که باشد B به A از پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک {Λn}∞n=۰ کنيد فرض .۳ .۳ قضيه

Λ۰(A) = Φ۰(A) = Ψ۰(A) = B,



۱۰۱ جبرها روي پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn}

دنباله اين صورت در .ker(Ψ۰) ⊆ kerΨn و ker(Φ۰) ⊆ kerΦn ،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn باشيم داشته n ∈ N هر براي و
معادلات در ،n ∈ N هر براي {λn}∞n=۱ پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn}

φn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n(−۱)i−۱ r۱Φ̃r۱Φ̃

−۱
۰ Φ̃r۲Φ̃

−۱
۰ . . . Φ̃riΦ̃

−۱
۰

)
,

ψn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n(−۱)i−۱ r۱Ψ̃r۱Ψ̃

−۱
۰ Ψ̃r۲Ψ̃

−۱
۰ . . . Ψ̃riΨ̃

−۱
۰

)
,

λn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n(−۱)i−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃riΛ̃

−۱
۰

)
,

(۲۰ .۳)

مي کند. صدق

پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} متناظر دنباله ،{Λn}∞n=۰ پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} براي ،۲ .۳ قضيه طبق اثبات.
داريم n نامنفي صحيح عدد هر براي بنابراين مي کند. صدق (۲ .۳) معادلات در {λn}∞n=۱

φn+۱ = (n+ ۱)Φ̃n+۱Φ̃
−۱
۰ −

∑n−۱
k=۰ φk+۱Φ̃n−kΦ̃

−۱
۰ ,

ψn+۱ = (n+ ۱)Ψ̃n+۱Ψ̃
−۱
۰ −

∑n−۱
k=۰ ψk+۱Ψ̃n−kΨ̃

−۱
۰ ,

λn+۱ = (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

∑n−۱
k=۰ λk+۱Λ̃n−kΛ̃

−۱
۰ .

(۲۱ .۳)

معادلات مانند k ≤ n هر براي λk کنيد فرض .λ۱ = Λ̃۱Λ̃
−۱
۰ داريم n = ۱ براي مي کنيم. استفاده n روي استقراء از اکنون

با است برابر (۲۰ .۳) معادله راست سمت n+ ۱ براي باشد. شده تعريف (۲۰ .۳)
n+۱∑
k=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj=n+۱

(−۱)k−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰

)

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ +

n+۱∑
k=۲

( ∑
∑k

j=۱ rj=n+۱

(−۱)k−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰

)

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ +

n∑
k=۱

( ∑
∑k+۱

j=۱ rj=n+۱

(−۱)k r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰ Λ̃rk+۱Λ̃

−۱
۰

)

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n∑
k=۱

n−(k−۱)∑
rk+۱=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj
=n+۱−rk+۱

(−۱)k−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰

)
Λ̃rk+۱Λ̃

−۱
۰

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n∑
k=۱

n−(k−۱)∑
i=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj
=n+۱−i

(−۱)k−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰

)
Λ̃iΛ̃

−۱
۰

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n∑
i=۱

n−(i−۱)∑
k=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj

=n−(i−۱)

(−۱)k−۱ r۱Λ̃r۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃r۲Λ̃

−۱
۰ . . . Λ̃rkΛ̃

−۱
۰

)
Λ̃iΛ̃

−۱
۰

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n∑
i=۱

λn−(i−۱)Λ̃iΛ̃
−۱
۰

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n−۱∑
i=۰

λn−iΛ̃i+۱Λ̃
−۱
۰

= (n+ ۱)Λ̃n+۱Λ̃
−۱
۰ −

n−۱∑
k=۰

λk+۱Λ̃n−kΛ̃
−۱
۰ = λn+۱. (۲۲ .۳)

مي کند. تمام را اثبات اين شوند. اثبات مشابه روش به مي توانند (۲۰ .۳) معادلات ساير
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از عبارت اند {λn} از جمله چهار ،۳ .۳ قضيه از استفاده با .۴ .۳ مثال

λ۱ = Λ̃۱Λ̃
−۱
۰ ,

λ۲ = ۲Λ̃۲Λ̃
−۱
۰ − Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ ,

λ۳ = ۳Λ̃۳Λ̃
−۱
۰ − ۲Λ̃۲Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ − Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۲Λ̃

−۱
۰ + Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ ,

λ۴ = ۴Λ̃۴Λ̃
−۱
۰ − ۳Λ̃۳Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ − ۲Λ̃۲Λ̃

−۱
۰ Λ̃۲Λ̃

−۱
۰ − Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۳Λ̃

−۱
۰

+ ۲Λ̃۲Λ̃
−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ + Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۲Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ + Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۲Λ̃

−۱
۰

− Λ̃۱Λ̃
−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ Λ̃۱Λ̃

−۱
۰ .

به طوري که باشد B به A از پکسيدر لي ابراشتقاق ‐{Φn,Ψn} يک {Λn}∞n=۰ کنيد فرض .۵ .۳ قضيه

Λ۰(A) = Φ۰(A) = Ψ۰(A) = B,

دنباله {λn}∞n=۱ و ker(Ψ۰) ⊆ kerΨn و ker(Φ۰) ⊆ kerΦn ،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn باشيم داشته n ∈ N هر براي و
داريم n ∈ N هر براي اين صورت در باشد. پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} متناظر

Λn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n

(∏i
j=۱

۱
rj+···+ri

)
λr۱ . . . λriΛ۰

)
,

Φn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n

(∏i
j=۱

۱
rj+···+ri

)
φr۱ . . . φriΦ۰

)
,

Ψn =
∑n

i=۱

(∑∑i
j=۱ rj=n

(∏i
j=۱

۱
rj+···+ri

)
ψr۱ . . . ψriΨ۰

)
,

(۲۳ .۳)

.
∑i

j=۱ rj = n که مي شود گرفته r۱, r۲, . . . , ri مثبت صحيح اعداد تمام روي داخلي مجموع آن در که

{Φ̃n}∞n=۰ ،{Λ̃n}∞n=۰ آنگاه باشند، (۲۳ .۳) روابط شکل به {Ψn}∞n=۰ و {Φn}∞n=۰ ،{Λn}∞n=۰ اگر که مي دهيم نشان اثبات.
شد. خواهد اثبات قضيه است، يکتا بازگشتي رابطه هر جواب چون مي کنند. صدق (۲ .۳) بازگشتي روابط در {Ψ̃n}∞n=۰ و

اکنون .(n + ۱)
∏k

j=۱
۱

rj+···+rk
=

∏k
j=۲

۱
rj+···+rk

آنگاه ،r۱ + r۲ + · · · + rk = n + ۱ اگر که کنيد توجه
داريم n نامنفي صحيح عدد هر و a ∈ A هر براي

(n+ ۱)Λ̃n+۱(a+ ker(Λ۰))

= (n+ ۱)Λn+۱(a)

= λn+۱Λ۰(a) +
n+۱∑
k=۲

( ∑
∑k

j=۱ rj=n+۱

(n+ ۱)
k∏

j=۱

۱
rj + · · ·+ rk

λr۱λr۲ . . . λrkΛ۰

)
(a)

= λn+۱Λ۰(a) +
n+۱∑
k=۲

( n+۲−k∑
r۱=۱

λr۱
∑

∑k
j=۲ rj=n+۱−r۱

k∏
j=۲

۱
rj + . . .+ rk

λr۲ · · ·λrkΛ۰

)
(a)

= λn+۱Λ۰(a) +
n∑

r۱=۱

λr۱

n−(r۱−۱)∑
k=۲

( ∑
∑k

j=۲ rj=n−(r۱−۱)

k∏
j=۲

۱
rj + · · ·+ rk

λr۲ . . . λrkΛ۰

)
(a)

= λn+۱Λ۰(a) +
n∑

r۱=۱

λr۱Λn−(r۱−۱)(a) =
n∑

i=۱

λiΛn−(i−۱)(a)

= λn+۱Λ۰(a) +
n−۱∑
i=۰

λi+۱Λn−i(a) =
n∑

ℓ=۰

λℓ+۱Λn−ℓ(a)

=
n∑

ℓ=۰

λℓ+۱Λ̃n−ℓ(a+ ker(Λ۰)). (۲۴ .۳)

شوند. اثبات مشابه روش به مي توانند (۲۳ .۳) معادلات ساير
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به طوري که باشد B به A از {Λn}∞n=۰ پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn} همه مجموعه Λ کنيم فرض .۶ .۳ نتيجه

Λ۰(A) = Φ۰(A) = Ψ۰(A) = B,

مجموعه λ همچنين .ker(Ψ۰) ⊆ kerΨn و ker(Φ۰) ⊆ kerΦn ،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn باشيم داشته n ∈ N هر براي و
است، يکتا (۲ .۳) بازگشتي رابطه هر جواب چون باشد. B به A از {λn}∞n=۱ پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} دنباله هاي تمام

آورد: به دست را زير نتيجه مي توان
.{λn}∞n=۱ ∈ λ ،۳ .۳ قضيه طبق آنگاه کنيم، تعريف (۲۰ .۳) معادلات با را {λn}∞n=۱ دنباله ،{Λn}∞n=۰ ∈ Λ هر براي اگر
اين .{Λn}∞n=۰ ∈ Λ ،۵ .۳ قضيه طبق آنگاه کنيم، تعريف (۲۳ .۳) معادلات با را {Λn} ،{λn}∞n=۱ ∈ λ هر براي اگر برعکس

دارد. وجود λ و Λ بين يک به يک تناظر يک که مي دهد نشان مطلب

نتيجه گيري ۴
اگر مي ناميم، پکسيدر لي اشتقاق ‐(φ, ψ) يک را λ باشند. B به A از خطي نگاشت هايي ψ و φ ،λ و بوده جبر دو B و A کنيد فرض
[a۱, a۲] = a۱a۲ − a۲a۱ آن در که ،λ([a۱, a۲]) = [φ(a۱), a۲] + [a۱, ψ(a۲)] باشيم داشته a۱, a۲ ∈ A هر براي
نگاشت هاي از دنباله اي به عنوان را پکسيدر لي ابراشتقاق  ‐{Φn,Ψn}يک مفهوم مقاله اين در است. a۱, a۲ ∈ A عناصر لي حاصل ضرب

رابطه در n نامنفي صحيح عدد هر و a۱, a۲ ∈ A هر ازاي به که B به A از {Λn}∞n=۰ خطي

Λn([a۱, a۲]) =
∑
i+j=n

[Φi(a۱),Ψj(a۲)],

از {λn}∞n=۱ پکسيدر لي اشتقاق  هاي ‐{φn, ψn} از دنباله اي حسب بر آن از شناسه سازي يک سپس کرديم. معرفي مي کنند، صدق
به A از {Λn}∞n=۰ پکسيدر لي ابراشتقاق هاي ‐{Φn,Ψn} همه مجموعه Λ اگر که داديم نشان هم چنين داديم. ارائه B به A
،ker(Λ۰) ⊆ kerΛn باشيم داشته n ∈ N هر براي و Λ۰(A) = Φ۰(A) = Ψ۰(A) = B به طوري که باشد B
پکسيدر لي اشتقاق هاي ‐{φn, ψn} از {λn}∞n=۱ دنباله هاي تمام مجموعه λ و ker(Ψ۰) ⊆ kerΨn و ker(Φ۰) ⊆ kerΦn

دارد. وجود λ و Λ بين يک به يک تناظر يک آنگاه باشد، B به A از
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Pexider Lie {Φn,Ψn}­higher derivations on algebras
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Abstract: Let A and B be two algebras and λ, φ and ψ be linear mappings from A into B. λ is said
to be a pexider Lie (φ, ψ)­derivation, if λ([a1, a2]) = [φ(a1), a2] + [a1, ψ(a2)] for all a1, a2 ∈ A, in
which [a1, a2] = a1a2 − a2a1 is the Lie product of the elements a1, a2 ∈ A. In this paper, we introduce
the concept of a pexider Lie {Φn,Ψn}­higher derivation as a sequence of linear mappings {Λn}∞n=0 from
A into B satisfying the equation

Λn([a1, a2]) =
∑
i+j=n

[Φi(a1),Ψj(a2)],

for all a1, a2 ∈ A and all non­negative integers n. Then we characterize it in terms of sequence of
pexider Lie {φn, ψn}­derivations {λn}∞n=1 from A into B. Also, we show that there is a one­to­one
correspondence between the set of all pexider Lie {Φn,Ψn}­higher derivations {Λn}∞n=0 and the set of
all sequences {λn}∞n=1 of pexider Lie {φn, ψn}­derivations.

Keywords: Algebra, Lie homomorphism, Lie isomorphism, Lie derivation, Lie higher derivation.
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