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ها در توزيع ها در مقابل فرض مرتب شده ميانگيندر اين مقاله آزمون فرض تساوي ميانگين :چكيده
هاي واريانس كواريانس در سه حالت متفاوت براي ماتريس. نرمال چند متغيره در نظر گرفته شده است

ها معلوم باشند، مقادير بحراني آماره آزمون ابتدا با فرض اينكه اين ماتريس. گرفته شده است نظر
داري براي تعداد مختلفي از هاي معنيبه ازاي سطح) 1983(پيشنهاد شده توسط ساسابوچي و همكاران 

-دار آماره با استفاده از روش شبيهمقpتوان و . اندهاي نرمال دو و سه متغيره محاسبه شدهجامعه

داراي عامل (هاي واريانس كواريانس نيمه مجهول سپس با فرض اينكه ماتريس. اندسازي برآورد شده
شود كه تحت آن شرايط هاي بردار ميانگين تعريف ميباشند، شرايطي روي مولفه) مقياسي مجهول

با توجه به شرايط گفته شده، مقادير بحراني آماره  آنگاه. وجود ندارد) واريانس(برآورد پارامتر مقياسي 
داري براي تعداد هاي معنيبه ازاي سطح) 1984(آزمون پيشنهاد شده توسط كولاتونگا و ساسابوچي 

داري و همچنين توان در دو سطح معني. اندآورده شدهدست هاي نرمال سه متغيره بهمختلفي از جامعه
هاي واريانس كواريانس كاملاً كه ماتريسبراي وقتي. شوندسازي برآورد ميقدار آزمون با شبيهمpنيز 

، تعدادي آزمون را ارائه و نشان داده )2003(مجهول و برابر باشند، در ادامه كار ساسابوچي و همكاران 
مقدارهاي آماره آزمون بكار pهاي بالا براي تواند به عنوان كرانشود كه محاسبه احتمال آنها ميمي
  .روند

الگوريتم ادغام مجاورهاي متجانس، آزمون نسبت درسـتنمايي، رگرسـيون همنـوا،     :هاي كليدي واژه
pمقدار.  
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1،23وبا هم برابر نيستند. 

  مقدمه - 1
فرض كنيد 

iinii XXX ,,, 21 هاي تصادفي از جامعه نمونه),( iipN μ ،ki ,,, 21 ،
  :صورت زير را در نظر بگيريدبه 1Hدر مقابل  0Hآزمون فرض . باشند
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jiكه بطوري، )1Hبا حداقل يك نامساوي اكيد در ( μμ   به اين معني است كه تمام مقادير
ij μμ  1همچنين محدوديت تحميل شده در فرض . غير منفي هستندH    بيـانگر آن اسـت

  .يابندبطور همزمان افزايش مي iبا زياد شدن  iμبعد بردار ميانگين  pكه تمام 
هاي مرتـب شـده گفتـه    ها در مقابل ميانگينچنين آزموهايي، كه آزمون مساوي بودن ميانگين

تمرين روي سن راه رفتن يك كودك، . هاي مختلف علمي بكار روندتوانند در حوزهشوند، ميمي
است فرض كند كه تمرين راه رفتن اثـر منفـي در   گر ممكن پژوهش. مثالي از اين موارد هستند

 Yفـرض كنيـد متغيـر    . كند، نداردافزايش ميانگين سني كه يك كودك شروع به راه رفتن مي
) 1(در جـدول   Yهاي متغير داده. كنددهنده سني باشد كه كودك شروع به راه رفتن مينشان

  ).2005واپول و سن، يلس(آمده است 

  هاي سن راه رفتن كودكداده :1جدول 

i  
iy  in   تيمار )بر حسب ماه(سن راه رفتن 

1  125/10 6  5/9  13 10 75/9 5/9 9 1  
2  375/11 6  15  5/10 75/11 10 10 11 2  
3  35/12  5   5/11 5/13 12 5/11 25/13 3  

دقيقه تمرين راه رفتن، گروه دوم هر روز به مـدت   12، گروه اول هر روز به مدت )1( در جدول
 .اندنديدههيچ تمريني ) گروه كنترل(اند ولي گروه سوم دقيقه تمرين راه رفتن را تجربه كرده 7

  :صورت زير استآزمون رايج در آناليز واريانس به
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گر اما اگر پژوهش. باشد مي Fها استفاده از آزمون  روش استاندارد براي آزمون كردن اين فرض
فرض كند كه تمرين راه رفتن اثر منفي در افزايش ميانگين سن آغاز راه رفتن كودك نـدارد در  

  :صورت زير خواهد بوداين صورت آزمون فرض به
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-، مثـال )2005( واپول و سـن و سيل) 1995(، ساركا و همكاران )1988(رابرتسون و همكاران 
  .اندهاي مختلف بخصوص در پزشكي مطرح كردههاي مشابهي را در حوزه

ميانگين جامعه نرمال يك متغيـره را در مقابـل    k، آزمون تساوي )a1959( اولين بار بارتولومو
ها آمـاره آزمـون نسـبت    ، براي اين فرض)a1959(بارتولومو . هاي مرتب شده انجام دادميانگين

2درستنمايي، 
kهمچنين آماره آزمون نسبت . دست آوردها به، را با فرض معلوم بودن واريانس

در حقيقـت روش مـورد   . هـا محاسـبه كـرد   ، را با فرض مجهول بودن واريـانس Fدرستنمايي، 
بـارتولومو  . بود 1ب شده، الگوريتم ادغام مجاورهاي متجانساستفاده براي برآورد پارامترهاي مرت

)b1959(       اين مساله آزمون را براي حالت دو طرفـه مـورد بررسـي قـرار داد، آمـاره آزمـوني را ،
بررسـي و مطالعـات بيشـتر    . دست آوردبه 5kپيشنهاد و تقريبي براي توزيع آماره در حالت 

، بـارلو و  )1967(، شـوراك  )1963(، چـاكو  )1961(توسـط بـارتولومو    هـايي روي چنين آزمون
-، تقريب)1985(ساسابوچي و كولاتونگا . انجام گرفت) 1982( و كودو و ياعو) 1972(همكاران 

هاي عددي نشان دادنـد كـه ايـن    پيشنهاد دادند و با مقايسه Fهايي را براي توزيع صفر آماره 
، يك )1963(در گسترش اين كار در چند متغيره، كودو . دهندنتايج بهتري را ارائه ميها تقريب

در  و ماتريس واريـانس كواريـانس معلـوم     μمتغيره را با ميانگين مجهول  pجامعه نرمال 
  نسبت درستنمايي براي آزمون فرضنظر گرفت و آماره آزمون بر اساس روش 

: ( , , )iH i p  1    
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اساس ، اين آزمون را با ماتريس واريانس كواريانس كاملاً مجهول بر)1969(پرلمن . دست آوردبه
روش نسبت درستنمايي مورد بررسي قرار داد و توزيع دقيق آماره را تحت فرض اوليه محاسـبه  

، اين مساله آزمون را با فرض ويژه بودن ماتريس واريانس كواريـانس  )1975(كودو و چوي . كرد

                                                                                                                                             
1 Pool Adjacent Violators Algorithm  
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تانـگ و همكـاران   . در نظر گرفته و آماره آزمون را با روش نسبت درسـتنمايي محاسـبه كردنـد   
با ماتريس واريانس كواريانس معلوم ) 1989(، آماره آزمون جديدي را براي مساله كودو )1989(

  .پيشنهاد و توزيع آن را تحت فرض اوليه محاسبه كردند
ميانگين جامعه نرمال چند متغيره در مقابل اين فرض كـه هـيچ محـدوديتي     kآزمون تساوي 
توسعه كـار بـارتولومو   . مورد مطالعه قرار گرفت) 1984(آندرسون ها نباشد توسط روي ميانگين

)a1959 (اولـين بـار ساسـابوچي و    . در چند متغيره به وسيله نويسندگان ديگر انجام شده است
دسـت آوردن  هاي واريانس كواريانس، ضمن بـه ، با فرض معلوم بودن ماتريس)1983(همكاران 

متغيره بـا   pهاي مرتب شده در توزيع نرمال ل ميانگينها در مقابآماره آزمون تساوي ميانگين
ي دو 1روش نسبت درستنمايي، الگوريتمي را نيز بـراي محاسـبه برآوردهـاي رگرسـيون همنـوا     

كولاتونگــا و . متغيـره پيشــنهاد كـرده و همگرايــي ايـن الگــوريتم را مـورد بررســي قـرار دادنــد     
داراي (ره آزمون را براي دو حالت معلـوم و نيمـه مجهـول بـودن     ، توزيع آما)1984(ساسابوچي 

ساسـابوچي و همكـاران   . دست آوردندهاي واريانس كواريانس بهماتريس) عامل مقياسي مجهول
را براي رگرسـيون همنـواي   ) 1983(، الگوريتم ارائه شده توسط ساسابوچي و همكاران )1992(

هايي، آزمـون جديـدي را   ، براي چنين فرض)1988(نوماكوچي و شي . چند متغيره بسط دادند
  .باشدتر ارائه دادند تا محاسبه توزيع آن تحت فرض اوليه آسان

-صورت مسـتقل بـه  هاي بالا تنها به ارائه آماره آزمون اكتفا شده است و آزمون بهدر تمام حالت
واريـانس   هـاي ، بـراي حـالتي كـه مـاتريس    )1990(كولاتونگـا و همكـاران   . دست نيامده است

ها را مورد مطالعه سازي آنهايي را پيشنهاد داده و با روش شبيهكواريانس قطري نباشند، آزمون
، با فرض مجهول بودن ماتريس واريـانس كواريـانس،   )2003(ساسابوچي و همكاران . قرار دادند

بوچي ساسـا . دسـت آوردنـد  آماره آزموني را ارائه داده و توزيع آن را تحـت فـرض صـفر نيـز بـه     
دسـت آمـده توسـط    دادند كه از آزمون بهها را ارائه اي از آزمون، تحت اين فرض دنباله)2007(

-هـا كـدام  باشند اما اينكه در بين اين دنباله آزمونتر مي، پرتوان)2003( ساسابوچي و همكاران
  .تر است بحثي نشده استيك از همه پرتوان

و ) 1983(ساسـابوچي و همكـاران   . گرفته شـده اسـت  در نظر ) 1(در مقاله حاضر آزمون فرض 
در . براي اين آزمون تنها به يافتن آماره و توزيع آن اكتفا كردند) 1984(كولاتونگا و ساسابوچي 

دسـت آمـده توسـط بـارلو و همكـاران      بخش دوم اين مقاله، ضمن بررسي نتـايج و قضـاياي بـه   
، مقـادير بحرانـي   )1984(و ساسـابوچي  و كولاتونگـا  ) 1983(، ساسابوچي و همكـاران  )1972(

هاي واريانس كواريانس معلوم، برابر و قطري باشند، محاسـبه  كه ماتريسآماره آزمون براي وقتي

                                                                                                                                             
1 Isotonic Regression  
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/داري در بخش سوم، توان آزمون در سـطوح معنـي  . اندشده , / 0 1 0 مقـدار  pو نيـز   05
در بخـش چهـارم، در   . انـد سازي بـرآورد شـده  متغيره با روش شبيه آزمون براي توزيع نرمال دو

هاي واريانس كواريـانس نيمـه   كه ماتريس، براي وقتي)1984(ادامه كار كولاتونگا و ساسابوچي 
شـود كـه   هاي بردار ميانگين تعريف شـده و نشـان داده مـي   مجهول باشند، شرايطي روي مولفه

آنگاه بـا توجـه بـه ايـن شـرايط،      . وجود ندارد) واريانس(ي تحت آن شرايط برآورد پارامتر مقياس
-به ازاي سطح) 1984(مقادير بحراني آماره آزمون پيشنهاد شده توسط كولاتونگا و ساسابوچي 

توان . اندآورده شدهدست هاي نرمال سه متغيره بهداري براي تعداد مختلفي از جامعههاي معني
مقدار آماره براي دو و سـه  pهمچنين . ازي شده استسداري شبيهآزمون در دو سطح معني

هـاي واريـانس   در بخش پنجم، اين آزمون با ماتريس. است جامعه نرمال دو متغيره برآورد شده
در ايـن مـورد ساسـابوچي و همكـاران     . كواريانس كاملاً مجهول و برابر در نظر گرفته شده است

در ادامه كار آنهـا تحـت شـرايط    . ه آزمون و تعيين توزيع آن پرداختند، به محاسبه آمار)2003(
ايـن  ارائه شـده كـه بـر حسـب      هاي واريانس كواريانس، تعدادي آزمونگفته شده روي ماتريس

  .دست آمده استبه مقدارهاي آمارهpهاي بالا براي ها كرانآزمون

  شدهفرض پارامترهاي مرتب تعاريف و نتايج اوليه در آزمون - 2
kXXبعـدي   pبردارهاي حقيقي  .1تعريف  ,,1  هـاي معـين مثبـت    و مـاتريسpp ،

k ,,1 مــاتريس . را در نظــر بگيريــدkp ،]ˆ,,ˆ[ kμμ 1  را رگرســيون همنــوايp 
kXXمتغيــره  ,,1 11هــاي بــا وزن

1
  k,,  گوينــد اگــرkμμμ ˆˆˆ  21  و نيــز

kμμ ˆ,,ˆ 1 در رابطه زير صدق كنند:  
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. شـود اند را شامل مـي ، مطرح كرده)1972(همكاران اين تعريف حالت يك متغيره را كه بارلو و 
برآوردهاي ماكسيمم درسـتنمايي پارامترهـاي ميـانگين تحـت فـرض مرتـب شـده كـه همـان          

دسـت  برآوردهاي رگرسيون همنوا هستند، با استفاده از الگوريتم ادغام مجاورهاي متجـانس بـه  
-و سـيل  1988 برتسون و همكاران،، را1972براي جزئيات بيشتر به بارلو و همكاران، (آيند مي

، يك الگـوريتم بـراي   )1983(همچنين ساسابوچي و همكاران ).رجوع كنيد 2005واپول و سن، 
مورد بررسي  2pمحاسبه برآوردهاي رگرسيون همنوا ارائه و همگرايي اين الگوريتم را براي 

  .قرار دادند
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، با ماتريس واريانس كواريانس معلوم و برابر  1Hدر مقابل  0H براي آزمون فرض .1قضيه
  :ناحيه بحراني آزمون نسبت درستنمايي عبارت است از
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XX ،ki ,,1 و ،]ˆ,,ˆ[ kμμ 1 

kXXمتغيره  pبرآوردهاي رگرسيون همنواي  ,,1 11هـاي  با وزن
1

  knn ,,  مـي-
  ).1983ساسابوچي و همكاران، (باشند 
هـاي واريـانس   و مـاتريس  1inبـا فـرض اينكـه    ) 1984 كولاتونگا و ساسابوچي،(  .2قضيه

Hكواريانس معلوم و قطري باشند، اگر فرض    درست باشد برايt   تحت ) 2(، توزيع آماره
  :فرض صفر عبارت است از

 
,

,

( ) ( , , ) ( ),

( ) ,

kp

k p l p

l p p
k p

P t Q l k p P t

P k

 




  

  

 

2 2

1
2 

                       (3) 

),,(كه در آن طوريهب pklQ   پيچش احتمـالات),( klP m ،pm ,,, 21   بـوده و بـه-
  :شودصورت زير تعريف مي

),,(),(),(),,( klPklPklPpklQ p
llll p








21

21

                
(4) 

ــين  ),(همچن klP m ،pm ,,, 21  ــردار تصــادفي متغيرهــاي ، احتمــال آن اســت كــه ب
),,,( )()()( m

k
mm XXX 21  روي فــــــرض مرتــــــب شــــــده بــــــردار پارامترهــــــاي

),,,( )()()( m
k

mm  21  ــا ــد و    mlدقيقـ ــار كنـ ــزا را اختيـ ــدار مجـ m)(مقـ
iX  و)(m

i ،
ki ,,, 21يب ترت، بهm امين متغير وm امين ميانگين از بردارهايiX  وi   هسـتند )

  ).1972بارلو و همكاران، 
),,(هاي عددي براي محاسـبه احتمـال   روش محاسبه و جدول pklQ   توسـط  )4(در رابطـه ،

واريانس كواريانس غير قطـري   هايبراي حالتي كه ماتريس .ارائه شده است)  1984(كولاتونگا 
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سـازي  را بـا روش شـبيه   هاآن هايي را ارائه و ويژگي، آزمون)1990(باشد، كولاتونگا و همكاران 
  .مورد مطالعه قرار دادند

2مقادير بحراني آماره آزمون  :2جدول 
pk ,  2برايp  

   
005/0 01/0 025/0 05/0  1/0  k 005/0 01/0 025/0 05/0 1/0 k 
492/18
725/18
943/18
151/19
347/19
533/19
710/19
880/19
041/20
196/20
344/20
488/20
625/20
758/20

593/16
814/16
022/17
218/17
404/17
582/17
750/17
911/17
065/18
212/18
353/18
489/18
620/18
747/18

005/14
209/14
401/14
581/14
753/14
916/14
072/15
221/15
362/15
49/15
629/15
755/15
877/15
998/15

968/11
157/12
334/12
502/12
661/12
813/12
958/12
095/13
228/13
354/13
4762/13
592/13
705/13
813/3  

833/9
01/10
167/10
320/10
464/10
602/10
733/10
860/10
980/10
095/11
206/11
313/11
417/11
515/11

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30 

628/8
763/10
162/12
205/13 
036/14
725/14
313/15
824/15
278/16
682/16
050/17
385/17
693/17
978/17
244/18 

289/7
295/9
610/10
593/11
376/12
026/13
581/13
065/14
494/14
878/14
226/15
543/15
836/15
107/16
359/16 

537/5
344/7 
535/8 
428/9 
141/10
734/10
241/11
684/11
076/12
428/12
748/12
040/13
310/13
557/13
789/13 

231/4
861/5 
943/6  
758/7 
410/8 
952/8 
419/9 
825/9 
187/10
511/10
805/10
074/11
323/11
553/11 
768/11 

952/2
372/4
326/5
048/6
629/6  
114/7  
531/7
895/7
222/8
515/8
781/8
024/9
250/9
458/9
651/9 

2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

2 دير بحرانــي آمــاره آزمــون،مقــا
pk , 2، بــرايp ،3p  3032و ,,, k  محاســبه

  .اندآورده شده) 3(و ) 2( هايترتيب در جدولاند كه اين نتايج بهشده
ثابت بـا كـاهش    kشود كه براي هر ديده مي) 3(و ) 2( هايدست آمده از جدولطبق نتايج به
همچنـين در هـر سـطح    . داري، مقدار بحراني آماره آزمـون در حـال افـزايش اسـت    سطح معني

اين مقـادير نيـز در حـال زيـاد     ) دو و سه متغيره(هاي نرمال داري، با افزايش تعداد جامعهمعني
  .شدن هستند
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  مقدار آماره آزمون براي توزيع نرمال دو متغيرهpتوان و  - 3

2 سازي توان آمارهدر اين بخش، با استفاده از شبيه
2,k براي  32,k  داري در سطوح معنـي

در ايـن  . بار تكرار برآورد شده اسـت  10000براي توزيع نرمال دو متغيره براساس  1/0و  05/0
صـورت  بـوده و نيـز ميـانگين هـر جامعـه بـه       220Iهاي كواريانس برابر بـا  ماتريسسازي شبيه

),( 1 vvv μ، kv ,,, 21،  070
1

20
1

10
1

3
1

2
112

323 ,,,,,,,,,,,  است.  

2مقادير بحراني آماره آزمون : 3جدول 
pk ,  3برايp  

  
005/0 01/0 025/0 05/0  1/0  k 005/0 01/0 025/0 05/0 1/0 k 

107/23
420/23
715/23
994/23
259/24
511/24
750/24
979/24
197/25
407/25
608/25
802/25
988/25
168/26 

005/21
304/21
586/21
852/21
105/22
345/22
574/22
793/22
002/23
203/23
395/23
580/23
759/23
930/23

116/18
394/18
656/18
904/18
139/19
363/19
576/19
779/19
975/19
162/20
341/20
514/20
680/20
841/20

817/15
077/16
322/16
554/16
774/16
983/16
183/17
37/17
557/17
732/17
901/17
063/18
219/18
370/18 

378/13
616/13
841/13
055/14
258/14
451/14
635/14
811/14
980/14
142/15
298/15
448/15
592/15
731/15

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30  

171/10 
889/12 
702/14
068/16
162/17
073/18
853/18
534/19
138/20
679/20
171/21
620/21
034/22
417/22
773/22 

7463/8
307/11
020/13
313/14
349/15
214/16
955/16
602/17
177/18
692/18
159/19
587/19
982/19
347/20
687/20 

8610/6 
18610/9
7504/10
9346/11
887/12 

682/13 

3659/14
962/14 

493/15 

970/15 

403/16 

800/16 

165/17 

505/17 

820/17  

4345/5
552/7 
986/8 
076/10
955/10
69/11 

324/12
878/12
371/13
815/13
219/14
589/14
929/14
245/15
540/15  

0102/4 
882/5 
165/7 
145/8 
939/8 
607/9 
182/10
687/10
134/11
542/11
911/11
250/12
562/12
852/12
123/13 

2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

، توان نيز در ثابت اولاً با افزايش مقدار  kشود كه براي هر چنين استنباط مي) 4(از جدول 
كـه  ، توان نيز كاهش يافته، بطوريبا كاهش مقدار  حال افزايش است، ثانياً در هر سطح 

براي  1(حال براي آزمون فـرض   .باشدداري مي، مقدار توان برآوردي براي سطح معني(، 
2مقدار آماره pسازي با روش شبيه

2,kدسـت آورده مـي  ع نرمال دو متغيره، به، براي توزي-
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2اي براي آماره مقدار نمونه 2فرض كنيد . شود
2,k صورت براي آزمون فـرض  در اين . باشد

)1(،  pشودصورت زير تعريف ميمقدار به:  
,( ),H kp value P    2 2
2  

Hبراي فرض  و يك آزمون در سطح     1در مقابل فـرضH    باعـث رد شـدن فـرض ،H  
  .باشد مقدار كوچكتر از pشود اگر مي

2توان آماره  :4جدول 
2,k 1/0و   05/0داري در سطوح معني   

k  2323k  2 3 2 3 
       
  05/0  05/01/01/005/0  05/0  1/0  1/0  

3  824/0  916/0882/0963/0101 296/0  323/0  341/0  422/0  

2  777/0  860/0851/0891/0201 234/0  314/0  281/0  391/0  

23 695/0  753/0830/0862/0301 165/0  287/0  253/0  338/0  

1  620/0  688/0649/0705/0 401 147/0  240/0  222/0  290/0  

21 552/0  580/0597/0647/0501 098/0  131/0  183/0  225/0  

31 489/0  533/0524/0603/0601 076/0  083/0  150/0  171/0  

41 457/0  478/0486/0575/0701 061/0  068/0  117/0  135/0  

51 406/0  421/0443/0520/00 054/0  058/0  104/0  110/0  

81 351/0  374/0388/0479/0    

  :مقدار آماره مراحل زير را دنبال كنيد-pبراي محاسبه 
),(مشاهدات مستقل از توزيع نرمال دو متغيره  )1 002 μN    0كـه در آن بـردارμ   هـر

 ماتريسي قطري باشد را بـراي مقـادير   0بردار دلخواه و ماتريس واريانس كواريانس 

32,k 2،  توزيع آماره 2با توجه قضيه . شودتوليد مي
2,k     تحت فـرض صـفر بـه

و  0μبنابراين هر مقدار دلخـواه را بـراي بـردار پـارامتر     . پارامتر مجهول بستگي ندارد
 .توان در نظر گرفتماتريس واريانس كواريانس مي

2ها مقدار آماره با توجه به داده )2
2,k شودمحاسبه مي.  
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Mمقدار از رابطه 10000N ،pبه تعداد  2و 1با تكرار مراحل  )3

N
-دست ميبه 

2تعداد دفعات مقادير برآورد شده آماره  Mآيد كه در آن
2,k    در مرحلـه دوم اسـت

 .كه از مقدار اوليه كوچكتر نباشدبطوري
مقدار را با فرض اينكـه بـردار   pبراي دو و سه جامعه نرمال دو متغيره مقادير ) 5(در جدول 

)صــــــــــورت پــــــــــارامتر بــــــــــه  , )v v v   1،   kv ,,, 21 و
, , , , , , , , , , 

3 1 1 1 1 13 2 12 2 3 10 20 70  سازي شده استباشد، شبيه.  

2مقدار آماره - p: 5جدول 
2,k براي دو و سه جامعه نرمال دو متغيره  

 k   k 
 232 3 
3135/0266/091475/0 122/0  

2055/0210/0101205/0  315/0  

23  215/0031/0201175/0 118/0  

1040/0 233/0301038/0  243/0  

21445/0 087/0401185/0 076/0  

31325/0145/0501180/0 047/0  

41305/0 035/0601255/0 323/0  

51095/0308/0701085/0 095/0  

81235/0 052/0  

شـود كـه در   ، با توجه به اين مقادير ديده مـي /050داري، مثلاً ثابت بودن سطح معني با
سه مقـدار باعـث رد شـدن     3kتنها دو مقدار و براي  2kتوزيع نرمال دو متغيره، براي 

  .شوندفرض صفر مي

  واريانس كواريانس نيمه مجهول باشند هايآماره آزمون وقتي ماتريس -4
هاي واريانس كواريانس داراي يـك عامـل مقياسـي مجهـول     در اين بخش، فرض كنيد ماتريس

iiها ساختاري به فـرم  iبه عبارت ديگر . باشند  2 ،ki ,,1   را داشـته باشـند ،
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در اين حالت كولاتونگـا  . مجهول باشد 2و معلوم بوده و 1هاي ناويژهها ماتريسiكه بطوري
البتـه  . ، تنها آماره آزمون و توزيع تحت فرض صفر آن را محاسـبه كردنـد  )1984(و ساسابوچي 

در  2باشد، چرا كه مقدار برآورد شـده بـراي پـارامتر    دست آمده توسط آنها يكتا نميآماره به
شـده كـه    در قضـيه زيـر، نشـان داده   . كندساختار آماره از يك جامعه به جامعه ديگر تغيير مي

هـاي بـردار ميـانگين وجـود     ها روي مولفهتحت برخي از فرضيه 2ممكن است برآورد پارامتر 
  .تواند صفر باشددر حقيقت مقدار اين برآورد مي. اشته باشدند

فرض كنيـد   .3قضيه
iinii XXX ,,, 21 ،ki ,,, 21 هـاي تصـادفي   ، نمونـهin  تـايي از

ــردار ميــانگين  pجامعــه نرمــال  ــا ب ــه iμمتغيــره ب ــانس ب فــرم  و مــاتريس واريــانس كواري
ii  2 دست آمده از جامعه هاي بهاگر نمونه. باشندiام در فرض مرتب شده  

piiiH   21:   (5) 

  يا در فرض) با حداقل يك نامساوي اكيد(

piiiH   21:   (6) 

si ،psصدق كنند كه در آن ) با حداقل يك نامساوي اكيد( ,,, 21 مولفه ،s  ام بـردار
  .باشدبرابر صفر مي 2است، در آن صورت برآورد  iμميانگين 
Hتحت فـرض   iμبرآورد ماكسيمم درستنمايي بردار پارامتر  iμ̂فرض كنيد  :اثبات   باشـد .

  :صورت زير استامين جامعه بهiدست آمده از هاي بهآنگاه تابع درستنمايي بر اساس نمونه

/

//

//

ˆ ˆ( , ) ( ) exp ( ) ( )
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1 Nonsingular Matrices  
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  :عبارت است از 2با مساوي صفر قرار دادن اين عبارت، برآورد ماكسيمم درستنمايي پارامتر 

.)ˆ()ˆ(ˆ 


 
in

j
iijiiij

i pn 1

12 1
μXμX  

صدق كنند، آنگاه مطابق با الگوريتم ادغام مجاورهاي متجانس ) 5(ها در رابطه بنابراين اگر داده
چــون بــراي تمــام . باشــدمــي siبــرآوردي بــراي  siX، بــردار )2005 واپــول و ســن،ســيل(

ps ,,, 21      چنين چيـزي درسـت اسـت، بنـابراينiji Xμ ˆ     خواهـد بـود و در نتيجـه
̂ 2 .  

صورت غيـر صـعودي مرتـب شـده     نيز به iμهاي بردار ميانگين مولفهلازم به ذكر است كه اگر 
بنابراين تحت شـرايط گفتـه شـده،     .روش اثبات مشابه است) صدق كنند) 6(در رابطه ( باشند، 

صـورت زيـر   به) 1984(توسط كولاتونگا و ساسابوچي   3.4آماره آزمون پيشنهاد شده در قضيه 
  :خواهد بود
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,مقادير بحراني آماره  :6جدول  , ˆk pE  2
2

  3برايp  

     k  k

005/0 01/0 025/0 05/0  1/0    005/0 01/0 025/0 05/0 1/0 
427/0
410/0
394/0
380/0
367/0
354/0
343/0
332/0
322/0
313/0
304/0
296/0
288/0
281/0 

397/0
380/0
366/0
352/0
339/0
328/0
317/0
307/0
298/0
289/0
281/0
273/0
266/0
259/0 

351/0
337/0
323/0
312/0
301/0
290/0
281/0
272/0
264/0
256/0
249/0
242/0
236/0
229/0 

313/0 
300/0 
289/0 
278/0 
268/0 
259/0 
251/0 
242/0 
235/0 
228/0 
221/0 
215/0 
210/0 
204/0  

271/0 
259/0 
249/0 
240/0 
232/0 
224/0 
217/0 
210/0 
203/0 
198/0 
192/0 
187/0 
182/0 
178/0  

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

1 
1  
961/0  
886/0 
816/0 
754/0 
699/0 
652/0 
611/0 
574/0 
543/0 
515/0 
489/0 
467/0 
446/0 

1 
1  
933/0
848/0
775/0
711/0
657/0
611/0
571/0
536/0
505/0
479/0
455/0
433/0
414/0

1 
999/0 
877/0 
782/0 
705/0 
642/0 
590/0 
546/0 
509/0 
477/0 
450/0 
425/0 
403/0 
384/0 
367/0 

1 
965/0 
814/0
715/0
639/0
579/0
531/0
490/0
456/0
427/0
402/0
380/0
360/0
343/0
328/0 

1  
887/0 
724/0 
628/0 
558/0 
503/0 
460/0 
425/0 
395/0 
369/0 
348/0 
329/0 
312/0 
297/0 
283/0 

2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16



 111        ها در مقابل فرض مرتب شده در توزيع نرمال چند متغيرهآزمون فرض تساوي ميانگين 

 

,توان آماره  :7 جدول , ˆk pE  2
2

 و  025/0و  05/0 داريدر سطوح معني),( 1 vvv μ  

-مي) 3(و ) 2( ولاشود، مشابه استنباط در مورد نتايج جداستنباط مي) 6(آنچه از نتايج جدول 
  .است) 4(مشابه استنباط نتايج در مورد جدول نيز ) 7(استنباط نتايج از جدول باشد و 

,مقدار آماره - p :8جدول  , ˆk pE  2
2

 براي دو و سه جامعه نرمال دو متغيره  

k k 
232 3 
3 207/0283/091  463/0 224/0
2081/0276/0101 306/0  405/0

23 294/0105/0201 211/0 183/0
1 117/0 321/0301 091/0  355/0
21 393/0 201/0401 206/0 119/0
31 366/0204/0501 245/0 074/0
41 318/0 106/0601 223/0 261/0

51 133/0421/0701 071/0 084/0
81 270/0 085/0     

k 2 323k23 23 
    
 025/0  025/005/005/0025/0025/0  05/0  05/0  

3 906/0  928/0947/01101290/0335/0  326/0  411/0  

2 861/0  893/0884/0973/0201276/0283/0  280/0  370/0  

23  792/0  870/0831/0922/0301252/0260/0  258/0  328/0  

1 726/0 740/0783/0830/0 401193/0202/0  246/0  297/0  

21581/0  629/0618/0749/0501112/0126/0  139/0  158/0  

31450/0  521/0496/0577/0601089/0075/0  092/0  087/0  

41422/0  469/0475/0506/0701046/0050/0  068/0  072/0  

51395/0  414/0432/0462/00026/0 028/0 056/0 060/0  

81364/0  378/0409/0425/0  
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هاي واريانس كواريانس مجهول و برابر محاسبه آماره آزمون با ماتريس - 5
  هاي محدب بستهحسب مخروطبر 

هاي واريانس كواريانس كه ماتريسوقتي )1(، براي مساله آزمون )2003(ساسابوچي و همكاران 
  كاملاً مجهول و برابر باشند، آماره
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12 XμXμ                               (9) 

ــه در آن    ــد كـــــــــــ ــنهاد دادنـــــــــــ iرا پيشـــــــــــ
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))(( XXXX  و]ˆ,,ˆ[ kμμ 1  رگرســـيون همنـــوايp  متغيـــره

kXX ,,1 11هاي با وزن
1

 SnSn k,, همچنين به مطالعه توزيع آمـاره تحـت   . باشدمي
  .فرض صفر پرداختند

شود كه محاسبه احتمال آنها با توجه به مي ارائه شده، و نشان داده در اين بخش تعدادي آزمون
بـراي  ) 1(مقـدارهاي آزمـون   pهـاي بـالا بـراي    تواند به عنوان كرانمقدار مشاهده شده مي

  .هاي واريانس كواريانس كاملاً مجهول و برابر هستند، بكار روندكه ماتريسوقتي

ــف  ــد .2تعري ــرض كني ),,,(ف  kxxxx 21  و),,,(  kyyyy 21  ــاي  pبرداره
، ضرب داخلي Λمعين مثبت  ppبراي هر ماتريس . باشند pRبعدي در فضاي اقليدسي 

  :شودصورت زير تعريف ميبه pkRدر فضاي اقليدسي 
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||||,/21عبارت است از  pkRدر  ||.||همچنين نرم    xxx.  

را يـك مخـروط    C. زير مجموعه غير تهي در فضاي اقليدسي باشـد  Cفرض كنيد  .3تعريف 
ــر  ــد اگ ,و  ,Cyxمحــدب گوين    آنگــاه ،C yx  . ــين يــك  Cهمچن

مخروط محدب بسته گفته مي شود اگر اولاَ مخروطي محدب بوده و ثانياَ يـك مجموعـه بسـته    
  :هاي محدب بسته زير را در نظر بگيريدحال مخروط .باشد
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H:عبارتند از ) 1(هاي مورد بررسي در در اين صورت فرض  L  0در مقابلCμ:1H.  
),(، kpRx، فرض كنيد براي هر )2003(با استفاده از نماد ساسابوچي و همكاران  CxΛ 

),(بنابراين . باشد Cروي مخروط محدب بسته  xبيانگر تصوير متعامد  CxΛ اي است نقطه
Λzxكه عبارت  ||||   را براي هرCz كندمينيمم مي.  

 0Cو  Lهاي محدب بسـته  صورت زير بر حسب مخروطتوان بهرا مي) 9(مون بنابراين آماره آز
  :نوشت

   

.),(),(),,(),(
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SSSSS
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(10) 

μXZبا تعريف   بديهي است كه ،Z  داراي توزيع( , )pN  با توجه به اينكه . باشدمي
  ،Cμكه  Cبراي هر مخروط محدب بسته 

,),(),( μXμX  CC SS          (11) 
  :مقدار آزمون عبارت است ازp، )11(بنابراين با توجه به رابطه . باشدمي

supsup ( ( ) )

               =sup ( ( ) )

ob

ob

p value P T t

P T t

 






 



  

 




2
0

2
0C

)12              (             
 

مقدار مشاهده شده آماره و  obtكه در آن 


sup هاي معين مثبـت  سوپريمم روي تمام ماتريس
pp است.  
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  مقدارpهاي بالاي كران 5-1

k ،pkفرض كنيد براي هر ,,1 ،kC اي باشد كه براي هر مخروط محدب بستهi  وj ،
آنگاه بديهي است كـه  . برقرار باشد jμو  iμامين رديف بردارهاي kمحدوديت يكنوايي روي 

k

p

i
i CCC0 




1
L .حال آماره زير را در نظر بگيريد:  

.||),(),(||)( 222
SkSSkk TT CXXμ   L                    (13) 

  يك ماتريس معين مثبت باشد، آنگاه Mاگر  :. لم
22) الف

MMSMMSMMS MMMMT   ||),(),(|| 0CXX  L  
22) ب

MMSkMMSMMSk MMMMT   ||),(),(|| CXX  L  
22) ج TTk .  

بـراي  آنگـاه   ،استماتريس معين مثبت يك  Mون ضرب داخلي، چتعريف با توجه به  .اثبات
  kAAA ,,1   و  kBBB ,,1 ، خواهيم داشت:  

,

, .

k

MSM i i i
i

k

i i i S
i

MA MB n A M M S M MB

n A S B A B
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
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   
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  :اين تساوي، خواهيم داشتبنابراين با توجه به 
|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) || .S S S MSM MSM MSMT M M        X X X X2 2 2L L0 0C C  

),(),( ،Cاز طرفي چون براي هر مخروط محدب بسته  CC MMM SS XX   باشد، مي
  :در نتيجه خواهيم داشت

.||),(),(|| 22
MMSMMSMMS MMMMT   0CXX  L  

  دهيم رابطهمي ، ابتدا نشان)ج(براي اثبات قسمت . است) الف(شبيه اثبات ) ب(اثبات قسمت 
,||),(),(|| uTT SkSSk 2222  CC0 XX              (14) 
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SkSSSSuكه در آن   ),(),(),,(),( CCC 00 XXXX  L برقرار است.  
صـورت زيـر   به) 14(باشد، در اين صورت رابطه  kCبرآورد پارامتر روي مخروط iفرض كنيد 
  :شودنوشته مي
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*),(،)1971(زارانتونلو  1.1از  طرفي بنا به لماز  Cxx Λ اگر و فقط اگر  
* * * *x x x ,x , x x , ,B       C,                     (15) 

  بنابراين. CB تمامبراي 
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22گيريم كه نتيجه مي) 14(پس از فرمول  TTk .  
μبا فرض   تعريف كنيد ،XY M آنگاه  

.||),(),(||

||),(),(||)(
2

22

MMSkMMSMMS

SkSSk

MMMM

MMT

 



C

C

XX

YYY





L

L

     
(16) 



 اكبر راسخي پرداز و عليرحيم چينيابوذر بازياري،                               116

 

Y22)(، بــديهي اســت كــه 1 از لــم) ب(بــا قســمت ) 14(بــا مقايســه رابطــه 
kk TT  . چــون

22 TTk 22، بنابراين TTk )(Y .همچنين واضح است كه( )E Y  كنـيم كـه  و ادعا مي
IY چون، زيرا  يك ماتريس معين مثبت است، بنابراين ماتريس متقارن و متعامد G 

وجود دارد كه بر اساس تجزيه طيفي   ADGG  2
1

 Dماتريس متعامد و  Aكه در آن  
GDGMبا فرض اينكه . يك ماتريس بالا مثلثي با عناصر قطري مثبت است  آنگاه  

 

     

( ) ( ) ( )( )( )

    ( )( )( ) ( )( )( )( )

    ( ) ( ) .

MX M M GDG GDG GD G G D G

GA AD G G D A AG GA AD G G AD AG

GA G G G G G G AG I
 

         

       

    

Y

1 1
2 2

 

)داراي توزيع  Yپس , )N I بنابراين براي هر . باشدميobt   داريم:  
( ( , ) ) ( ( , ) ) ( ( ) )ob k ob k obP T t P T I t P T t    2 2 2  Y  

  :در نتيجه خواهيم داشت
sup ( ( , ) ) ( ( , ) ).ob k obP T t P T I t


  2 2


 


  

)بنابراين  ( , ) )k obP T I t2   2كه در آن
kT،pk ,,1 ،هاي ارائـه شـده در رابطـه    آزمون

براي حالت مجهول و برابر ) 1(مقدارهاي آزمون فرض pهاي بالايي براي هستند، كران) 13(
  .هاي واريانس كواريانس هستندبودن ماتريس
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Testing Homogeneity of Mean Vectors against ordered restriction in 
Multivariate Normal Distribution 
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Abstract 

This paper concerned with the testing of homogeneity of mean vectors 
against ordered restriction in multivariate normal distribution.  Three 
different cases for covariance matrices are considered. First when covariance 
matrices are known, second when it is assume that covariance matrices have 
an unknown scale factor and third when the covariance matrices are 
completely unknown and equal. In two first cases the critical values of test 
statistic are computed for bivariate and trivariate normal distribution. The 
power and p value of the test statistic are estimated by simulation method. 
When the covariance matrices are completely unknown and equal some tests 
are presented which the computation of those probabilities can be used as the 
upper bonds of p values.  

Keywords: Pool adjacent violators algorithm, Likelihood ratio test, Isotonic 
regression, p value. 
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