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  سه مدل اساسی در ریاضیات مالی

  منش ، رویا چمنی انباجی، لیلی شجاعی1عبدالساده نیسی

  دانشگاه علامه طباطبایی ،گروه آمار، ریاضی و کامپیوتر
  23/12/1391: تاریخ پذیرش  1/11/1390: تاریخ دریافت

ي ریاضی هاي پیشرفته داریم بازارهاي مهم مالی را با استفاده از روش در این مقاله در نظر: چکیده
هایی را  جا که وابستگی تنگاتنگی بین بازار سهام و بازار مشتقات وجود دارد، مدل از آن. سازي کنیممدل

ن محققان ریاضی، آمار، کامپیوتر و علوم ي بی سازي این دو بازار، رابطه کنیم که ضمن مدل معرفی می
هاي حاصل  کنیم که در آن، مدل سازي می علاوه بر این بازارها را طوري مدل. مالی را مشخص کنند

هاي نوینی جهت تولید علم در بخش ریاضی و  صورت مدلهاي پیشین را جبران کرده تا بدین نقص مدل
سازي کرده که مدلرا  ي مهم در ابزارهاي مالیئلهسرانجام در این مقاله سه مس .شوند مالی حاصل

دیفرانسیلی -معادلات انتگرالی(ي انتگرالیهاي حاصل به معادلات دیفرانسیل جزیی شامل جملهمدل
گردند، همچنین بستگی به نوع بازار کاربرد مسائل معکوس و مسایل مقدار اولیه و تبدیل می) جزیی

  .گرددز تشریح میمرزي با کران آزاددر علوم مالی نی

ي اوراق مشتقه، مسایل مقدار اولیه و مرزي با کران آزاد، مسئله سازي مالی،مدل: هاي کلیدي واژه
  .معکوس، نوسان پذیري تصادفی

   ١٠G91 ،63C05 :بندي ریاضیرده

  مقدمه -1

هاي گران مالی، اقتصادي، حسابرسان و مدیران ریسک در سازمانگران و تحلیلبراي پژوهش
معمولاً در تجزیه و  .ولی و مالی، تجزیه و تحلیل اوراق بهادار از اهمیت بالایی برخوردار استپ

تحلیل اوراق بهادار از جمله اوراق قرضه، سهام و اوراق مشتقه بدون داشتن یک مدل ریاضی، 
کدام هایی پیش خواهد آمد که هیچاشتباهات ظریف، خطاهاي غیر قابل تشخیص و سوء تفاهم

خوشبختانه . پوشی کنندتوانند و نباید از آن چشمگر مالی و اقتصاددانان نمیهاي تحلیلروهاز گ
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ي ریاضی و هاي پیشرفتهروشگران مالی و ریسک با استفاده از گران و تحلیلاخیراً پژوهش
هاي نوینی طراحی کنند که در مقابل تغییرات اند مدلدانان و اقتصاددانان توانستهکمک ریاضی

  .  برخی از مشکلات بازار را حل کنند و بازار از خود واکنش نشان داده
ي بسیار  شود تا علاوه بر تولید علم در این زمینه رابطه سازي چنین مسائلی سبب می مدل

هاي تحقیقاتی  مفیدي بین محققان ریاضیات کاربردي و علوم مالی ایجاد شود تا با تشکیل تیم
هاي اخیر اهمیت این  خوشبختانه، در سال. مالی کشور را تعمیم دادبازارهاي  هاي توان مدلهب

اي مشخص شده است که طیف عظیمی از محققان در این  گونهموضوع براي محققان ایرانی به
هاي  ي تحقیقات چند ساله بر روي مدل این مقاله نتیجه .اند زمینه تحقیقات مفیدي انجام داده

ها به  سازي آن مدلدنیا بوده است که یکی از اهداف آن بومی مالی ارائه شده در مقالات معتبر
  .باشدهاي قابل قبول و نزدیک به اقتصاد ایران می مدل

هاي مالی متأثر از بازارهاي جهانی است، لذا براي  گذاري برخی از کمیت جا که قیمت از آن
سازي را روند بومیها را بیان و سازي این کمیتي مدل که ما نحوه بوده کشور بسیار مفید

بیان را ي بسیار مهم در بازارهاي سهام و مشتقات مالی  منظور سه مسئلهبراي این. تشریح کنیم
  .کنیم می

هاي سازيي مدلدر حوزه. شولز است –ها در بازارهاي مالی مدل بلک یکی از مشهورترین مدل
) داراي ریسک بالا(خاطره هاي پرمشولز نقش مهمی در تعیین قیمت دارایی -مالی، مدل بلک 

شمار سازي قیمت اختیارات بههاي مدلاي براي بسیاري از چارچوب کند و شالوده بازي می
در بازارهاي مالی ثابت  نظريي مفید بودن این مدل مشهور در مقام یک پایه]. 2و  1[ رود می

صیات مهم بینی خصو هرحال نشان داده شده است که این مدل در پیشاما به. شده است
همین دلیل به. ها و نوسانات ضمنی بازار ناتوان استمشاهده شده در درآمدهاي دارایی

هایی در این زمینه انجام هاي جانشین معطوف و فعالیتي مدلهاي زیادي به توسعهاستدلال
  . شده است

که در  کندپایه از فرایند حرکت براونی هندسی تبعیت میشولز قیمت دارایی –در مدل بلک 
تواند رفتار  همین دلیل نمیآن نوسانات و جابجایی قیمت دارایی ثابت فرض شده است، لذا به

 براي رفع این مشکل در این. بینی یا توضیح دهد دینامیک یا تصادفی در تغییرات قیمت را پیش
یک ي مشتقه برروي جا که یک برگهآنشود، از پیشنهاد میمقاله سه مدل براي دارایی پایه 

  .شودلذا سه مدل در بازار مشتقات حاصل می شود،دارایی پایه تعریف می
صورت مجموع دو بخش انتشار و پرش در نوسانات مجهول و مدل دارایی پایه را به در مدل اول

-نظر گرفته سپس مدل قیمت اختیارات آمریکایی را تحت این مدل دارایی پایه به دست می
شود که در آن ي معکوس با کران آزاد تبدیل میاي به مسئلهسازي چنین مسئلهمدلآوریم، 
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کاربرد این مدل در بازارهاي مالی به . باشدانتگرالی می يمعادله دیفرانسیل جزیی شامل جمله
. شودگیري میهاي بزرگ  نیز اندازهصورت است که علاوه بر تخمین نوسانات بازار، پرشاین

ي ریاضی براي حل این مدل ارایه هاي پیشرفتهنند روشتوامحققین ریاضیات کاربردي می
هاي پیشین از جمله دقت همگرایی، بدخیمی و غیره رفع هاي روشدهند تا برخی از ناکامی

  .دنشو
شود که در آن پارامترهاي  مدل نوینی حاصل می هاي اقتصادي،در مدل دوم ابتدا با اعمال رژیم

سپس با تعریف یک اختیار  شوند، کوف در نظر گرفته میاي ثابت در فضاي مار توابع تکه مدل،
اختیارات آمریکایی در بازار مشتقات به   آمریکایی روي دارایی پایه مذکور، یک مدل براي قیمت

 ي کران آزاد در معادلات دیفرانسیل جزیی سهمويآوریم، بر این اساس با یک مسئله دست می
 هاي ن را دارد که تغییرات متناوب و تکراري رژیمعلاوه این مدل قابلیت آهب. هستیم روبرو

خوبی توصیف زا در نظر بگیرد، همچنین اثر لبخند نوسانات بازار را به صورت دروناقتصادي را به
ي  جا که این مدل به واقعیت اقتصاد کشورمان بسیار نزدیک است، لذا با ارایه کند و از آن

هاي تواند از پروژهي مفید از بازارهاي مالی میهاو داشتن برخی داده هاي پیشرفته عددي روش
هاي زمانی طولانی پذیري در دورهجا که نوساناما از آن .مفید در بازارهاي مالی کشور باشد

تواند ثابت فرض شود، در مدل سوم با تصادفی در نظر گرفتن این کمیت مهم مالی در صدد نمی
  .ییمآبازارهاي مالی بر میهاي هاي مدل تعمیم یکی دیگر از محدودیت

در بخش دوم به تشریح . صورت زیر در نظر گرفتبهتوان میساختار مقاله را با این توضیحات 
در بخش سوم، مدل اختیارات با . پردازیمي معکوس و کاربردهاي آن در علوم مالی میمسئله

چهارم، اختیارات در بخش . شود بازارهاي ایران طراحی میرژیم سوئچینگ جهت استفاده در 
-در بخش پنجم، به ارایه. کنیم سازي می پذیري تصادفی مدل آمریکایی را تحت دینامیک نوسان

  .پردازیمهاي حل و در بخش ششم به پیشنهاد براي کارهاي آتی میي روش

 ي معکوس در علوم مالیمسئله-2

ي آن از دو ایی پایهوریم که دارآدست در این بخش در نظر داریم مدل قیمت اختیاري را به
نظر به اینکه در حالت کلی فرایند تغییر قیمت سهام . بخش انتشار و پرش تشکیل شده است

باشد، همچنین در اکثر مواقع هاي بزرگ میفقط انتشاري نبوده و در بعضی حالات داراي جهش
تصویر  ندتوابراونی هندسی نمیصورت نرمال نیست، لذا مدل حرکت ي سهام بهلگاریتم بازه

واقعی از مدل دارایی پایه داشته باشد، بدین ترتیب از مدل جایگزین براي دارایی پایه استفاده 
 σ میزان جابجایی و  ،)سهام(قیمت دارایی پایه S براي این منظور فرض کنید. کنیممی
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براي ، که ترکیبی از انتشار و پرش استرا  توان مدل پیشنهادي زیرپذیري باشد، پس میتغییر
  :ي قیمت اختیار آمریکایی در نظر گرفتدارایی پایه

   σ ,B M JMd S k S d t S d W J S d p d S d S t T         1   

dکه در آن  W  ،فرایند استاندارد وینرJ  ،طول پرشB Md S  ،حرکت براونیJ Md S 
dي پرش و جمله p  فرایند پواسون با چگالی   بوده و داریم:  

d  با احتمال  t
d p

d t





 


1
1
  

  با احتمال
علاوه براین عبارت  SJ d p1 ي پرش بوده که در آن فرایندجمله J  داراي تابع چگالی

  :شکل زیر استبه
      J J     

)و براي هر تابع  )f f J داریم:  

   E ( )f f J J d J
 

 


. 

  :لذا خواهیم داشت

   E ( )k J J J d J
 

    1 1


. 

-ي پرش در قیمتکه محققین زیادي در مورد ساختن و کاربرد جمله ي استدآوریالازم به 
 .را ملاحظه کنند] 4 و 3[ جعاتوانند مرگذاري تحقیق کرده اند، علاقه مندان می

را در نظر بگیرید که متشکل از یک ) سبدمالی(اکنون براي رسیدن به مدل مورد نظر، پرتفویی
)ي اختیار به قیمتبرگه , )V V S t  و دارایی پایه که قیمت آن از مدل فوق تبعیت می-

  :صورت زیر استارزش این پرتفوي به. کند، باشد
V S     

  و تغییرات ارزش این پرتفوي برابر است با

B M JMd d d     

Bکه در آن  Md با مدل حرکت براونی هندسی و  تغییرات ارزش پرتفوي به ازاي داراي پایه
J Md صورت بنا بر لم ایتو داریمدر این. باشدازاي پرش محض میتغییرات به:  
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V

      ( ) W

B M B M B M B M
V V Vd d S ,t d S d t d S S d t d St S S

V V V Vk S S d t S dt S SS

 

   

           
                      

2
2 2

2
2

2 2
2

1
2

1
2

. 

توان شرط د نظر، میي تصادف در مدل پرتفوي مورشولز نشان دادند براي حذف جمله بلک و
V
S

   لذا با این فرض . پذیر استرا فرض کرد که چنین فرضی در بازارهاي کامل امکان
  :خواهیم داشت

( )B M
V Vd S d tt S

    

2
2 2

2
1
2  

 همچنین

        
     , , .J M

Vd V J S t V S t d q J S d qS        1  

عنی واریانس کم باشد، اکنون فرض کنید که پرش ناهمبسته و ریسک بسیار کوچک باشد، ی
  :صورت زیر استگاه عایدي مورد نظر بهآن

     .B M JMr d t E d E E       

  :خواهیم داشتبا جایگزینی عبارات فوق 

         

( )

             , ,

V V Vr V S d t E S d tS t S
VE V J S t V S t E d q E J S E d qS


              

         

2
2 2

2
1
2

1
 

چون    E d q d t d t d t       1   :، پس داریم1

   

( )

               , ( , ) S

V V Vr V S d t S d tS t S
VE V J S t d t V S t d t E J d tS



  

         
         

2
2 2

2
1
2

1
 

dسرانجام با حذف t آوریمدست میاز دوطرف تساوي فوق به:  

     ,V V VS r k S r V E V J S tt SS
               


2

2 2
2

1
2   )1(  
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   ,  ( , )E V J S t V J S t J d J


     


 

است و براي حل آن نیاز به شرایط اولیه و  معادله دیفرانسیل جزیی انتگرالییک ) 1(ي معادله
ط به کدام شود که این معادله مربومی مشخصباشد، لذا با معلوم شدن این شرایط مرزي می

  .شودهاي بعدي تشریح میاین موضوع در بخش. باشدي اختیار میبرگه

  ي مستقیم مالیمسئله -1-2

انتشار معرفی شده در فوق بوده و - ، با مدل پرش)سهام(قیمت دارایی پایه Sفرض کنید 
( , )V V S t ي دارایی پایه قیمت اختیار فروش آمریکایی رويS همچنین فرض . باشد

و  زمان سررسید Tزمان،  tپذیري،  تغییر میزان جابجایی و  ریسک خنثی،  rکنید 
K جا که اختیارات آمریکایی این خاصیت مهم را دارند که در هر از آن. قیمت توافقی باشند

)کنیم باشند، پس فرض میزمان قبل از تاریخ سررسید قابل اجرا گذاشتن می )t   مرز
قیمت این برگه براي فرصت  2بتداي بخش بر مطالب اصورت بنااجراي این اختیار است، در این

tزیر براي  دیفرانسیلی جزیی-معادله انتگرالیبدون آربیتراژ باید در T صدق کند ،:  

     , ,  ( )V V VS r k S r V E V JS t S tt SS
                

2
2 2

2
1
2  

 , ,     ( )V S t K S S t      

  :همچنین شرایط اولیه و مرزي زیر بر روي این برگه حاکم است

   , , ,V S T m a x K S    

 , ,V t    
 ,

S
l i mV S t


   

( ( ) , ) ( ) ,V t t K t    

  ,V t t
S


  1

 

  .T K                                                                                 )2(  
اگر در این مسئله تمام توابع . مقدار اولیه و مرزي با کران آزاد استي ي فوق یک مسئلهمسئله

)و پارامتر ها معلوم بوده و فقط تابع  , )V V S t ي مسئلهگاه مسئله را مجهول باشد، آن
  .نامیممی مستقیم مالی



                                             سه مدل اساسی در ریاضیات مالی                                      83

 

 ي معکوس مالیمسئله -2-2

است، لذا طبیعی است که تغییرپذیري بازار در مدت  که نوسانات بازار وابسته به جائیاز آن
گذاري صحیح مشتقات نیاز به این دارد علاوه براین قیمت. تواند ثابت بماندزمان طولانی نمی

 هایی جهت شناخت وکه بدانیم نوسانات قیمت دارایی پایه چگونه است، بنابراین یافتن راه
  .همیت بالایی در بازارهاي سهام و مشتقات برخوردار استمحاسبه نوسانات از درجه ا
هاي ورد تغییرپذیري متمرکز کرده و پژوهشآهاي خود را روي برمحققین زیادي پژوهش

پذیري از طریق ها برآورد نوساني این پژوهشفراوانی در این زمینه انجام شده است، از جمله
پذیري از طریق روش میزان تخمین نوسان نگر و یا روش ضمنی که در اینهاي گذشتهداده

در این میان  .آینددست میبه) مثلا بلک وشولز(گذاري مشتقات ضمنی از معادلات قیمت
گران و در تحقیقات این پژوهش. ]8 و 7، 6، 5[ اندتحقیقات مفیدي انجام داده گرانپژوهش
هر کدام از  ارایه شده کهیري پذ تخمین نوسانهایی براي گران دیگر در این زمینه روشپژوهش

هاي بزرگ در براي نمونه در اکثر این تحقیقات پرش. اندها داراي مزایا و معایبی بودهاین روش
ما در اینجا بدون . شودورد میآفرایند پایه منظور نشده است و یا حالت خاصی از تغییرپذیري بر

ي معکوس در استفاده از مفهوم مسئله ها در نظر داریم باپرداختن به مزایا و معایب این روش
هاي قیمت گذاري اختیار آمریکایی با دارایی ، تغییرپذیري را در مدلمعادلات دیفرانسیل جزیی

را در س مالی ي معکوبراي این منظور ابتدا مدل مسئله. انتشار را برآورد کنیم-ي پرشاپایه
  :کنیمبخش زیر تعریف می

  وسي معکمدل ریاضی مسئله -3-2

هاي زیادي براي تغییرپذیري بازار در نظر گرفته گونه که در بخش فوق اشاره شد حالتهمان
ین است که تغییرپذیري را مجهول و ي مورد نظر در این مقاله اهاشود، یکی از این حالتمی

-، با مدل پرش)سهام(هقیمت دارایی پای Sبراي این منظور فرض کنید . گیریمدر نظر تصادفی 
)انتشار معرفی شده در ابتداي این بخش  بوده که در آن تغییرپذیري،  , )S t   یک ،

)نین فرض کنید چهم. باشدتابع مجهول می , )V V S t  قیمت اختیار فروش آمریکایی روي
ارایه شده در فوق، قیمت این برگه براي صورت بنا بر مطالب این در. باشد Sي دارایی پایه

tزیر براي  مدلفرصت بدون آربیتراژ باید در T صدق کند ،:  

 
   

( , )

    , ,    ( )

V V VS t S r St SS
r V E V J S t S t

 

 

     
      

2
2 2

2
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 , , ( )V S t K S S t      

ي فوق مسئله .اشندبمی 2 يمسئلهکه در آن شرایط اولیه و مرزي همان شرایط اولیه و مرزي 
)توابع که در آن  ي مقدار اولیه و مرزي با کران آزاد استیک مسئله , )S t   و

( , )V V S t در ادبیات این مسئله . باشندي توابع و پارامترها معلوم میمجهول و بقیه
ي مالی و چون در حل یک مسئله شودنامیده میي معکوس معادلات دیفرانسیل جزیی، مسئله
  .نامیممی را مسئله معکوس مالیآن ،مورد استفاده قرار گرفته شده است

باشد، لذا براي حل آن نیاز به یک شرط فوق داراي دو مجهول می ي معکوسجا که مسئلهاز آن
  :شودصورت زیر معرفی میاضافی داریم که به

جا براي تعیین شرط فوق در این. اضافی موجود استهاي متفاوتی براي تعیین شرط فوق روش
کران آزاد  BNاضافی فرض کنید    ( ) , ( )

BN t ، t ، t ، t 3 2 1     را داشته باشیم که روي
هر کران مانند  i t ،iN  قیمت توافقی,

ii N i i iK ، K ، K ، K 3 2 -وجود باشند، در اینم 1
هاي تجربی اي از قیمتصورت مجموعه i jV ازاي قیمتي اختیار آمریکایی بهبراي یک برگه-

)هاي توافقی  , , , , , , , )i j B iK i N j N   1 2 1 روي توان لذا می. را خواهیم داشت 2
ي یک مجموعه tو  sیک دامنه از مقادیر  i jV هاي اختیار تجربی در نظر گرفتاز قیمت.  

  ي کران آزاد در علوم مالیمسئلهیک  -3

واسطه آن دینامیک دارایی شوند که به خوش حوادثی میبسیاري از پارامترها دستدانیم که  می
این مطلب در هر اقتصاد کلانی و در . کند گیري تغییر می طور چشمبه) رفتارسري(پایه 
چنین تغییراتی در . شود ي کافی طولانی دیده می اندازههاي به لی براي دورههاي زمانی ما سري

هاي مالی، تغییرات مهم  ي رخدادهایی چون جنگ، بحران تواند در نتیجه فرایند سري زمانی می
تجزیه و تحلیل  را تغییراتاین  تواندهبمدلی که  .آید هاي حکومتی و غیره پدید در سیاست

این مدل  .]4[ باشد می رژیم سوئچینگ، مدل توصیف کندپذیري را  نوساناثر لبخند و  نموده
زا در نظر  صورت درونهاي اقتصادي را به قابلیت آن را دارد که تغییرات متناوب و تکراري رژیم

  .دهیم اختصار مدل را شرح میحال با مثالی ساده به. بگیرد
ي اندیشید که میل افراد به خرید گر مثالی است که شرکت ایران خودرو تدبیربیان 1شکل 

گیري در دینامیک سهام این شرکت  این تدبیر سبب شکست چشم. محصولاتشان افزایش یابد
  .شده است
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 1390- 1381هاي  سهام شرکت ایران خودرو طی سال :1شکل 

  :حال فرض کنید که رفتار قیمت این سهم را با فرایند براونی هندسی زیر توصیف کنیم
σt t t td S rS d t S d W   

فرایند براونی هندسی  W و) ثابت( پذیري دارایی پایه نوسان  نرخ بهره و r که در آن
را در  1رسد آن است که چگونه باید شکست موجود در نمودار  سوالی که به ذهن می .باشد می

ها تغییر  سازي لحاظ کرد؟ یک ایده ساده آن است که بگوییم که طی این حادثه مولفه مدل
  :کنند از مدل زیر تبعیت می 1382ها تا قبل از سال  اند، عموماً داده کرده

σt t t td S rS d t S d W 1 1  

  :شوند صورت زیر مدل میها به ، داده1382و بعد از سال 
σ .t t t td S rS d t S d W 2 2  

بینی در این  ي پیش باشند، اما نحوه هاي فوق توصیف خوبی براي نمودار می ، دینامیکلذا
اگر یک فرایند در گذشته تغییر کرده، واضح است که در آینده نیز . ها معلوم نیست مدل
هر حال، تغییر در رژیم یقیناً به. بینی در نظر گرفته شود تواند تغییر کند و این باید در پیش می

بلکه، تغییر در رژیم . بینی انتظار رود مدي از یک رخ داد تعیینی، قابل پیشآعنوان برهنباید ب
بنابراین یک مدل کامل باید شامل توصیفی از احتمال قوانین . خود یک متغیر تصادفی است

 .حکومتی و سازمانی در تغییر متغیرها باشد

 متغیر تصادفی غیرقابل مشاهديکنیم فرایند تحت تاثیر   کنند که فرض مشاهدات پیشنهاد می
tX صورت در این. شود قرار گرفته است، که رژیم یا حالت نامیده میtX 1،  یعنی فرایند در
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tXباشد و  رژیم اول می  وضیحات، با این ت. بدین معناست که فرایند در رژیم دوم قرار دارد 2
  :صورت زیر نوشتتوان به را می دو معادله فوق

σ
t tt X t X t td S r S d t S d W   

  :داریم 1در رژیم 
,σ σ

t tX Xr r 1 1  
  : 2و در رژیم 

,σ σX Xt t
r r 2 2 . 

توان  یپس م. صورت بالا طراحی کردیمبدین ترتیب دینامیک دارایی پایه را براي دو رژیم به
  :فتدر نظر گر زیرصورت دارایی پایه را براي هر تعداد متناهی رژیم به برايهادي مدل پیشن

σ ,t X t X t tt t
d S r S d t S d W                                                           )3(  

که در آن 
tXr  نرخ بهره وσ

tX پایه وابسته به زنجیر مارکوف هستند که پذیري دارایی نوسان
tWکنند، همچنین توانند اختیار  را میهر رژیم مقادیر مختلفی  در فرایند براونی استاندارد   

) خنثیفضاي احتمال ریسکتعریف شده روي  , , )QΩ مستقل از زنجیر مارکوف ،tX 
 .است

بازار مالی شامل دو دارایی، یکی دارایی  حال براي بدست آوردن یک مدل براي قیمت اختیارات،
  :گیریم میصورت زیر را در نظر به tl و دیگري دارایی غیر ریسکی tS ریسکی

t X tt
d l r l d t  

σt X t X t tt t
d S r S d t S d W   

 متناهی مقدار - هاي اقتصادي با زنجیر مارکوف زمان پیوسته ها، وضعیت که در آن
 ,  tX t   که کنیم بدون آنکه از کلیت مسئله کاسته شود، فرض می. گردد معین می 

 , , , , ( , , , , )t M iX e e e e    1 2 1  )و داراي دینامیک ) بردارهاي یکه  

 
t

t s tX X H X d s M  


 

 ).باشد می tX مارتینگل زمان پیوسته براي-نمایش نیم ت فوقعبار( باشد می

 پذیري به ، نرخ بهره و نوسان)3(ي  همچنین، در رابطه ,  tX t    از اقتصاد بستگی دارد که
 ).اد ضرب داخلی استنم .(شوند صورت زیر نمایش داده میبه
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 , , , ´
tX t Mr r X r r  1  

 σ σ , σ , ,σ ´
tX t MX  1  

 در زمان , ,tS S t T   و tX Xقیمت یک اختیار فروش اروپایی با سررسید ، T  و
  ]:9[باشد میصورت زیر به K قیمت توافقی

 , , , ( ) , 
T

Q
u T t t

t

V S t T X E e x p r d u K S S S X X  
          

  

 حال   , , , , ,
t

uS t X e x p r d u V S t T XV
 

  
 



 داریم باشد، می:  

   

 

, , , , ,

           ,

           ( )

t

u

T
Q

u T t t

T
Q

u T t

V S t X e x p r d u V S t T X

E e x p r d u K S S S X X

E e x p r d u K S G





 
  

 
  

      
   
  

    
   















 

 که در آن σ , :t u uG S X u t  .در نتیجه V یک tG ي مارتینگل، تحت اندازه Q است .  
     , ( , , , , , , )MV S t V S t e V S t e 1
    

 بنابراین , , ( , ) ,t t t tS t X V S t XV   .کار بردن فرمول ایتو برايبا به V 10[ داریم[: 

     

 

, , , , σ

           σ  , .

t t

t t t t u u u u u

t t

u u u

V VV S t X V S X d u r S d u S d Wu S
V S d u V d X
S

     

 


 

 
2 2

2
1
2

 

 

   

 
 

  :باشد صورت زیر میو با نماد دیفرانسیلی به

 tσ , ,t t t t t t t t
V V V VV d t rS d t S d t S d W V d Xt S SS

         

22
2

1
2

        )4(  

t که وجه به آنبا ت t td X H X d t d M  و tM همچنین توجه به لم زیر. مارتینگل است: 
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اگر و  ،مارتینگل است) که داراي یک دیفرانسیل تصادفی است( Y یک فرایند تصادفی :1لم 
  :]11[ صورت زیر باشدفقط اگر دیفرانسیل تصادفی آن به

    ( )d Y t g t d W t  

  .نداشته باشد ݐ݀عبارت برحسب  Yیعنی 
d کنیم که عبارات برحسب استنباط می t لذا داریم. باشند برابر صفر می) 4(ي  در رابطه: 

 σ ,t t
V V VrS S d t V H Xt S S

       

22
2

1
2

      

) حال  )
t

uV e x p r d u V 


  بنابراین باو  

     , ( , , , , , , , , )MV S t V S t T e V S t T e 1  

 :داریم

 t

( ( ) ) ( ( ) )

( ( ) )
     σ (  ) , .

t t

u u
t

t
t

u
u

e x p r d u V e x p r d u V
rSt S

e x p r d u V
S e x p r d u V H X

S

   
 

 
     



 

 

 






2

2
2

1
2

 

 که در آن 

   

                   =   .

 
t t

tu u

u

t t

t u u

e x p r d u V e x p r d u VV e x p r d ut t t

VrV e x p r d u e x p r d u t

                     
             

 


 

 



 

 

  :پس داریم

t σ , ,
t

u t t
V V Ve x p r d u rV rS S d t V H Xt S S

                




2

2 2
2

1
2   )5(  

, معادله با M را به) 5(ي  معادله , , MX e e e 1  در نظر گرفتنبا . دهیمکاهش می 2
t iX X e   و  

  ,t t ir r X r   
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  ,t t iX     

  همچنین
 , , , ,    ( , , , )i i MV V S t T e V V V V  1 2  

V زیر ) ي دیفرانسیل رژیم سوئچینگ  معادله(ي بلک شولز  شده در معادله دیفرانسیل جفت
  .کند صدق می

σ ,i i i
i i i i i

V V VrV r S S V H et S S
         

2
2 2

2
1
2   

 H باشد که با توجه به تعریف ي دیفرانسیل جزیی سهموي خطی می این معادله یک معادله
  :شود صورت زیر نوشته میبه )]7[ ماتریس نرخ انتقال همگن(

iσ ( )i i i
i i i i l l i

l i

V V VrV r S S q V Vt S S 

           
2

2 2
2

1
2  . 

)ت براي حل آن نیاز به شرایط اولیه و مرزي اسالبته  )ie i.  

  ي مستقیم مالیمسئله -3-1

، با مدل رژیم سوئچینک معرفی شده در فوق بوده و )سهام( قیمت دارایی پایه Sفرض کنید 
( , ) ,  , ,i iV V S t i m  1 ي قیمت اختیار فروش آمریکایی روي دارایی پایهS باشد .

 Tزمان،  t، تغییر پذیري میزان جابجایی و  ، ریسک خنثی r همچنین فرض کنید
جا که اختیارات آمریکایی این خاصیت مهم را از آن. ی باشندقیمت توافق Kزمان سررسید و 

کنیم باشند، پس فرض میدارند که در هر زمان قبل از تاریخ سررسید قابل اجرا گذاشتن می
( )i t براي هر رژیم  مرز اجراي این اختیار, ,i m 1 صورت بنابر مطالب است، در این

،  قیمت این برگه با فرصت بدون آربیتراژ باید در معادله دیفرانسیل جزیی زیر براي 3خشب
t T صدق کند ،:  

    ( )i i i
i i i i i l l i i

l i

V V VS r S rV q V V S tt SS




          
2

2 2
2

1
2    

 , ,    ( )i iV S t K S S t     . 

  :همچنین شرایط اولیه و مرزي زیر بر روي این برگه حاکم است

   , , ,iV S T m a x K S    
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 , ,iS
l i mV S t


   

 
   , ,

i
i iS t

l i m V S t K t


 


  

( )

( , ) ,
i

i
S S t

V S tl i m S

   1  
  .i T K  

اگر در این مسئله تمام توابع . ي مقدار اولیه و مرزي با کران آزاد استي فوق یک مسئلهمسئله
)ها معلوم بوده و فقط تابع و پارامتر , )V V S t  ،ي مستقیم مالی را یک مسئلهمجهول باشد

  .دارا هستیم

 با نوسان پذیري تصادفی  گذاري اختیارات تحت دارایی پایهقیمت -4

گذاري بازارهاي سهام و مشتقات هاي قبل، دو حالت از مدل دارایی پایه براي قیمت در بخش
مورد  ،کند تر بیان می که تغییرپذیري بازار را دقیق يدر این بخش حالت دیگر. بررسی شد

پذیري را تصادفی در نظر نوسان ،براي این منظور در مدل دارایی پایه. دهیممیمطالعه قرار 
این . تغییر پذیري تصادفی براي دارایی پایه را مورد مطالعه قرار داد ]12[ هستون. گیریم می

حالت خاصی از تبدیل  گذاري اختیارات، تابع مشخصه که مدل براي اولین بار در ادبیات قیمت
 تحت این مدل کار گرفته و یک جواب صورت بسته براي قیمت اختیارات فوریه است را به

را در  )نظیر سهام، اوراق قرضه و غیره( قیمت دارایی پایه دینامیک ]12[ هستون .دست آورد به
  :در نظر گرفته استانتشار زیر  فرایندصورت بهمدل خود 

 ( ( ) )sd S S t d t d W t    

به . پذیري تصادفی است با این تفاوت که نوسان ،که فرایندي مشابه با فرایند براونی هندسی
  :کند ي تصادفی زیر صدق می علاوه فرض بر این است که واریانس در معادله

   ( )d v k v t d t v d W t     

با همبستگی  ي ریسک خنثی ي براونی تحت اندازهها حرکت Wو  sWکه در آن 
( , )sC o v W W   ي بازهدر [ , ] 1 همگی ثابت و  و  k ، پارامترهايبوده و  1

 .باشدسرعت بازگشت به میانگین می k مدت نوسان پذیري ومیانگین بلند  .مثبت هستند
  .دهددر واحد زمان را نشان می  ايواریانس لحظه همچنین 

ون را از طریق ساخت سبدي ي دیفرانسیل جزیی مدل هست گذاري اختیارات، معادله براي قیمت
  : آوریم دست میصورت زیر بهبدون ریسک و با فرض عدم وجود فرصت آربیتراژ به
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در این مدل تصادفی . باشد پذیري در مدل هستون یک دارایی غیر قابل معامله می متغیر نوسان
یند پذیري باعث شده است عامل تصادفی دیگري، جز عامل تصادفی موجود در فرا بودن نوسان

در نتیجه براي . بنابراین دو عامل تصادفی در این مدل وجود دارد. قیمت دارایی پایه وارد شود
طور کامل با دارایی پایه سهام پوشش دهیم، توانیم اختیار را به نمی ،]13[ پرتفويساخت 

یعنی  یکی از این دو قرارداد همان دارایی پایه. بنابراین باید آن را با دو قرارداد پوشش دهیم
 C دراینجا یک اختیار خرید .دهد سهام است و دیگري اختیاري است که سهام را پوشش می

) راختیا( ي دوم واحد از مشتقه 1 واحد دارایی پایه و  فروشیم وبراي پوشش موقعیت می
C1 باشند و تفاوت این دو  کنیم که هر دو مشتقه بر روي دارایی پایه مشابه می خریداري می

) فرض کنیدلذا . مشتقه در تاریخ سررسید و قیمت توافقی است , , )C S t  قیمت یک اختیار
  :باشد می صورت زیربه C دینامیک ]10 [باشد، با توجه به لم ایتوي دو متغیرهاروپایی خرید 
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واحد دارایی   شامل فروش یک اختیار خرید و خرید پرتفوي داراییارزش   فرض کنید
1و C هیپا   :باشد صورت زیر میهب C1 حدوا  

π C S C   1 1  

dدر یک زمان پرتفوياین  ارزشتغییر در t   :باشد صورت زیر میبه  
.πd d C d S d C   1 1  

dبا جایگذاري مقادیر  C  وd S از روابط بالا داریم:  
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با صفر  بنابراین. را از بین ببریم Wو  sW منظور از بین بردن ریسک، باید عوامل تصادفی به
  :ها داریم قرار دادن ضرایب آن
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d ي زمانی کوتاه پوشش داده شده در فاصله پرتفويبا این شرایط، تغییرات در ارزش  t،  باید با
وجود  صورت فرصت آربیتراژ به زیرا در غیر این. گذاري بدون ریسک برابر شود بازده سرمایه

  :ي زیر برقرار باشد بنابراین باید رابطه. آید می
 d r d t r C S C d t      1 1 . 

  :ي بالا داریم در رابطه 1و   حال با جایگذاري مقادیر
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ها در نوع اختیار  اند و تنها تفاوت آن هاي دو طرف تساوي، مشابه کنیم که عبارت ملاحظه می
 تساوي در صورتی برقرار است که هر دو طرف آن، برابر با تابعی از این لذا. است S t ، t 



                                             سه مدل اساسی در ریاضیات مالی                                      93

 

با  این تابع را. ستقل از نوع اختیار باشدم t و   λ ( , , )S t t t را دهیم و آن نمایش می
  عبارتیبه. نامیم ت بازار میپذیري قیم ریسک نوسان
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کرده و سرانجام براي قیمت دارایی پایه جایگذاري  ي بالا را در معادله پارامترهاي اصلیاکنون 
 ي اختیار در معادلهي  برگهارزش هر  ،هستونپذیري تصادفی نوسانتحت مدل  ،S) سهام(

  :کند صدق می زیرجزیی دیفرانسیل 
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ي بالا  براي معادله Kاین شرایط مرزي براي یک اختیار خرید اروپایی با قیمت توافقی علاوه بر
  :شرح زیر استبه

       , , , , , , ;C S T t r K T t m a x S T K     

  , , , , , ;C t r K T t    

    , , , , , ;C t r K T t
S t

  


1  

-دهد، شرط دوم به این معناست که با بی نشان می Tشرط اول بازدهی اختیار را در زمان 
کند که تغییر  شود و شرط سوم بیان می ارزش میارزش شدن دارایی پایه، اختیار نیز بی

)ده اختیاري که عمیقا سود ( ) )S t K  اجرا خواهد شد، دقیقا است و در سررسید حتما
  .باشد برابر با میزان تغییرات قیمت دارایی پایه می

  هاي مالی هاي حل مدل روش -5

-هاي حل مدلهمانگونه که در مقدمه این مقاله اشاره شد، هدف اصلی این نوشتار ارایه روش
از اي بیان خلاصهباشد، با این وجود بهسازي مالی می هاي مالی نیست بلکه هدف تشریح مدل

  :پردازیمهاي حل می روش
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هاي عددي حل کرد زیرا شویم که مسائل مالی را باید با روشقبل از شروع راه حل یادآور می
هاي معین هستیم، علاوه برآن در اکثر موارد نیاز به جواب در فاصله زمانی کوتاه براي سهام

واصل زمانی کوتاه دقیق و به شود که بیشتر در فهاي مالی اعمال میهاي زیادي بر کمیت فرض
  .واقعیت بازار نزدیک است

کنند و مسئله در مدل اختیار آمریکایی معمولا یک جمله جریمه به معادله اصلی اضافه می
این عمل سبب . کنندمقدار مرزي با کران آزاد را به مسئله مقدار مرزي با کران ثابت تبدیل می

توان می براي حل این مسئله. شویمخطی روبرو غیر ه دیفرانسیل جزیییک معادل باشود تا می
استفاده کرد، حال با ترکیب این روش و استفاده از روش تفاضلات متناهی به یک  از روش 

براي حل انتخاب را هاي رونگه کوتاه توان روشرسیم که میدستگاه از معادلات غیر خطی می
توان به تبدیل سیستم غیرخطی با مفید مورد استفاده در این زمینه می هاياز جمله روش .کرد

  .ها اشاره نمودو سپس حل آن به سیستم خطی هاي انتخاب روش
هاي زیادي در حل مسائل مطرح شده در این مقاله و  توان روش بدون پرداختن به جزئیات می

روش تفاضلات متناهی، روش عناصر متناهی، روش کنترل : جمله از. طور کلی مالی بیان کردبه
تبدیلات فوریه، و از آنجا که چنین مسائلی در کلاس مسائل  حجمی، روش توابع گرین، روش

هاي عددي و تحلیلی حل مسائل سهموي را نیز براي مسائل  توان اکثر روش سهموي بوده می
  .مالی مورد مطالعه قرار داد

  گیري نتیجه - 6

ي ریاضی ارائه  هاي پیشرفته روشسازي مسائل مالی را با استفاده از  ي مدل در این مقاله، نحوه
هاي دیگر وابسته به  هاي این مقاله و مدل ایم تا با این کار، محققان بعدي بتوانند مدل هکرد

تقسیم لذا پیشنهاد براي کارهاي آتی را به دو قسمت . بازارهاي مالی مورد نیاز را تعمیم دهند
هاي نوینی را  توانند مدل ي ریاضیات و مالی می گران عرصهدر قسمت اول، پژوهش. کنیم می

توان  ها نرخ بهره ثابت فرض شده و می هاي این مقاله و اکثر مدل براي مثال در مدل. ارائه دهند
ي  پایهعلاوه براین مدل دارایی . دست آورد هاي جدیدي با فرض غیرثابت بودن نرخ بهره به مدل

. توان در نظر گرفت ها می عنوان سوئیچ بین رژیمپرش انتشار را با در نظر گرفتن شدت انتشار به
توان با استفاده از مدل هستون ثمرات رفاهی نفت را در مدل دارایی پایه منظور  همچنین می
هاي  شتوان با رو هاي حاصل را می درقسمت دوم، مدل .کردسازي  هاي نفت را مدل کرده و آتی

توان به بررسی همگرایی و  عددي حل نمود، علاوه براین در کارهایی که تاکنون انجام شده می
  . پایداري جواب پرداخت
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Abstract 
In this paper, using mathematical techniques, we are going to model some of 
the important financial markets. Due to the close relations between stock 
exchange and derivatives markets, we introduce models which also indicate 
the collaboration between mathematicians, statisticians, computer and 
finance researchers. Moreover, in this way, the weakness of the old models 
has been compensated, thus the new and modern models have been 
generated to improve financial and mathematical relations for new 
researches. The aim of this article is not to present the solution of new 
models, but it is to introduce one of the applied mathematics branchs in 
finance science. Finally, we make a model with three important problems in 
financial instruments, which transfer he partial-integral differential 
equations. Depending on market, application of inverse problems and free 
boundary value problems in finance science is being explained. 

Keywords: Financial Modeling, Financial Derivative, Free Boundary Value 
Problem, Inverse Problem, Stochastric Volatility. 

Mathematics Subject Classification (2000): 05C63, 91G10. 

 
 


