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بندي نسبت رگرسيون بتاي آميخته افزوده و مدل
شاغلين در خانوار 

 ١خاني و محسن محمدزادهزهره فلاح محسن
گروه آمار، دانشگاه تربيت مدرس

 ٣٠/٤/١٣٩٦ تاريخ پذيرش:  ٢٥/٩/١٣٩٤ تاريخ دريافت:
) ١,٠( نرخ يا نسبت در بازه صورتبههايي بندي دادهبراي مدل معمولاً مدل رگرسيون بتا چكيده: 

) و دو ١,٠( آميختن توزيع بتا روي بازه شوند. در اين مقاله مدل رگرسيون بتاي افزوده، كه ازها ممكن است مقادير صفر و يك را نيز شامل داده گونهاينشود. در بعضي مطالعات بكار برده مي هاي مشاهده شده در بازه بسته بندي دادهشود، براي مدلتوزيع تباهيده در صفر و يك ايجاد مي لحاظ كردن اثرات . مايدنبندي ميميانگين و دقت را با ساختاري شامل اثرات ثابت و تصادفي مدل] ارائه شده است. مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده با بازپارامتريدن توزيع بتا، پارامترهاي ١,٠[ ها را نيز در مدل توان وابستگي دادهشود و ميها ميپذيري بيشتر مدلتصادفي موجب انعطاف كارايي مدل در  آنگاه .شودمنظور نمود. در اينجا مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده معرفي مي ين مدل براي تحليل كاربست ا نحوه گيرد. سپسقرار مي موردبررسيسازي يك مطالعه شبيه  گيري ارائه خواهد شد.شود و در انتها بحث و نتيجهنشان داده مي در خانوارنسبت شاغلين 
دل م رگرسيون بتاي افزوده، تحليل بيزي، آمارگيري نيروي كار، توزيع بتا،: هاي كليديواژه

 آميخته.
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  مقدمه -١
از  ،هايي كه مرتبط با متغيرهاي تبيني هستندبراي تحليل داده معمولاًدر مسائل كاربردي  شود. برازش اين مدل با فرض نرمال بودن متغير پاسخ يا تبديلي هاي رگرسيوني استفاده ميمدل
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شود. در مواردي ممكن خطا انجام مي هايمؤلفهاز آن، ثابت بودن واريانس و ناهمبسته بودن  و با برازش مدل  هاي نسبت يا نرخبراي مثال داده شود،) محدود ١,٠( زهاست متغير پاسخ به با دست آيد. در اين حالت استفاده از هايي خارج از بازه تعريف شده بهگوييرگرسيوني، پيش است  ايگونهبه ل متداول، تبديل متغير وابستهحگرسيوني معمول مناسب نيستند. راههاي رمدل سپس مدل ميانگين پاسخ تبديل يافته  .گيرنده مقادير آن در مجموعه اعداد حقيقي قرار ك شود. اين رويكرد اي از متغيرهاي تبيني انجام ميبيني خطي بر اساس مجموعهپيش عنوانبه ف قابل تفسير نيستند. ضع راحتيبهپارامترهاي مدل  برآورد كهاينداراي اشكالاتي است، از جمله  نسبتي است، ممكن است متقارن نباشد،  صورتبهتوزيع متغير وابسته كه اين است كه  ديگر براي ] ١[ . پائولينواستنباط بر اساس فرض نرمال بودن متغير پاسخ گمراه كننده است روازاين  بندي متغيرهاي پاسخ از جنس نسبت، فرض كرد متغير پاسخ از توزيع بتامدل منظوربهاولين بار 
( , )B a b  با تابع چگالي 

( , )( ; , ) ( ) , ,( ) ( )
a ba by a b y y y a ba b        ١ ١١ ١ 

  از: اندعبارتاريانس آن به ترتيب وكند، كه ميانگين پيروي مي 
( ) , ( ) ( ) ( )

a abE Y Var Ya b a b b a    ٢ ١  
ست دها را بهماكسيمم درستنمايي آن برآوردبندي نموده و پارامترهاي توزيع بتا، را نيز مدلوي  د كه به كنگرسيوني، فرض بر آن است كه متغير پاسخ از توزيع بتا پيروي ميدر اين مدل رآورد.   كراندار هايي كه متغير پاسخ محدود به فاصلهن براي حالتروش همچني سازد. ايني استفاده از اين مدل را در كاربردهاي زيادي ميسر ميپذيرانعطافداشته باشد. اين  هاي متقارن يا نامتقارنتواند شكلاست و مي پذيرانعطافمختلف پارامترها، توزيعي ازاي مقادير  ,a b  باشد نيز با

تبديل متغير پاسخ به  * ( )y ay b a
   قابل انجام است، اما از لحاظ محاسباتي با دشواري

هاي رگرسيوني، الگوي رفتار ميانگين متغير پاسخ مشروط در مدل كهاينتحليل شدند. با توجه به  ]٢[نيك و همكاران روش توسط كيسچي هاي باليني با ايناز دادههايي بيشتري همراه است. مثال توزيع بتاي بازپارامتريده را  ]٣[گيرد، فراري و كريباري قرار مي موردبررسيبر متغيرهاي تبييني  دند كه اي بازنويسي كرگونهتا را بهها پارامترهاي توزيع بها پيشنهاد كردند. آنبراي مطالعه نسبت  رگرسيوني براساس ميانگين متغير پاسخ بيان شود. براي اين منظور با قرار دادن مدل
a

a b    وa b   صورت: توزيع بتا به  
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( )( )( ; , ) ( )( ) (( ) )y y y y                ١ ١ ١١ ١١             (١) 
,( پارامتر دقت است  ميانگين و آن  شود، كه دربازپارامتريده مي     ١  .(ها آن ها ن مدلايبه پردازش مدل پرداختند. در  نييتبيالگويي خطي براي متغيرهاي  گرفتندر نظر با   صورت بهمناسب  ١بع پيوندو ميانگين متغير پاسخ از طريق يك تا تبييني متغيرهاي
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١

بردار پارامترهاي رگرسيوني است.   كه در آنشوند، به هم مربوط مي 
لوجيت ميانگين و لگاريتم پارامتر دقت  زمانهم طوربهها دند. آنقرار دا موردبررسيپارامتر دقت  گرفتندر نظر نيز مدل رگرسيون بتا را با متغير  ]٥ [ركولينوو اسميتسون  ]٤[چپيدا و گامرمن  نيز  ]٦[ني در مدل لحاظ كردند. برانسكام و همكاران يالگوي خطي از متغيرهاي تبي صورتبهرا    هاي ژنتيك را با رهيافت بيزي مطالعه كردند.برازش مدل رگرسيون بتا به داده

هر يك از مقادير  هاشويم كه نرخمواردي مواجه  كاربردي ممكن است با مسائلدر برخي از  تواند )، نمي١,٠گاه توزيع بتا، يعني بازه (} را نيز اختيار كنند، در اين شرايط تكيه٠و١مجموعه { آميختن يك توزيع  ]٧[ كامل پوشش دهد، براي حل اين مسئله اوسپينا و فراري طوربهها را داده هاي صفر، مالتواند جرم احتيشنهاد كردند كه بسته به شرايط ميگسسته به توزيع پيوسته بتا را پ هاي غير صفر به نقاط صفر و يك اي، كه احتمال) با توزيع گسسته دوجمله١,٠( بتا در بازه باشد، آميختن يك توزيع پيوسته ]١,٠[شود. اگر متغير پاسخ در بازه يك يا هر دو را نيز شامل   ارائه شد. ٢آماسيده هاي رگرسيون بتايتحت عنوان مدل ]٨[پينا و فراري دهد، توسط اوساختصاص مي
صفر  ٣مدل بتاي افزوده ]،١,٠[ها در بازه در مواجهه با قرارگرفتن نسبت ]٩ [و همكاران  الويس يك  كه در نقاط صفر واي گونهو يك را پيشنهاد كردند كه شامل يك توزيع سه قسمتي است، به ها نسبت به پيشنهاد آن ) داراي چگالي بتا است. علت تفاوت ديدگاه١,٠زه (تباهيده و در با زيع احتمال وقتي در يك نقطه آماسيده در مفهوم آماسيده (تورم) است. تو ]٧[اوسپينا و فراري  ر اگر متغي كهدرصورتي شود كه جرم احتمال آن، بيش از مقدار معمول توزيع در آن نقطه شود.مي باشند كه در نقاط صفر و  ايگونهبهباشد، لزومي ندارد كه هميشه مشاهدات  ]١,٠[پاسخ در بازه  از توزيع بتا را به خود اختصاص دهند (براي مثال ممكن است در  تربزرگهاي احتمال يك، جرم

                                                                                                                                          
1-Link Function 
2-Inflated Beta Regression 
3-Zero-and-one Augmented Beta 
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  تر از مدل آماسيده دانستند. و همكاران مدل افزوده را كلي الويس ورازاينعمل جرم احتمال در يكي از نقاط صفر يا يك، كمتر از جرم احتمال توزيع بتا در آن نقطه باشد). 
ها لحاظ شود. اين وابستگي بندي دادهبايست در مدلها باشد كه مينيز بخشي از ماهيت دادهكاربردي ممكن است علاوه بر محدوديت دامنه پاسخ، بنا به دلايل متعدد، وابستگي  مسائلدر  ها ملاحظه شود. در هاي فضايي، زماني يا عوامل ديگري در دادهممكن است به دليل موقعيت خطي با لحاظ كردن  هاي آميختهمحدود شده است، مدل )١,٠( حالتي كه متغير پاسخ به بازه پيشنهاد شدند، كه در آن با استفاده از يك تابع  ]١٠[اثرهاي تصادفي توسط فيوگيورا و همكاران  ها برابر با تركيبي خطي از اثرات تصادفي و ثابت در نظر گرفته ادهپيوند مناسب، ميانگين شرطي د را معرفي و اثر تصادفي را در  ١مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده ]٩[و همكاران  الويسشود. مي براي حالت خاصي در نظر گرفته شد كه متغير پاسخ شرط  صرفاً اين مدل در نظر گرفتند، ولي  ) ٠و١ام مقداري در بازه (iبرخوردار باشد، يعني اگر متغير پاسخ در تكرار تابعيت از تكرار قبل را  ) اختيار كند در تكرار )i گيريد و اگر متغير پاسخ قرار مي )١,٠(در بازه  حتماًنيز مقدار آن  ١ )را اختيار كند در تكرار  ١يا  ٠ام مقدار iدر تكرار  )i همان مقدار قبلي خود را  حتماًم نيز ا١ ر كند، دشرط تابعيت از تكرار قبل در عمل، محدوديت زيادي ايجاد مي ازآنجاكهكند. اختيار مي اي كه متغير پاسخ در هر تكرار مقادير خود را در گونهاين مقاله اين شرط  كنار گذاشته شده، به   د. نمايتصادفي اختيار مي طوربه ]١,٠[ بازه بسته

شود. در اين مقاله ابتدا مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده با لحاظ كردن اثر تصادفي معرفي مي بندي سهم شاغلين در خانوار بر اساس نتايج آمارگيري نيروي كار سپس كاربرد آن براي مدل ود خ رود كه در هر تكرار ممكن است مقداري بين صفر و يك، صفر يا يك را بهمركز آمار بكار مي ها لزوماً تابع تكرار قبلي نيستند. آنگاه كارايي مدل معرفي اختصاص دهند. به عبارتي ديگر داده گيرد. نهايتاً به بحث و قرار مي موردبررسيسازي ها در مطالعات شبيهشده براي اين نوع داده  گيري پرداخته خواهد شد. نتيجه
  مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده-٢

برحسب پارامترهاي ميانگين  Yاحتمال بتاي بازپارامتريده شده براي متغير تصادفي تابع چگالي 
)تابع گاما،  (.)) است، كه در آن ١( صورتبهو دقت  )E Y   و( )( )Var Y  


 

١
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1- Augmented Mixed Beta Regression Model 



  بندي نسبت شاغلين در خانواررگرسيون بتاي آميخته افزوده و مدل             ٢٣

 

زيع يك تو ،كنندصفر و يك را اختيار مي هايي كه بازة بستهدادهبراي  ]٩[و همكاران  الويساست.    :صورتو دو توزيع تباهيده در صفر و يك به )١,٠يك توزيع بتا در بازة (مل آميخته سه قسمتي شا
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  مدل رگرسيون آميخته بتاي افزوده -١-٢
) فرض كنيد , , )ii i iny y ١ Y بردار به طولin براي واحد نمونهi است. متغيرهاي ام

  صورت:به iتوان بر اساس يك تبديل مناسب از را مي ١تبييني و اثرات تصادفي
( ( | )) ( ) , ,T T

i i i i i ig E g i n   ١Y b X Z b  
ipماتريس طرح  iX بندي كرد، كه در آنمدل n  ،بعدي( , , )T

p   ١   بردار اثرات
iq ماتريس طرح  iZثابت،  nعدي و ب( , , ) ١  T

i i iqb bb .براي  بردار اثرات تصادفي است
 مود. براي پارامترهايتوان اختيار نهاي متفاوت از جمله لوجيت را ميانتخاب g(.)تابع پيوند

 pو pو براي پارامتر  ٢توابع پيوند لوجيت تواننيز مي ١ انتخاب كرد. ولي  اريتمابع پيوند لگت   شوند.اين پارامترها ثابت در نظر گرفته مي ،براي سادگي عموماً
) فرض كنيد , , , )p p   ١  بردار پارامترهاي مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده باشد كه فرد كه  nشده براي  بر اساس نمونه مشاهده شوند. با فرض استقلال پارامترها، برآوردلازم است  ,با  , )n١ Y = (Y Y  و( , , )n ١ X X X لگاريتم تابع درستنمايي  ،شوندن داده مينشا  عبارت است از:
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1- Random Effects 
2- Logit Function 
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 صورت توأم بهتوزيع پسين 
( , ; ; , ( ) ( ) ( )b b bp , , ) L( ) ;        ٢ ٢ ٢

  b X y b X, y b  
)كه در آن است،  )  هاي پيشين پارامترهاي ضرب توزيعبرابر حاصلp ،p١ ،  و  است رفته گ در نظرآگاهي بخش هاي پيشين ناآگاهي بخش يا كمتوزيعبراي اين پارامترها،  عموماًكه  ده تحليلي بسيار پيچي صورتبهاي هاي پسيني حاشيهدست آوردن توزيعبه ازآنجاكهد. نشومي شود. استفاده مي ٢گيري گيبز) و نمونهMCMC( ١زنجير ماركوفي كارلويمونتاست از الگوريتم  (.) هاي شرطي كامل نياز است. فرض كنيد بدين منظور به توزيع هاي توزيعي نشان دهنده  از: اندعبارتهاي شرطي كامل زيعتو صورت. در اينپيشين پارامترهاي مدل باشند
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1- Markov Chain Monte Carlo  
2- Gibbs Sampling  
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گيري گيبز و متروپوليس در گيبز) و با استفاده از تركيبي از نمونه( MCMCبا الگوريتم  توان از كند، ميرا به هم متصل مي WinBUGSو   R افزارنرمكه دو  R2WinBUGSبسته     .]١١[ ادير تصادفي توليد نمودهاي شرطي كامل براي پارامترها مقتوزيع
  هاي نيروي كار تحليل داده -٣

آن همه  هاي خانواري ايران است كه جامعهگيرينمونه ترينمهمآمارگيري نيروي كار يكي از  خانوار  ٦٠٠٠٠گيري هر فصل از حدود اعضاي خانوارهاي معمولي ساكن هستند. در اين نمونه ها بر شود. نمونهساله و بيشتر تكميل مي ١٠خانوار و فرمي فردي حاوي وضعيت فعاليت افراد منتخب نمونه، يك فرم خانواري حاوي مشخصات تمام اعضاي  شود. براي هر خانوارآمارگيري مي در آمارگيري  درپيپيفصل  ٢شوند. يعني هر خانوار انتخاب مي ٢-٢-٢اساس الگوي چرخش  گيرد و در دو فصل بعدي پنجم و قرار نمي هانهنموهاي سوم و چهارم در حضور دارد، در فصل تكرار وجود  ٤شوند. بنابراين براي هر خانوار نمونه عنوان عضو نمونه محسوب ميششم دوباره به هايي كه از اين آمارگيري براي هر عضو خانوارهاي نمونه پارامترهاي جامعه، داده برآورددارد. براي  هاي بينيزن پيشوپاسخي دهي بر اساس وزن پايه، وزن بينآوري شده است با سه مرحله وزجمع ساله و بيشتر  ١٠شوند. در اين آمارگيري بر اساس وضع فعاليت تمام افراد جمعيتي تعديل مي هاي مربوط به اشتغال و بيكاري و نسبت شاغلين در هر خانوار تعيين شاخص ،خانوارهاي نمونه اي از اعض كيچيه كهدرصورتيبين صفر و يك، اگر تمام اعضاي خانوار شاغل باشند، عدد يك و ار كمتر از تعداد اعضاي خانوار باشد، اين نسبت، عددي د. اگر تعداد اعضاي شاغل خانونشومي كند. بنابراين متغير پاسخ يعني نسبت شاغلين در خانوار شاغل نباشند، عدد صفر را اختيار مي هاي مربوط ] است. در اين مطالعه داده١,٠[در بازة بسته هايي خانوار، متغيري پيوسته با تحقق آمارگيري نيروي كار  ١٣٩٣و  ١٣٩٢هاي هاي اول و دوم سالبه خانوارهاي مشترك در فصل ت بودن . با فرض ثاب]١٢[ خانوار است١٥٩گرفته شده است كه شامل اطلاعات  در نظرشهر تهران  ) شود. اگرها استفاده ميبندي دادهمدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده براي مدلد لوجيت براي ميانگين نسبت شاغلين در خانوار از گو انتخاب تابع پيون ١p ،، pپارامترهاي  )١x تعداد افراد ، ) ساله و بيشتر و ١٠ )٢x  گيرند، متغيرهاي تبيني در اين مدل قرار  عنوانبهجمعيت خانوار  صورتبهلوجيت ميانگين نسبت شاغلين 
( ) ( )( ) , , ; , ,ij ij ij ig x x b i j        ١ ٢١ ٢ ١ ١٥٩ ١ ٤    

 ibپارامترهاي رگرسيوني مدل و٢ و  ١مبدأ، عرض از  شود، كه در آن در نظر گرفته مي 
نرمال است، بنا  تر از توزيعاستيودنت دم كلفت-t توزيع ازآنجاكهم است. اiاثر تصادفي خانوار 

) چند متغيره استيودنت-t توزيع پيشين  ، براي]١٠[فيگورا  به توصيه , , )t     در  ٣



  ٢٦                           زادهخاني و محسن محمدزهره فلاح محسن

 

 شود، كه در آننظر گرفته مي ١٠ ،  و بردار صفر  منظور شده  ١٠ماتريس قطري
)Gگاما  پيشين توزيع  براي ]٩[مچنين بنا به پيشنهاد گالويز است. ه / , / )١ ١  براي ،p 

)پيشين يكنواخت  توزيع , )U ١ براي ، pپيشين يكنواخت  توزيع١( , )U p١  براي ،ib
) توزيع پيشين نرمال   , )bN  ٢ و برايb )گاماي وارون  توزيع ٢ / , / )IG ١ ١   در نظر گرفته    شد.

    

    

  
  

 هاي كامل پارامترهايد شده از شرطيهاي تولنمودارهاي ترتيبي نمونه ):١شكل (
هاي شرطي كامل از توزيع =n ١٥٩اي تصادفي به حجم بيزي پارامترها بر اساس نمونه برآورد  ٢٥٠٠٠٠زنجير ماركوفي براي  كارلويمونتالگوريتم هاي حاصل شده است، كه از اجراي گام

beta[1] 

p beta[3] 

beta[2] 

pଵ phi 

 ଶߪ
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نمودارهاي ترتيبي  ١. شكل دست آمده استدوم به تأخيرو از  ٢٠٠٠٠٠تكرار و مرحله داغيدن  ر گهاي شرطي كامل پارامترهاي مدل هستند كه بيانهاي توليد شده از توزيعميانگين نمونه هاي شرطي كامل پارامترها، هاي توليد شده از توزيعميانگين نمونه ها است.همگرايي اين نمونه دار ود كه همه پارامترها در مدل معنيشملاحظه مي ٪٩٥هاي اطمينان اند. با توجه به بازهشده ارائه ١در جدول  ٪٩٥اطمينان انحراف استاندارد و بازه  برآورد بيزي پارامترها به همراه يعني ساله و بيشتر خانوار با اثر مثبت و متغير  ١٠ني تعداد افراد يو متغير تبي مبدأهستند. عرض از  فراد رود با افزايش تعداد ابراين انتظار ميبناشدند. ني جمعيت خانوار با اثر منفي وارد مدل يتبي سهم شاغلين در خانوار افزايش يابد ولي با افزايش بعد خانوار اين سهم ، ساله و بيشتر خانوار ١٠ اريانس اثر تصادفي نيز و ٧٦/٣٩، تمام اعضاي يك خانوار است. همچنين پارامتر دقت توزيع بتااين است كه احتمال غير شاغل بودن تمام اعضاي يك خانوار تقريباً ده برابر احتمال شاغل بودن ارقام گوياي اين شدند.  برآورد ٤٠/٠و  ١٣/٠تقريباً به ترتيب  p١ و p پارامترهايكاهش يابد.   .شده است برآورد ١٦/٠
درصد  ٥/٩٧و  ٥٠، ٥/٢هاي به همراه ميانه چندك هاپارامترها و انحراف استاندارد آن برآورد ):١جدول (

   ١٣٩٣و  ١٣٩٢هاي هاي اول و دوم سالهاي خانوارهاي مشترك فصلحاصل از برازش مدل به داده
  ٪٥/٩٧  ٪٥٠  ٪٥/٢  انحراف استاندارد   برآورد  پارامتر
٨٥٣٢/٠  ٦٧٤٨/٠  ٣٦١٢/٠  ٣١٩٢/٠  ٧٢١٨/٠ ١  
٢٨٠٩/٠  ٢٠٢٥/٠  ٠٤١١/٠  ٢٣٧٥/٠  ٢١٢٧/٠ ٢  
٣٦٠٣/٠  -٥١٤١/٠  -٥٠٥١/١  ٢٩٢٩/٠  -٥٦٢١/٠ ٣-  
p  ٣٤٥٢/٠  ٣٠٨٥/٠  ٢٧٣٥/٠  ٠١٨٤/٠  ٣٠٨٨/٠  
p٠٥٣٥/٠  ٠٣٧١/٠  ٠٢٤٣/٠  ٠٠٧٥/٠  ٠٣٧٥/٠  ١  
  ٣٩١١/٤٦  ٧٦١٢/٣٩  ٠١٢١/٣٣  ٧٠٤١/٣  ٧٦/٣٩  

b ٣٩٦٩/٠  ١٣٢١/٠  ٠٩٥٣/٠  ١٤٥١/٠  ١٥٥٣/٠ ٢  
شاغلين در نواحي كوچك  برآوردآمار كمكي مناسب براي  ارائه، يكي از موارد كاربرد اين مدل ساله و بيشتر) بر  ١٠متغيرهاي وارد شده در مدل (بعد خانوار و تعداد افراد  كهازآنجايياست.  گيرد قابل كار مركز آمار ايران قرار مي يي كه در دستورهابرداريها و فهرستاساس سرشماري از سهم شاغلين در خانوار در تمام زير  برآوردهاييتواند حصول است، استفاده از اين مدل مي كند. با ضرب سهم شاغلين در خانوار در تعداد خانوار نواحي  ارائههاي كوچك جغرافيايي ناحيه ن توان از ايكارانه ميتند. با نگاهي محافظههس برآورد، تعداد شاغلين اين نواحي قابل موردنظر  برآورد كه صورتبدينشاغلين نواحي كوچك، استفاده كرد.  برآورد، در غيرمستقيم طوربه برآورد
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ترين شاغلين نواحي كوچك، بزرگ برآورديرا در تعداد شاغلين ناحيه مذكور باشد. ز برآوردبراي  ١كوچكهاي ناحيهشاغلين در مدل برآوردتواند يك متغير كمكي مناسب براي مذكور، خود مي هاي ناحيه كوچك است. همچنين مشكل، عدم وجود آمار كمكي مناسب، براي آن ناحيه، در مدل از آمارگيري نيروي كار به دست  مستقيماًها كه شاغلين استان برآورد كه در هر دوره آمارگيري، صورتبدينتوان كمك گرفت. ها نيز مياز اين مدل در ارزيابي نتايج آمارگيري نيروي كار استان رود، انتظار مي عموماًشوند، مقايسه شوند. ها كه از مدل حاصل ميشاغلين استان برآوردبا  آيدمي   مشاهده نشود. برآوردهادر  توجهيقابلاختلاف 
 سازيمطالعه شبيه-٤

ي حالتي كه متغير پاسخ در در اين بخش براي ارزيابي مدل رگرسيون بتاي آميخته افزوده برا جام سازي انشبيه هتواند صفر، يك يا عددي بين صفر و يك را اختيار كند، مطالعهر تكرار مي ميانگين، اريبي نسبي، انحراف استاندارد و ميانگين توان  برآورد. هدف اين مطالعه ه استشد ون بتاي آميخته افزوده پارامتر رگرسيوني به دست آمده از مدل رگرسي ايفراوردهدوم خطاي    هاي مختلف است. براي اندازه نمونه
 پيوند لوجيت ijسازي براي پارامتر در اين شبيه

( ) ( )log ( ) , , ; , ,ij ij ij iit x x b i N j        ١ ٢١ ٢ ١ ١ ٥    
در ، ٥و  ١هاي هاي نرمال با ميانگين صفر واريانسداراي توزيع ib منظور شده است، كه در آن p در نظر گرفته شده است. پارامترهاي ٢٠٠و  ١٠٠، ٥٠هاي نمونه اندازه نظر گرفته شده است.  ،pو ١  در نظر گرفته شده است.  ٤٠و  ١/٠، ١/٠ها به ترتيب برابر ثابت فرض شده و مقادير آن )رهايمتغي )

ijx ) و ١ )
ijx ) مستقل و داراي توزيع ٢ , )N ٠ اند. براي پارامترهاي رگرسيوني فرض شده ١

 ،و ١ است. براي توليد قرار داده شده ٦/٠و  ٤/٠، ٥/٠به ترتيب مقادير  ٢ ijy ها ابتدا يك
) ٨/٠دنباله مستقل از توزيع برنولي با احتمال  )p p  ١١  اگر مقادير اين دنبالههتوليد شد ،، 

از توزيع بتاي ijyصورت ينبرابر صفر و در غير ا ijyمقدار صفر را اختيار كرده باشند، 
 ( ,( ) )ij ijB    به ازاي  ١  ٥/٠اي برنولي با احتمال د. سپس دنبالهنشوتوليد مي ٤٠برابر 

اي د با اين الگو، دنبالهشوهايي كه صفر هستند، در نظر گرفته ميijy ها جايگزيناز صفر و يك
، مقدار صفر و با ١/٠داراي توزيع بتا، با احتمال  ٨/٠كه با احتمال  آيدمي به دستهايي ijyاز 

  .كند، مقدار يك را اختيار مي١/٠احتمال 

                                                                                                                                          
1- Small Area Models 
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  ٥٠بيزي پارامترها پس از برازش مدل در اندازه نمونه  ايفراورده ):٢جدول (
مقدار    پارامتر

  واقعي
انحراف   برآورد

  استاندارد
توان ميانگين 

 خطادوم 
  ٪٥/٩٧  ٪٥/٢  اريبي نسبي

٥٠٥٥/٠  ٤٤٨١/٠  -٠٤٦٤/٠  ٠٢١٧/٠  ١٤٦٤/٠  ٤٧٦٨/٠  ٥/٠ ١  
٤١٤٠/٠  ٤٠٠٨/٠  ٠١٨٦/٠  ٠٠١٢/٠  ٠٣٣٦/٠  ٤٠٧٤/٠  ٤/٠ ٢  
٦٠٦٠/٠  ٥٩٣٦/٠  -٠٠٠٢/٠  ٠٠٠٩/٠  ٠٣١٦/٠  ٥٩٩٨/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠٤٤/٠  ٠٩٦٥/٠  ٠٠٤٤/٠ ٠٠٠٤/٠  ٠٢٠٢/٠  ١٠٠٤/٠  ١/٠  
p١٠٥٥/٠  ٠٩٨٣/٠  ٠١٩٤١/٠  ٠٠٠٣/٠  ٠١٨٣٨/٠  ١٠١٩/٠  ١/٠  ١  
  ٩١٨٣/٣٩  ٣٥٣٢/٣٨  -٠٢١٦/٠  ٥٢٦٩/١٦  ٩٩٢٤/٣  ١٣٥٨/٣٩  ٤٠  

b ٠٧٢٧/١  ٩٨٧١/٠  ٠٢٩٩/٠  ٠٤٨٥/٠  ٢١٨٢/٠  ٠٢٩٩/١  ١ ٢  
٥٣٢١/٠  ٤١١٢/٠  -٠٥٦٦/٠  ٠٩٤٩/٠  ٣٠٨٣/٠  ٤٧١٦/٠  ٥/٠ ١  
٤٠٠٣/٠  ٣٨٤٧/٠  ٠١٨٦/٠  ٠٠١٤/٠  ٠٣٩٧/٠  ٣٩٢٥/٠  ٤/٠ ٢  
٦٠٧٠/٠  ٥٩٤٧/٠  -٠٠١٥/٠  ٠٠٠٩/٠  ٠٣١٤/٠  ٦٠٠٩/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠٦٢/٠  ٠٩٨٩/٠  ٠٢٥٨/٠ ٠٠٠٣/٠  ٠١٨٦/٠  ١٠٢٥/٠  ١/٠  
p١٠٦٨/٠  ٠٩٩٤/٠  ٠٣١٤/٠  ٠٠٠٤/٠  ٠١٨٨/٠  ١٠٣١/٠  ١/٠  ١  
  ٠٢٤٨/٤٠  ٣٦٥٣/٣٨  -٠٢٠١/٠  ٨٣٥٤/١٨  ٢٣٣٥/٤  ١٩٥٠/٣٩  ٤٠  

b ٢٥٥٦/٥  ٩٠٣٩/٤  ٠١٥٩/٠  ٨٠٣٤/٠  ٨٩٧٢/٠  ٠٧٩٧/٥  ٥ ٢  
)بردار پارامترهاي  برآوردسازي براي در اين شبيه , , , , , , )bp p      ٢١ ١ ٢  M تكرار آخر  ٥٠٠٠٠كارلو در نظر گرفته شده و نتايج با در نظر گرفتن تكرار مونت ١٠٠٠٠٠تعداد پارامترها، انحراف استاندارد،  برآوردول شامل مقادير ااند. اين جدشدهارائه  ٤و  ٣، ٢ول ادر جد    صورتبهدرصدي، اريبي نسبي و ميانگين توان دوم خطا است، كه  ٩٥طمينان بازه ا

ˆˆ( ) ( ) , . ( )N N iii iMSE Rel BN N
        ٢

١ ١
١ ١ ١  

پارامترها بعد از برازش مدل رگرسيون  ايفراوردهمحاسبه شده است.  )Nمجموعه داده ( ١٠٠براي   اند. ارائه شده ٢٠٠و  ١٠٠، ٥٠هاي نمونه بتاي آميخته افزوده براي اندازه
تشخيصي مانند بررسي نمودارهاي  هايخطاها كاهش يافته است. لازم به ذكر است كه آزمونواقعي پارامترهاي مدل هستند و با افزايش اندازه نمونه، انحراف استاندارد و ميانگين توان دوم بيزي به دست آمده نزديك مقادير  ايفراوردهشود ملاحظه مي ٤و  ٣، ٢ول اجدطور كه در نهما
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چند  هاي پسينچگالي معمولاًكه نظر به ايني، بيانگر مانايي زنجير هر پارامتر هستند. ترتيب سازد بررسي چند مدي بودن نمودار اين مدي، همگرايي زنجيرهاي توليدي را دچار مشكل مي هاي پسيني تمام پارامترها . به همين منظور چگالي]١٠[ ها از اهميت زيادي برخوردار استچگالي دلالت بر همگرايي زنجيرهاي  ]١٤[لچ وو همگرايي تشخيصي هيدل برگ  ]١٣[گلمن روبين  هاي همگرايي تشخيصيآزمون ها است.اند كه بيانگر تك مدي بودن توزيع آنارائه شده ٣ در شكل ، ]١٥[كه توسط بروك و گلمن  توأمتوليد شده دارند. همچنين معيار همگرايي گلمن و روبين  عامل كاهش مقياس متناسب  كهدرصورتيدلالت بر همگرايي زنجير دارد  پيشنهاد شده است، در  ،]١٦[، codaباشد. اين معيار همگرايي با استفاده از بسته  ٢/١) كمتر از mprf( چند متغيره به دست  ١سازي شده مدل آميخته رگرسيون بتاي افزوده برابر هاي شبيهبراي داده  Rافزارنرم   . ر همگرايي زنجيرها استديگري ب مؤيدآمد كه 
  ١٠٠بيزي پارامترها پس از برازش مدل در اندازه نمونه  ايفراورده ):٣جدول (

توان  ميانگين  استانداردانحراف   برآورد  واقعيمقدار    پارامتر  خطا دوم
  ٪٥/٩٧  ٪٥/٢  اريبي نسبي

٥٢٨٣/٠  ٤٨٦٧/٠  ٠١٤٨/٠  ٠١١٢/٠  ١٠٥٩/٠  ٥٠٧٥/٠  ٥/٠ ١  
٤٠٤٥/٠  ٣٩٥٣/٠  -٠٠٠٣/٠  ٠٠٠٥/٠  ٠٢٣٤/٠  ٣٩٩٨/٠  ٤/٠ ٢  
٦٠٩٦/٠  ٥٩٩٩/٠  ٠٠٧٩/٠  ٠٠٠٦/٠  ٠٢٤٨/٠  ٦٠٤٧/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠٣١/٠  ٠٩٧٧/٠  ٠٠٣٩/٠ ٠٠٠٢/٠  ٠١٣٦/٠  ١٠٠٤/٠  ١/٠  
p١٠٤٠/٠  ٠٩٨٨/٠  ٠١٤٣/٠  ٠٠٠٢/٠  ٠١٣١/٠  ١٠١٤/٠  ١/٠  ١  
     ٥٤٢٥/٤٠  ١٥٧٨/٣٩  -٠٠٣٧/٠  ٣٧٥٨/١٢  ٥٣٢٥/٣  ٨٥٠٢/٣٩  ٤٠  

b ٠٤٧٢/١  ٩٩١١/٠  ٠١٩٤/٠  ٠٢٠١/٠  ١٤١٣/٠  ٠١٩١/١  ١ ٢  
٥٤٩٧/٠  ٤٥٥٢/٠  ٠٠٥٠/٠  ٠٥٧٥/٠  ٢٤١٢/٠  ٥٠٢٥/٠  ٥/٠ ١  
٤٠٥٦/٠  ٣٩٥٨/٠  ٠٠١٨/٠  ٠٠٠٦/٠  ٠٢٥١/٠  ٤٠٠٧/٠  ٤/٠ ٢  
٦٠٠٩/٠  ٥٩٠٤/٠  -٠٠٧١/٠  ٠٠٠٧/٠  ٠٢٦٧/٠  ٥٩٥٧/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠٤٩/٠  ٠٩٩٨/٠  ٠٢٤١/٠ ٠٠٠٣/٠  ٠١٣٠/٠  ١٠٢٤/٠  ١/٠  
p١٠٤٦/٠  ٠٩٩٤/٠  ٠٢٠٣/٠  ٠٠٠٢/٠  ٠١٣١/٠  ١٠٢٠/٠  ١/٠  ١  
  ٧٥٦٣/٤٠  ٦٧٥٤/٣٩  -٠٠٥٣/٠  ٥٧٣٨/٧  ٧٥٧٤/٢  ٢١٥٨/٤٠  ٤٠  

b ١٨٧٢/٥  ٩٢٣٢/٤  ٠١١٠/٠  ٤٥٢١/٠  ٦٧٣٧/٠  ٠٥٥٢/٥  ٥ ٢  
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  ٢٠٠ بيزي پارامترها پس از برازش مدل در اندازه نمونه ايفراورده ):٤جدول (
توان ميانگين   استانداردانحراف   ميانگين  واقعيمقدار   پارامتر  خطادوم 

  ٪٥/٩٧  ٪٥/٢  نسبي اريبي
٤٩١٧/٠  ٤٥٨١/٠  -٠٥٠١/٠  ٠٠٧٩/٠  ٠٨٥٩/٠  ٤٧٤٩/٠  ٥/٠ ١  
٤٠١٨/٠  ٣٩٧٤/٠  -٠٠٠٩/٠  ٠٠١٣/٠  ٠١١٤/٠  ٣٩٩٦/٠  ٤/٠ ٢  
٥٩٨٤/٠  ٥٩٢٣/٠  -٠٠٧٦/٠  ٠٠٠٢/٠  ٠١٥٧/٠  ٥٩٥٤/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠١٢/٠  ٠٩٧٠/٠  -٠٠٨٧/٠  ٠٠٠١/٠  ٠١٠٦/٠  ٠٩٩١/٠  ١/٠  
p١٠٤٢/٠  ١٠٠٦/٠  ٠٢٤١/٠  ٠٠٠١/٠  ٠٠٩٢/٠  ١٠٢٠/٠  ١/٠  ١  
  ٩٦٧٧/٤٠  ٨٩٦٣/٣٩  ٠١٠٨/٠  ٤٦٢١/٧  ٧٣٣٢/٢  ٤٣٢٠/٤٠  ٤٠  

b ٠٣٨٨/١  ٠٠٧٠/١  ٠٢٢٩/٠  ٠١٥٦/٠  ٠٨١٢/٠  ٠٢٢٩/١  ١ ٢  
٥٢٢٦/٠  ٤٨١٦/٠  ٠٠٤٣/٠  ٠١٠٨/٠  ١٠٤٦/٠  ٥٠٢١/٠  ٥/٠ ١  
٤٠٢٣/٠  ٣٩٦١/٠  -٠٠١٨/٠  ٠٠٠٢/٠  ٠١٥٧/٠  ٣٩٩٢/٠  ٤/٠ ٢  
٦٠٩٦/٠  ٥٩٤٧/٠  ٠٠٣٦/٠  ٠٠١٤/٠  ٠٣٨٠/٠  ٦٠٢١/٠  ٦/٠ ٣  
p  ١٠٤٢/٠  ٠٩٩٩/٠  ٠٢١١/٠  ٠٠٠١/٠  ٠١٠٩/٠  ١٠٢١/٠  ١/٠  
p١٠٦٩/٠  ٠٩٩٨/٠  ٠٣٤١/٠  ٠٠٠١/٠  /٠١٨٢  ١٠٣٤/٠  ١/٠  ١  
  ٢٨٦٦/٤٠  ٢٩٠٣/٣٩  -٠٠٥٢/٠  ٤٣٩٩/٦  ٥٤١٦/٢  ٧٨٨٤/٣٩  ٤٠  

b ٠٢٨٧٦/٥  ٩٩٧٤/٤  ٠٠٢٦/٠  ٠٠٦٤/٠  /٠٧٩٧٧  ٠١٣١/٥  ٥ ٢  
همچنين تحليل حساسيت با تغيير ضرايب رگرسيوني، پارامتر دقت توزيع بتا و پارامتر دقت اثر 

bتصادفي  ٢ ،( , )b IG k k ٢  و( , )G k k  براي  / , /k  ٠ ١ ٠ انجام شد كه در هر  ٠١ ملاحظه نشد. به عبارتي  ٢نسبت به نتايج ارائه شده در جدول  مورد تغيير اساسي در نتايج حاصله ده مدل رگرسيون آميخته بتاي افزو ايفراوردهتوان گفت سازي ميبا توجه به نتايج مطالعات شبيه يك را به خود  ها در هر تكرار ممكن است مقداري بين صفر و يك، صفر يابراي حالتي كه داده
  .ابع تكرار قبلي نيستند، قابل اعتماد استد يا به عبارتي تناختصاص ده
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  تايي ٢٠٠سازي شده با اندازه نمونه هاي شبيهنمودارهاي اثري براي داده): ٢شكل (

 گيريبحث و نتيجه -٥
ه رگرسيون بتاي افزود تعميمي از مدل عنوانبهدر اين مقاله مدل رگرسيون آميخته بتاي افزوده  ، دنبراي حالتي كه مقادير متغير وابسته در تكرارهاي مختلف لزوماً تابع تكرار قبلي نيست و همطالع هاي ميانگين توان دوم خطا و آزمون سازي با بررسي اريبي نسبي،يهمعرفي شد. در مطالعه شب هاي آمارگيري قرار گرفت. براي تحليل داده موردبررسيكارايي اين مدل  ،همگرايي تشخيصي هاي اول و دوم هاي مربوط به خانوارهاي مشترك در فصلي كار مركز آمار ايران، دادهنيرو بندي شد. گرفته و نسبت شاغلين در خانوار مدل در نظرشهر تهران،  ١٣٩٣و  ١٣٩٢هاي سال

beta[1] 

beta[3] 

beta[2] 

p 

phi 

 ଶߪ

pଵ 
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ساله و بيشتر در هر خانوار با  ١٠بندي حاكي از آن است كه تعداد افراد نتايج حاصل از اين مدل دل دار در اين ممتغيرهاي تبييني معني عنوانبهت و جمعيت خانوار با ضريب منفي ضريب مثب را  دهابرآوراست. بنابراين حتي اگر اين  برآوردخانوار اين نواحي، تعداد شاغلين اين نواحي قابل يت نيروي كار نواحي كوچك است زيرا با ضرب سهم شاغلين در خانوار در تعداد وضع برآوردبراي وجود متغيرهاي كمكي مناسب است يكي از موارد كاربرد اين مدل ساختن متغير تبييني مناسب دم ع ،وضعيت نيروي كار در سطح كمتر از استان برآوردمشكل  ترينمهم ازآنجاكهحضور دارند.  رفت، در نظر گ موردنظرشاغلين نواحي  ايفراورده عنوانبه مستقيماًكارانه نتوان با نگاهي محافظه  وضعيت نيروي كار نواحي كوچك، در نظر گرفت.  برآورد رمنظوبههاي نواحي كوچك متغيرهاي تبييني مطلوب براي استفاده از روش عنوانبهتوان مي

    

    

    
  

  
  تايي ٢٠٠سازي شده با اندازه نمونه هاي شبيهنمودارهاي چگالي پسين براي داده ):٣شكل (

beta[1] 

beta[3] 

beta[2] 

pଵ 

p 

phi 

 ଶߪ
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ان وتدر بحث كنترل كيفيت نتايج آمارگيري نيروي كار استاني نيز مي بنديمدلهمچنين از اين  هاي براي حالت يمدل رگرسيوناين در  p١و  p پارامترهاي ميانگين، دقت، زمانهمبندي مدل در مدل رگرسيون آميخته بتاي افزوده، استيودنتtكمك گرفت. بررسي اثر تصادفي با توزيع  مسائل مهمي هستند كه لازم  ،هاي پيوند مختلفهمچنين بررسي رفتار مدل با تابعو مختلف   د.نپرداخته شو هااست در مطالعات آتي به آن
  تقدير و تشكر

حمايت  از وشد ها موجب بهبود مقاله نويسندگان از داوران محترم مجله كه نظرات ارزنده آن   نمايند.قدرداني مي تربيت مدرسدانشگاه  زماني-هاي فضاييدادهتحليل قطب علمي 
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Augmented Mixed Beta Regression and Modeling of Employed 
Proportions in Households 

Zohre Fallah Mohsenkhani and Mohsen Mohammadzadeh 
Department of Statistics, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran 

Abstract 
The Beta regression model is usually used for modeling the rates or 
proportions confined in an open interval (0,1). In some studies, the data may 
also include zero and one. In this paper, an augmented Beta regression model 
that is a mixture of Beta distribution with two degenerated distributions at 0 
and 1 is presented for rates or proportions confined in [0,1]. For the augmented 
mixed Beta model with reparametrization of Beta distribution, the mean and 
precision parameters were modeled including fixed and random effects. This 
is while taking into account that the random effects make these models 
applicable to correlated data. Here, the augmented mixed Beta model is 
presented. Then this model is evaluated in a simulation study. Next, the 
application of this model is shown for analyzing the proportions of employed 
persons in every household. Finally, conclusion and results are presented. 
Keywords: Augmented Beta Regression; Bayesian Analysis; Labour 
Force Survey; Beta Distribution; Mixed Model. 
Mathematics Subject Classification (2010):12J15, 62F62. 

  


