
 1398، 2، شماره، 9 پیشرفته ریاضی، دورهسازي مجله مدل

ي هموار با یک نقطهاي قطعه هاي دینامیکیدستگاهآشوب در 
 ناپیوستگی

  ***و رؤیا مکرونی **، ندا عباسی1*مهدي پوربرات
  شهید بهشتی تهرانگروه ریاضی، دانشگاه *  

  دانشگاه شهید باهنر کرمانریاضی ماهانی،  مرکز تحقیقات**
  ی، دانشگاه سیستان و بلوچستاناضیرگروه ***

  20/12/1397 تاریخ پذیرش: 5/3/1397 تاریخ دریافت:

ي با یک نقطهي بعدکاي هموار یقطعههاي دینامیکی در این مقاله روي دستگاه چکیده:
ر حقیقت دها تضمین شود. کنیم که وجود آشوب دیوانی براي آنشرایطی را فراهم میناپیوستگی، 
 تر یا مساويبا مشتق بزرگ دوشاخه اتوسیعی ب یک نگاشت شبه بیکر fاگر دهیم که نشان می

نین چبرقراري است.  دیوانی نوع ازآشوبناك آنگاه دستگاه دینامیکی مرتبط با آن  باشد2
لزوماً این حکم را نتیجه  ي ناپیوستگیبا بیش از یک نقطه هاي دینامیکیروي دستگاهشرایطی 

  .دهدنمی

 ،اي هموارهاي دینامیکی قطعهدستگاه بعدي،یکهاي دینامیکی دستگاه هاي کلیدي:واژه
  ناپیوستگی، آشوب دیوانی، متعدي توپولوژیکی.

 .99B37، 70C37 :)2010( بندي ریاضیرده

  مقدمه-1
 10، 4، 1[ی مهندسدر ویژه ي وسیعی از علوم بههااي هموار در پهنهقطعه هاي دینامیکیدستگاه

موجب اند. این امر هاي فراوانی داشتهکاربرد] 14و  13، 12، 2شناسی و اقتصاد [زیست ،]11و 
ي هادستگاهي این خانواده از مطالعهشده است که در سالیان اخیر توجه بسیاري از محققان به 

                                                                                                                                          
  m-pourbarat@sbu.ac.ir نویسنده مسئول مقاله: یکیآدرس الکترون -1

mailto:m-pourbarat@sbu.ac.ir
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 هاي داخل فضاي فازِ شود. در حقیقت به دلیل اینکه قوانین حاکم بر ناحیهمعطوف دینامیکی 
ته شود توجه بسیاري را برانگیخهاي دیگر بیان میي فیزیکی، متفاوت از ناحیهمرتبط با پدیده

ممکن است تحت تأثیر همه  هاییدستگاهي چنین رو پیشگویی آینده و گذشتهاست. ازاین
ي بزرگ و مهمی در تئوري هاي دینامیکی آشوبناك که خانوادهگاهدستها قرار گیرد. نگاشت
  باشند مهر تأییدي بر این ادعاست.هاي دینامیکی میدستگاه

ا یعنی ب اي هموارقطعه هاي دینامیکیدستگاهترین نوع از به وجود آشوب در ساده این مقالهدر 
ر گردد که حتی دو ملاحظه میشود ي ناپیوستگی پرداخته میبعدي و یک نقطهفضاي فاز یک

دینامیکی  هايدستگاهدر تقابل با  در بیان برهان قضایاها چنین حالاتی نوعی متفاوت از پیچیدگی
بعدي گسسته در فضاهاي فازي چون هاي دینامیکی یکدستگاه. شودبعدي ظاهر میهموار یک

ایره بعدي روي دگاه دینامیکی یکگیرند. هر دستي یکه موردمطالعه قرار میاعداد حقیقی و دایره
 همواراي نگاشت قطعهطور طبیعی مزدوج توپولوژیک یک تواند بهبا حداقل یک ناپیوستگی می

]0روي بازه  ي مهمی از این قبیل خانواده شبه بیکر هايشتنگااز اعداد حقیقی قرار گیرد.  [1,
هایی رفتار دینامیکی چنین نگاشت ]8-7[. در مقالات کنندهاي دینامیکی را معرفی میدستگاه

آشوب نگاشت شبه بیکر در حالت نامتناهی شاخه  ]9[مطالعه شده است، همچنین ما در مقاله 
اشت شبه بیکر در حالت ایم. حال در این مطالعه به بررسی رفتار آشوبناك نگرا بررسی کرده

  پردازیم.متناهی دوشاخه می

Nو نقاط  2 تر ازیک عدد طبیعی بزرگ Nفرض کنید  :1 تعریف Nξ ξ ξ ξ−= =0 1 1< < <0 ... 1 
] بیکرنگاشت شبه  اند.شدهدر نظر گرفته ] [ ], ,f →: 0 1 0 N با  1  توسط ناپیوستگیي نقطه 1−

 ضابطه

 

N N

f x x
f x x

f x

f x x

ξ
ξ ξ

ξ −

≤
 ≤


 ≤ ≤

1 1

2 1 2

1

<( ) 0
<( )

( ) =

( ) 1
M M

                                           (1) 

  توابع نشود که در آتعریف می
 [ ] [ ]i i if i Nξ ξ− → ≤ ≤1: , 0 , 1,1                                           (2) 

i براي هرهستند و اکیداٌ صعودي  N≤ ≤ −1 i طایشردر  1 if ξ+1( ) i و 0= if ξ( ) صدق  1=
λی ثابتباشند و  C1از کلاس حداقل  ifهاي نگاشتاگر  بعلاوه کنند.می موجود باشد   1<
i هر که برايطوريبه N≤ ]هر و  1≥ ],x ∈ 0 'عدد  1 ( )if x تر از بزرگλ ،نگاشت  آنگاه باشد

 .]9-8-7 [نامیممیرا توسیعی  f شبه بیکر
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] ي بستهرا براي بازه I کار نماد جهت سهولت ],0 بریم. بدون از دست دادن کلیت بکار می 1
: توانمی ( )f∂ = 1 : تر از یک وکوچکمثبت و را عددي  0 ( )Nfβ = تر از صفر عددي بزرگرا 1

∂اگر که  نگاشت شبه بیکر به این دلیل است به f گذاري نگاشتنام در نظر گرفت. = و  0
β ] ) به یک نگاشت بیکر روي1نگاشت (باشد  0= ],0  که شودشاخه تبدیل می Nبا تعداد  1
] يهمواره ],0 با چنین  اي پیوستهقطعهکه هر نگاشت  لازم به ذکر است. ]3[ است آشوبناك 1
هر  بیکر نگاشت شبه در یکتواند همانند یک نگاشت پیوسته در نظر گرفته شود. هایی میویژگی
دستگاه دینامیکی مرتبط با آن از شانس بالاتري به جهت آشوبناك  باشدتري عدد بزرگ Nچه

] بازه  رويبودن  ],0   خوردار است.بر 1

آشوب  این نوعوجود  در این مقاله به ترین تعاریف آشوب منتسب به دیوانی است کهیکی از رایج
λ  با توسیعی شبه بیکر در نگاشت >  ،الزاماً پوشا نیستند آن هاي اول و آخرشاخهکه  2
عنوان نگاشت اولین بازگشت ذکر است که چنین نگاشتی اغلب به . لازم بهاست شدهپرداخته

ف ها خالی از لطي آنرو مطالعهازاین و رودهاي لورنز غیر توسیعی به کار میمناسبی براي نگاشت
 در بخش دوم به اثبات برقراريکه  استي مطالب در این مقاله به این صورت ترتیب ارائهنیست. 

پردازیم. بخش سوم به اثبات وجود آشوب می شبه بیکرشرط متعدي توپولوژیکی براي نگاشت 
 اي در شرایطدهیم که نگاشت شبه بیکر دوشاخهدیوانی اختصاص دارد. در این میان نشان می

ی کند. در بخش چهارم مثالمتناوب و حساسیت نسبت به شرایط اولیه صدق می چگال بودن نقاط
  شود.  در علوم مهندسی ارائه می توسیعی شبه بیکرهاي نگاشتاز 

  متعدي توپولوژیکی -2
 کنیم که نقش کلیدي در مفهوم آشوباین قسمت را با بیان تعریف متعدي توپولوژیکی آغاز می

  کند.ایفا می
X دستگاه دینامیکییک فضاي توپولوژي باشد.  X کهکنیم  فرض :2 فیتعر Xϕ  ار :→

طبیعی  عدد X در V و U ي باز ناتهیبراي هر دو مجموعه نامند هرگاهمیتوپولوژیکی متعدي 
n کهيطوربهموجود باشد  n مانند U Vϕ ∩ ≠ ∅( ).  
  .استصورت زیر ي اصلی این بخش بهنتیجه

λ و دوشاخه یک نگاشت شبه بیکر توسیعی با fیم فرض کن :1قضیه  ≥ باشد. در این  2
  ست.ا Iروي  توپولوژیکی متعدي جهیدرنتموضعاٌ پوشا و  f نگاشتصورت 

  شود.از طریق چهار لم بعدي اثبات می برهان این حکم برهان:
X فرض کنیم :1لم  Xϕ   احکام یک دستگاه دینامیکی باشد. در این صورت :→
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i ii iii iv v⇐ ⇔ ⇔ ⇔( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

)   که در آن جایی برقرار استهمیشه  i �   صورتتوان بهنرا A B∪ هاينوشت که در آن زیرمجموعه B  وA  درون
)  د؛هستن پایا-ϕو  ناتهی ii �   صورتتوان بهنراA B∪ يکه در آن زیرمجموعه نوشت A تحت نگاشت ϕ  
)  ؛درون ناتهی دارند B A هايزیرمجموعه پایا و iii ي باز ناتهیبراي هر دو زیرمجموعه U و V در X عدد n  وجود دارد که 0≤

n U Vϕ ∩ ≠ ∅( )   ؛( iv ي باز ناتهیبراي هر زیرمجموعه U در X، يمجموعه ( )n
n Uϕ∞∪  X در 0=

) ؛چگال است v ي ناتهیبراي هر زیرمجموعه U در X، يمجموعه ( )n
n Uϕ∞ −∪ چگال  X در 0=

  .است

 ∎مراجعه شود.  ]5[ 8 و 7به صفحات  برهان:

)iv هرگاه شرط نیز  X برقرار باشد آنگاه این نگاشت موضعاٌ پوشا در ϕ براي نگاشت )1لم ( (
 شرایط معینی تحت هاي شبه بیکرنگاشت درکنیم در این مقاله ثابت می .]5[ شودمینامیده 

) که چنان پیدا کرد kمانند عدد صحیحی توان همواره می )k n
n U Xϕ∪ =0 در لم بعدي ثابت  =

ي متناهی است که شامل داراي یک تصویر از مرتبه I ي باز ناتهیهر زیرمجموعه که شودمی
 نقطهقدرمطلق براي یک همان   ي ناپیوستگی است. در اینجا منظور از نمادحداقل یک نقطه

  .طول (اندازه) براي یک بازه است ای

ي براي هر زیرمجموعه در این صورت یک نگاشت شبه بیکر توسیعی باشد، f کنیمفرض  :2لم 
J باز ناتهی I⊂  ترین عدد صحیحکوچک n nf کهطوريوجود دارد به 0≤ J( ي باز یک بازه (

 .ي ناپیوستگی استشامل حداقل یک نقطه

J چون ايفرض کنیم بازه پذیرد.اثبات از طریق برهان خلف صورت می :برهان a b I⊂= ( , ) 
k براي هر کهطوريوجود دارد به ≥ 0   

)3                                      (| .k
if J i Nξ ϕ∩ ≤ ≤ −( ) { 1 1} =  

k با گرفتن = i یابیم کهدرمی 0 N≤ ) کهطوريوجود دارد به 01> )i iJ ξ ξ−⊂ 10 0
به دلیل .,
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if0 پیوستگی
if مجموعه J روي  J

0
( if0 پذیريمشتق یک بازه است. به دلیل (

و  Jروي 
cي مقدار میانگینقضیه کارگیريبه J∈1  ارد که دوجود :'

if c µ=1 10
>( )   و1

)4                            (.i i il f J f b f a b a l Jµ µ− −1 10 0 0
( ( )) = ( ( ) ( )) = ( ) = ( ) 

با . شوداستفاده می طول بازه ه معنايب  نمادجاي به lاز نماد  توجه نمایید که گاهی اوقات
k گرفتن = i یابیم کهدرمی 1 N≤ ) کهطوريوجود دارد به 11> )i i if J ξ ξ−⊂ 10 1 1

( ) به دلیل  .,
if1 پیوستگی

if مجموعه روي  J
0
( i کنیم کهمشاهده می ( if f J

1 0
( )o  به  و یک بازه استنیز

if1پذیريمشتق دلیل
)روي  )if J

0
) ي مقدار میانگینقضیهکارگیري و به )ic f J∈2 0

ارد دوجود  
'که ( ) :if c µ=

1 2   و2

 )5(                               .i i il f f J l f J l Jµ µ µ2 1 21 0 0
( ( )) = ( ( )) = ( )o     

niعدد طبیعییک ، n هر عدد طبیعی يبرائی استقرا روند با N≤   موجود است که 1>

( )ni i i i in n n
f f f J ξ ξ

−− −
⊂

11 2 0
( ) ,o o…o  وi i in n

f f f J
−1 0

( )o o…o  .طور بهیک بازه است
n مشابه i i in n

c f f f J
− −

∈
1 2 0

( )o o…o شرط وجود دارد که در 

 )6  (( )) ... ( )i i i n i i i nn n n n
l f f f J l f f f J l Jµ µ µ µ

− − −
=

0 1 21 0 1 2
( ( )) = (o o…o o o…o 

 در آنکند که صدق می
'

i n nn
f c µ

−1
>( ) = iµ ازآنجاکه.1 ≥   آوریمبه دست می 2

 )7                                 (,lim i i in nn
l f f J

−→+∞
+∞

1 0
( ( )) =o o… 

 I از اینکه یک زیرمجموعه این مطلب که این بازه طول متناهی دارد با که یک تناقض است
  ∎ .است

J: فرض کنیم a b I= ⊂( , ξ; ي ناپیوستگینقطه یکاین بازه شامل تنها  و ( ξ= باشد. براي  1
) راحتی کار ):LJ a ξ= )و  , ):RJ bξ=  ξراست و  چپهاي سمت بازه بگیرید که به ترتیب ,

را  MJي ي ناپیوستگی ندارند. بازهکه نقطه شوندهایی نگاشته میبازهبه  fو تحتباشند می
 هااز بازهدر صورت تساوي یکی و  داراست LJ و RJ نیراب طولین گیریم که بیشتراي میبازه

 برقرار است. نگاشت شبه بیکر توسیعی . نتیجه زیر براي هرگیریممیرا در نظر 

 :یک نگاشت شبه بیکر توسیعی باشد. در این صورت روابط زیر برقرار است fفرض کنیم: 3 لم

Rε دعد )1 Rکهطوريوجود دارد به 1< R Rf J Jλ ε2 2| | > | |( )،  
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Lε عدد )2 Lکهطوريوجود دارد به 1< L Lf J Jλ ε2 2| | > | |( )،  

λ اگر )3 = Mε دآنگاه عد 2 Mکهطوريوجود دارد به 1< Mf J Jε2| | > | |( بعلاوه .(
λ اگر = Mε آنگاه عدد 2 Mکهطوريوجود دارد به 1< Mf J Jε2| | > | |( ) 2. 

) ي مقدار میانگینبنابر قضیه :برهان )p a ξ∈  کهطوريوجود دارد به ,

 )8                                             (.'
R Rf J f p J| | | |( ) = ( ) 

f' کهازآنجایی p λ>( ε1این عدد بنابر، ( f' کهطوريموجود است به 1< p λε1>(  درنتیجه.(
R يرابطه Rf J Jλε1| | > | |( Rf يبازهاز طرف دیگر برقرار است. همواره ( J( ي داراي نقطه (

Rf نیست لذا ξ ناپیوستگی J2( ε2 طور مشابهیک بازه است. به (  کهطوريوجود دارد به 1<
 هاينامساوي

)9                               (R R Rf J f J Jλε λ ε ε2 2
2 1 2| | > | | > | |( ) ( ) 

 .آیدحکم اول به دست می بنابراین ؛برقرار است

 .است) 1) مشابه (2اثبات (

λ ) ابتدا فرض کنید3براي اثبات ( = λ2در این صورت  .2 = MJبنابراین  و 2 J≥| | | در . 2|
λ اگرآخر  = λ2 آنگاه 2 = MJ و 4 J≥| | | |4 . شودمی. بنابر قسمت اول، حکم نتیجه ستا 2 ∎ 

α باشد. در این صورت دوشاخه یک نگاشت شبه بیکر توسیعی با f فرض کنیم :4لم  β<.  

) اخلدfي ناپیوستگی نگاشتیک نقطه ξدانیم که می :برهان ي مقدار بنابر قضیه است. 0,1(
] يروي بازه f1 میانگین براي نگاشت ],ξ0 ،ينقطه ( ),a ξ∈   کهطوريدارد به وجود 0

)10    (                                               .'f a α
λ

ξ
−

1
1 > >( ) = 1 

 ينقطه f2 نگاشت ا در نظر گرفتنطور مشابه ببه. است ξ−1تر از عددي کوچک � درنتیجه
( ),b ξ∈   کهطوريوجود دارد به 1

)11(                                 'f b β
ξ−2 >( ) = 1

1
  

αبنابراین  است ξ−1از  تربزرگ βدهد عدد که نشان می β<. ∎  

ξهر یک از حالات ممکن است  )4از لم ( α β< <، α ξ β≤ αیا  ≥ β ξ<  .اتفاق بیافتد >
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  پردازیم) می1به اثبات قضیه ( با داشتن این نتیجه
)ivشرط صحتf موضعاٌ پوشا بودن نگاشتبراي اثبات : برهان  درواقعشود. ) بررسی می1لم ( (
Jي بازکه براي هر بازهدهیم مینشان  I⊂ ،طبیعی  عددk کهطوريوجود دارد به

( ) k i
i f J⊂ ∪ =00,1 (   پذیر است:امکان Jبراي بازه  سه حالترو ازاین .(

) اگر حالت اول. , ) Jβ ⊆0، 

 :ممکن است اتفاق بیافتد سه حالتاین قسمت نیز براي اثبات 

ξحالات * اگر  α β< α یا > ξ β≤ ) در این صورت داریم باشد.برقرار  ≥ , ) ( , )ξ β⊆0 0 
))ي کند بازهکه این بیان می , ))f β0 شامل α( )، 4بنا بر لم ( است. ازآنجاکه (1,

 ( , ) ( , )α β∩1 ) گیریم، نتیجه میاستناتهی  0 ). J f J⊂ ∪0,1 ( )  
αحالت * اگر  β ξ< J در این صورت داریم اتفاق بیافتد. > f J ϕ∩ ≠( درنتیجه ، (

 J f J∪ ( کهوجود دارد  � مانند ترین عدد صحیحکوچک) 2. بنابر لم (یک بازه است (
mf Jξ ∈ ( )دهد که این نتیجه می. ( ) m i

i f J+⊂ ∪ 1
=00,1 ( ).  

)اگر حالت دوم. , ) Jα ⊆1، 

  گیریم:ممکن را در نظر می حالتسه این حالت براي اثبات 
αحالات * اگر  β ξ< αیا > ξ β≤ ) در این صورت داریم باشد.برقرار  ≥ , ) ( , )ξ α⊆1 که  1

)ي کند بازهاین بیان می )( , )f ξ )برابر  1 , )β0  و یک زیرمجموعه( )f Jبنا بر  است. ازآنجاکه
))، 4لم ( , ) ( , )α β∩1 ) گیریم، نتیجه میاستناتهی  0 ), J f J⊂ ∪0 1 ( ).  

ξ حالت* اگر  α β< J در این صورت داریم اتفاق بیافتد. > f J ϕ∩ ≠( درنتیجه ، (
J f J∪ ( .که mمانند ترین عدد صحیحیکوچکوجود دارد  )2بنا بر لم ( یک بازه است.(

mf Jξ ∈ ( )گوید که این می( ) m i
i f J+⊂ ∪ 1
=00,1 ( ).  

) هايبازه کدام ازهیچ حالت سوم. ), β0 و ( ),α  نباشند، Jدر 1

nترین عدد صحیح کوچک )2از لم (ت، حال این براي اثبات .کنیم کهرا چنان انتخاب می 0≤
nf Jξ ∈ ( nf بنابراین ( J(   یک بازه است و داریم (

)12  (                               ( ), , , .nf J a b a bξ ξ⊃ ∪( ) = ( ) ( )   

) حال فرض کنیم ),J a ξ− ) و = ),J bξ+ ممکن است اتفاق  حالتسه نیز در این صورت .=
  :بیافتد



  100         ي ناپیوستگیهموار با یک نقطهاي قطعه هاي دینامیکیدستگاهآشوب در 

   
 

f* اگر Jξ −∈ ( ) هآنگا ( ), ,f J f aξ −⊂1 ( ) = ( ( ) )بنابراین و (1 ) ( ), ,f f Jξ β −⊂ 21 = 0 ( ).
  .شوداثبات می حکم بنابر قسمت یک

f * اگر Jξ +∈ ( ) آنگاه ( ), ,f J f bξ +⊂0 ( ) = (0 ( )، بنابراین(( ) ( ), ,f f Jξ α +⊂ 20 = 1 ( ) 
 .شوداثبات میحکم بنابر قسمت دو . 

f * اگر J −( f و ( J +( که  گیریماي را در نظر میي ناپیوستگی نباشند آنگاه بازهشامل نقطه (
J داراي طول بیشتري بین J و − ε1عدد ) 3( بنابر لمدهیم. می نشان J1 است و آن را با + >1 

f کهطوريوجود دارد به J Jε2
1 1| | > | |( f و ( J2

1( k یک بازه است. فرض کنیم( ≥1 0 
kf ترین عدد صحیحی باشد کهکوچک f Jξ ∈ 21

1( (   برقرار است و در آن ((

)13  (              , , , .kf f J a b a b J Jξ ξ − +⊃ ∪ ∪21
1 1 1 1 1 1 1( ( )) = ( ) ( ) ( ) =  

f اگر و کنیممراحل قبلی را تکرار می Jξ −∈ 1( f یا ( Jξ +∈ 1( در غیر  .آنگاه حکم تمام است (
J گیریم که طول بیشتري بیناي را در نظر میاین صورت، بازه −

J و 1 +
  J2 داراست و آن را با 1

ε2عدد ) 3(دهیم. بنابر لم نشان می   کهطوريوجود دارد به1<

.kf J f f J Jε ε ε2 21
2 2 1 2 1| | > | | > | |( ) ( ( ))  

  نطول را بیگیریم که بیشترین اي را در نظر میحالت بازههر در و  دهیماین عملیات را ادامه می
iJ iJ و− iJ داراست و آن را با +   دهیم. درنتیجهنمایش می 1+
)14 (                      i

i if J J Jε ε ε +
+ +

2 1
1 1 1| | > | | > | |( ) …  

ε که در آن } جموعهترین ثابت در مکوچک 1< }iε ε +1 1, مناسب  i است. در این صورت …,
if کهطوريوجود دارد به J −

+1( if یا ( J +
+1(   .شود � ي ناپیوستگیشامل نقطه (

که ايگونهبهیافت  k طبیعی عددتوان یک همواره می کنند که) ایجاب می3-1حالات (
( ), k i

i f J⊂ ∪ =00 1 (  ∎. استتوپولوژیکی  متعدي fنگاشت )1لم (بنابر . (
ي زهبراي هر بادر حقیقت هاي بسته نیز برقرار است. فوق براي بازه قضیهلازم به ذکر است که 

Jيبسته I⊂،  طبیعی عددهمواره یکkکه  ايگونهبهتوان یافت می( ) k i
i f J⊂ ∪ =00,1 ( ). 

a يبازه هرگاهکه  توجه به این نکته الزامی است b[ ,  صورتآن را به ی باشدي ناپیوستگشامل نقطه [
 [ ], , ,a b a bξ ξ∪[ ] = [   گیریم. لذامیدر نظر [
)15   (                     , , , .f a b f a f bξ ξ∪1 2([ ]) = ([ ]) ([ ])  

  گیرد.قرار میبعدي مورداستفاده  بخشاین مطلب در 
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 دیوانیآشوب -3

کی هاي دینامیي آشوب در تئوري دستگاهنظر در بیان تعریف واژهشود که یک اتفاقیادآوري می
ب به وآشوب، منس ترین تعاریفِیکی از رایجوجود ندارد. همچنان که قبلاً نیز به آن اشاره گردید 

ین د اوجوشود که اي مهیا میگونهشرایط براي نگاشت موردبحث به در این مقاله ودیوانی است 
  تضمین گردد.آشوب از نوع 

X, فرض کنیم :3 تعریف d( . در این صورت باشد ي تنهایک فضاي متریک بدون نقطه (
: دستگاه دینامیکی X Xφ   هرگاه است آشوبناك از دیدگاه دیوانی →

 توپولوژیکی باشد، متعدي X در φ نگاشت )1

 ،چگال باشند X در φ ي تمام نقاط متناوبمجموعه )2

  .نسبت به شرایط اولیه حساس باشد φ نگاشت )3

 کهاست  بدین معنی نسبت به شرایط اولیه φ نگاشت سازیم که حساس بودنخاطرنشان می
δعدد x که براي هرطوريموجود باشد به 0< X∈ و هر همسایگیx  چون ينقطه �مثل 

y U∈ عدد و n ,کهطوريبه موجود باشد 0≤ .n nd x yϕ ϕ δ≥( ( ) ( )) 

λ و دوشاخه یک نگاشت شبه بیکر با f فرض کنیم :2قضیه  ≥ باشد. در این صورت نقاط  2
 .هستند چگال  I در f متناوب

J, يي بستهحکم را با نشان دادن اینکه هر بازه برهان: a b= [ a که I در [ b≠  داراي یک
داراي  J کنیم کنیم. بدون از دست دادن کلیت مسئله فرضاست، اثبات می f ي متناوبنقطه

 . بنابرکنیم)اي از آن را انتخاب میي ناپیوستگی نیست (در غیر این صورت زیرمجموعههیچ نقطه
k, کهطوريوجود دارد به � نا منفی عدد صحیح) 2( لم i

iJ f J⊂ ∪ =0 ( ) = [0 1].  

m (فرض کنیم k≤( m رابطه اولین عدد صحیحی باشد که m i
iJ f J⊂ ∪ =0 ( قرار است. در بر (

f هايتحت ترکیب Jاي مناسب از تصویرهاي معکوس ازاین صورت با انتخاب دنباله −1
و 1

 f −1
]چون  ياانقباضی هستند) بازهکه ( 2 ],x y  ازJ کهطوريوجود دارد به  

)16                                                    ([ ], , .mf x y x y⊃([ ])  

x در mf کهئی از آنجا y[ , x ي ثابت درداراي یک نقطهپس پیوسته است  [ y[ , است که یک  [
 ∎ کند.این حکم را تمام می .است f نگاشت ي متناوبنقطه

 باشد 2تر یا مساوي مشتق بزرگ و دوشاخه اتوسیعی ب یک نگاشت شبه بیکر fبنابراین اگر 
اس هرگاه به شرایط اولیه حس است دیوانی نوع آشوبناك ازآنگاه دستگاه دینامیکی متناظر به آن 
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 باشد.

 رويf باشد. در این صورت دوشاخه یک نگاشت شبه بیکر توسیعی با f فرض کنیم :3قضیه 
I ستشرایط اولیه ابه  حساس.  

تواند به مقدار کافی به یک می ،ξهمسایگی مناسب چپ  دریک fبا توجه به اینکه مقدار  برهان:
اندازه کافی به صفر تواند بهنیز می ξراستدریک همسایگی  fمقدار  نزدیک شود و از طرفی
: نان انتخاب کنیم که همسایگیرا چ δتواننزدیک شود بنابراین می ,U ξ δ ξ δ− += ( در  (

f شرایط δ
ξ δ ξ− +>( )

2
f و  δ

ξ δ ξ+ −<( )
2

 اخلدyو x يهر دو نقطه برايصدق کند.  

Iه بازJ بازه  را( , )x y  نا منفی  عدد صحیح) 2( لم بنابر کنیم.میاختیارk  وجود دارد
kf کهطوريبه J(  ي ناپیوستگی است و بنابراینشامل یک نقطه (

, , .k k kf J f x f yξ ξ∪( ) = ( ( ) ] ( ( ))                                  (17) 
k در این صورت یا kf y f x δ− >( ) ( ξاز δتر مساويکوچک يو یا هر دو نقطه به فاصله (

 درنتیجه .هستند

)18 (kf x δ
ξ+ +1 >( )

2
، kf y δ

ξ+ −1 <( )
2

kو kf x f y δ δ
ξ ξ δ+ +− + − +1 1 >( ) ( ) =

2 2
  

  ∎ د.شوو حکم ثابت می

ا وسیعی بت نگاشت شبه بیکرشود که ي فوق این نتیجه حاصل میشدهبا توجه به قضایاي اثبات
داراي تعدي توپولوژیکی،  2تر یا مساوي با فرض مشتق بزرگ دوشاخه یک نقطه ناپیوستگی یا

نقاط متناوب چگال و حساسیت نسبت به شرایط اولیه است بنابراین در شرایط آشوب دیوانی 
  کند.صدق می

 مثالی از کاربرد در علوم مهندسی -4

مندي از تقریب خطی در اي هموار با بهرههاي قطعهي دینامیک نگاشتمطالعه در بیشتر مواقع
اي خطی منجر هاي قطعهکه به نگاشت پذیردهموار صورت می یک همسایگی از مرز بین نواحی

ها در همسایگی ي پیشرو تیلور آني مرتبههایی که جمله؛ اما این روش تنها در دستگاهدشومی
هاي بسیاري از مدل هاي بیکر خطی و لورنزعلاوه بر نگاشت استفاده است.لمرز خطی باشد قاب

ها ضروري است. هاي غیرخطی خاصی هستند که براي تشریح دینامیک آنعبارت داراي کاربردي
نشان  ي نوسانگرهاي برخوردي که توسط نوردمارك صورت گرفتهدر حالت خاص، در مطالعه

نی از یک عدد حقیقی مثبت ي پیشرو تیلور داراي تواي مرتبهملهشود که در این موارد جداده می
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ي مرزي، در یک سمت خطی و در سمت در این مورد فرم نرمال نگاشت در همسایگی نقطه است.
 .]11-10[ است غیرخطیدیگر داراي عبارت 

 صورتبهدر حالت خاص اي هموار نوردمارك هاي قطعهي نگاشتخانواده مثال:

,
( )

,
( )

ax x
g x b x

x γτ

+ <
=  + ≥ +

1 0

1 0                                        (19) 

 عنوانطور که در مقدمه به آن اشاره شد یکی از کاربردهاي نگاشت شبیه بیکر بههماناست 
. ]9-8-7-6است [ مانند نگاشت فوق هاي لورنز غیرتوسیعینگاشت اولین بازگشت براي نگاشت

τ/توان مشاهده نمود که مقادیر پارامتري براياولین بازگشت میبا استفاده از نگاشت  = 0 یک  5
 ]5[هاي فوق را به همراه نگاشت اولین بازگشت) یکی از نگاشت1سیستم آشوبناك است. شکل (

هاي نگاشت اولین بازگشت دهد. در نواحی پارامتري که مشتق شاخهنشان می ي واحدبه ازاي بازه
  آنگاه نگاشت موردبحث آشوبناك است. باشد ي دوم دوریشهتر یا مساوي بزرگ

 

 هاي به همراه نگاشت اولین بازگشتنگاشت ):1(شکل 
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Chaos in Smooth Piecewise Dynamical Systems With One 
Discontinuous Point 
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Abstract 
In this paper, we provide conditions on the smooth piecewise dynamical 
systems that guarantee the existence of Devaney chaos. In fact, we show that 
if f is a generalized semi-baker map with two branches and its derivative 
greater than or equal to 2 , then the dynamical system  related to that is 
chaotic in the sense of Devaney. Such conditions on the dynamical systems 
with more than one discontinues point essentially does not satisfy this result. 
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