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هاي دنیاي واقعی سازي پدیدهترین ابزارهاي مدلدستگاه معادلات خطی، یکی از مهمچکیده: 

هاي دنیاي واقعی همواره با عدم قطعیت همراه هستند، لذا حل دستگاه که پدیدهاما ازآنجایی است؛
هاي متداول و پرکاربرد شود. یکی از روشمعادلات خطی فازي از اهمیت بسزایی برخوردار می

هاي دقیق و تقریبی یک دستگاه معادلات خطی فازي، استفاده از روش کمترین براي یافتن جواب
ریزي درجه دوم مربعات است. در این روش، با انتخاب یک متر دلخواه و حل یک مسئله برنامه

شود. در این متناظر، جواب تقریبی (و گاه دقیق) براي دستگاه معادلات خطی فازي ارائه می
ریزي درجه دوم متناظر با سه متر مختلف معروف و دهیم که مسئله برنامهابتدا نشان می مقاله،

متداول، تحت شرایط مناسب مستقل از نوع تابع متر انتخاب شده، محدب است. سپس با در نظر 
ه از آمددستهاي تقریبی بههاي متعدد و مقایسه جوابگرفتن این سه متر متفاوت، با حل مثال

  به دنبال انتخاب بهترین متر خواهیم بود.ها، آن
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  مقدمه -1
هاي دنیاي واقعی براي علوم هاي دقیق براي توصیف رفتار سیستمآوري اطلاعات و دادهجمع

ها با سازي این نوع سیستمرو مدلینازاتجربی و مهندسی کاري بس مشکل و گاه ناممکن است. 
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ها، گونه اذعان داشت که با افزایش پیچیدگی سیستمشود. شاید بتوان اینعدم قطعیت همراه می
هاي گوناگون و بسیاري مانند براي رفع این مشکل، روش یابد.هاي ریاضی کاهش میمدلدقت 
اند. نظریه هاي فازي و ... تاکنون پیشنهاد شدهاي، مجموعههاي احتمالی، آنالیز بازهروش

هاي نادقیق و مبهم، هاي فازي قادر است به بسیاري از مفاهیم، متغیرها و سیستممجموعه
گیري در شرایط عدم قطعیت اضی بخشد و زمینه خوبی براي استدلال و تصمیمبندي ریصورت

هاي فازي با بسیاري از هاي اخیر تلفیق منطق و نظریه مجموعهبنابراین در دهه؛ فراهم آورد
 دستگاه سازي، معادلات دیفرانسیل،بندي مسائل دنیاي واقعی (مانند بهینهفرمول ابزارهاي

هاي . ازجمله، در سال]1[ردتوجه پژوهشگران و محققان قرار گرفته است معادلات خطی و ...) مو
اند و پرداخته 1عادلات خطی فازيهاي حل دستگاه ماخیر محققان بسیاري به مطالعه روش

هاي . در این مقالات حالت]6-2[اند هاي مستقیم و تکراري بسیاري براي حل آن ارائه دادهروش
Axمختلف دستگاه معادلات خطی فازي  b شده است. ازجمله کارهاي انجام در نظر گرفته %%

، ]7[به موارد زیر اشاره کرد. االله ویرانلو و قنبري توان هاي اخیر  در این زمینه میشده در سال
، روشی مؤثر براي حل دستگاه 2ها و مفهوم جدید دستگاه خطی بازه شمولبراساس نظریه بازه

Axمعادلات خطی فازي  b ، نجاریان و همکاران نیز با در نظر 2017ارائه کردند. در سال  %%
، روشی براي حل این دستگاه موردبررسی قرار دادند. اخیراً در سال 2گرفتن اعداد فازي نوع 

یافته، جواب دستگاه معادلات خطی فازي  ، با استفاده از مفهوم معکوس تعمیم]3[در  2018
n n چنین قنبريبا ماتریس ضرایب حقیقی مقدار منفرد یا نامنفرد محاسبه شده است. هم 

Axروشی را براي حل دستگاه خطی فازي  ]8[در b% با پارامترهاي فازي مثلثی ارائه کرد و  %
ع دستگاه را نیز بیان و ثابت کرد. باببر و همکاران در پذیري این نوشرایط لازم و کافی براي حل

Axمنظور یافتن دستگاه معادلات خطی کاملاً فازي به ]9[ b% گرفتن اعداد فازي  در نظر، با %%
هاي عددي حل نامه خود روشاند. اینرات در پایانهاي عددي جدیدي بیان نمودهمثلثی، روش

به همراه  ]10[طور جداگانه در معادلات خطی فازي  و کاملاً فازي را بیان نموده است و به
در  SOR3سایدل و -هاي عددي ژاکوبی، گوسهمکارانش به مطالعه و بررسی همگرایی روش

Axمعادلات خطی فازي  راستاي حل دستگاه b   پرداخته است.  %%
دقیق نداشته باشد، در این  در بسیاري از موارد ممکن است دستگاه معادلات خطی فازي جواب

ریبی هاي یافتن جواب تقصورت یافتن جواب تقریبی براي این دستگاه موردنیاز است. یکی از روش
با در  ]11[تر، در به عبارت دقیق .]12، 11[ است 4مربعاتدستگاه خطی فازي، روش کمترین 

                                                                                                                                          
1- Fuzzy linear system  
2- Interval inclusion linear system 
3- Successive over-relaxation 
4- Least squares 
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تگاه متر مینگ، حل دس تقریب نظر گرفتن اعداد فازي مثلثی و استفاده از روش کمترین مربعات و
شود. در این مقاله، با م تبدیل میریزي خطی درجه دومعادلات خطی فازي به یک مسئله برنامه
اي و در نظر گرفتن دو متر دیگر به مقایسه نتایج تعمیم این روش براي اعداد فازي ذوزنقه

]، این موضوع را با 16و  15، 11در واقع، محققان بسیاري در مقالات متنوع ازجمله [ پردازیم.می
که در هر طورياند، بهقرار داده موردبررسی انتخاب سه متر معروف مینگ، تقریب مینگ و پی

مبحث بررسی  متأسفانه، اما؛ آیدریزي درجه دوم متمایز به دست میحالت، یک مسئله برنامه
رو، اولین ریزي درجه دوم در این مقالات مغفول مانده است. ازاینمحدب بودن این مسئله برنامه

دهنده محدب بودن مسئله نشانترین هدف این مقاله، فراهم نمودن شرایطی است که و مهم
ریزي درجه دوم حاصل از اعمال روش کمترین مربعات براي حل دستگاه معادلات خطی برنامه
  (فارغ از نوع متر انتخابی) باشد. فازي

هاي ، مفاهیم اولیه مجموعه2دهی شده است. در بخش ساختار این مقاله به شرح ذیل سازمان
Ax، با در نظر گرفتن دستگاه معادلات خطی فازي 3کنیم. در بخش فازي را بیان می b ، به %%

بیان جزییات روش کمترین مربعات با در نظر گرفتن سه متر مینگ، تقریب مینگ و پی 
آمده تحت چه شرایطی دستریزي بهدهیم که مسئله برنامهپردازیم. علاوه بر این، نشان میمی

m، ماتریس ضرایب 4ریزي درجه دوم محدب است. در بخش یک مسئله برنامه nA  را  ¡
صورت یک ماتریس تصادفی مربعی و یا غیر مربعی، کامل یا غیر کامل با ابعاد متوسط و بزرگ به

هاي تصادفی، با در را با حل این دستگاه 3گیریم و نتایج محاسباتی حاصل در بخش در نظر می
نتایج  مقایسهشویم که دهیم. در اینجا متذکر مینظر گرفتن سه متر مذکور، مورد مقایسه قرار می

  نهایت صورت گرفته است.و نرم بی ]13[بیان شده در  1حاصل، توسط تابع رتبه
  مفاهیم اولیه -2

ي کنیم که خواننده این مقاله با نظریهبراي اجتناب از آوردن مفاهیم تکراري فرض می
طور خلاصه فقط برخی نمادها و مفاهیم لازم و فازي آشنایی اولیه دارد! لذا بههاي مجموعه

  کنیم.ضروري را در این بخش مرور می
اي از صورت مجموعهتوان بهرا می X ي مرجعروي مجموعه %Aي فازي . مجموعه1تعریف 

  هاي مرتب مانندزوج

 ( , ( ))
A

A x x x X %
%  

                                                                                                                                          
1- Rank function 
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)تعریف کنیم که در آن  )
A

x%  تابع عضویتx شود. هرچه نامیده می( )
A

x%  به یک
 تعلق دارد. %Aبیشتر به  xتر باشد، نزدیک

)0که در آن  Xي مرجع مجموعه نقاطی از مجموعه .2تعریف  )
A

x % گاه باشد را تکیه
)نامیم و با نماد می %Aمجموعه فازي  )supp A% دیگرعبارتدهیم، بهنمایش می  

 0( ) ( ) .
A

supp A x X x  %
%   

sup. مقدار 3تعریف  ( )
x X A

M x


 نامیم. اگر ارتفاع یک می %Aي فازي ارتفاع مجموعه را %
 زیر نرمال است. ي فازي برابر یک باشد، آنگاه نرمال است در غیر این صورتمجموعه

حداقل به  %Aي عضویت اعضاي آن در مجموعه فازي که درجه Xاي از. زیرمجموعه4تعریف 
r ،0بزرگی  1( )r   باشد راr برشA% نامیم و با نمادمی [ ]

r
A%  ؛ دهیممینشان

  دیگر،عبارتبه

 ( )[ ] ,
Ar

x X x rA   %
%   

0rو براي   داریم  

 0 0[ ] ( ) ,
A

A x X x  %
%   

 است. Aي بستار مجموعه دهندهنشان Aکه در آن 

0به ازاي  Aبرش rنامیم اگر هر ي فازي را محدب میمجموعه .5تعریف  1r   محدب
  باشند.

0 یعنی ¡روي خط حقیقی  %u. زیرمجموعه فازي 6تعریف  1: [ , ]u % را در نظر بگیرید.  ¡
 عدد فازي است اگر در شرایط زیر صدق کند %uدر این صورت 

• u% ،نرمال باشد  
• u% ي فازي محدب باشد،مجموعه 

• u% پیوسته باشد،از بالا نیم 

• 0[ ]u%  فشرده باشد. ¡در 

)عدد فازي  ]14[. 7 یفتعر , , , )A a b  % با تابع عضویت  
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1
1

1

0

( )
A

a x
a x a

a x b
x

x b
b x b

else









             

%    

 نامیم.اي میرا عدد فازي ذوزنقه

  روش کمترین مربعات براي حل دستگاه خطی فازي -3
 . دستگاه 8تعریف 

)1(  Ax b %%    
)را که در آن  ) , ( ), ( )m n m n

ij m n
A a b F x F

   % %¡ ¡ یک دستگاه است،  ¡
یک جواب تقریبی براي دستگاه  %xگوییم در روش کمترین مربعات، می نامیم.خطی فازي می

توان که براي نشان دادن این فاصله می داشته باشد %bکمترین فاصله را تا  %Ax) است اگر 1(
. در ]16و  15، 11[یف شده است استفاده کنیم تعر از مترهاي مختلفی که بین دو عدد فازي

 پردازیم و سپس نتایجاینجا به معرفی روش کمترین مربعات با استفاده از سه متر متفاوت می
 دهیم. موردبررسی قرار می این سه متر راي عددي حاصل از  مقایسه

:0فرض کنید  ( ) ( ) [ , )n nD F F  ¡ یک متر دلخواه باشد، در این صورت با حل  ¡
  ریزيي برنامهمسئله

)2(  
2Min ( ) ( , )

s.t.

( ),n

r x D Ax b

x F





%% %

% ¡
    

Axتوان جوابی تقریبی براي دستگاه خطی فازي می b گوییم ) 2(ي در مسئله. دست آوردبه %%
x% 0تنها و اگر  و یک جواب دقیق است اگر( )r x %آمده را دست، در غیر این صورت جواب به
اي نامیم. با در نظر گرفتن اعداد فازي ذوزنقهک جواب تقریبی میی 1, ..., n

x x x% % و  %
 1, ..., m

b b b% % ,...,1که براي هر  % ni   1و,...,j m  داریم , , ,l r
i i i i i

x x x x x % 
و  , , ,l r

j j j j j
b b b b b %نوشتتوان ، می  



 و همکاران دسلیمانی فرامید                                          151

)3(    , , , ,l r r lAx B x B x B x B x B x B x B x B x              %        

  که در آن دو ماتریس

)4(          
0 0 0

0 0 0( ) , ( )
.

ij ij ij
ij ij

ij ij ij

a a a
B B

a a a
 

          
           

دهیم که بنا به شوند. در ادامه نشان می) تعریف می1در دستگاه خطی ( Aمتناظر با ماتریس 
  ریزي درجه دوم زیري برنامه) به مسئله2انتخاب شده،  مسئله ( Dمتر 

)5(                                 

1
2

0 0

Min ( )

s.t.

(x , x , x , x ) ,

x x ,

x , x .

T T

l r T

l r

r x x Qx f x c

x  

 

  





 

     

  آن که در شودتبدیل می

1 1

1 1

(x ,..., x ) , (x ,..., x ) ,

(x ,..., x ) , (x ,..., x ) ,

l l l T r r r T
n n

T T
n n

x x

x x     

 

 
 

در  cو عدد اسکالر  Q ،fهاي بردارهاي حقیقی مقدار هستند. لازم به ذکر است که ماتریس
ها را براي ) براساس متر انتخاب شده  متفاوت خواهند بود که در ادامه این ماتریس5ي (مسئله

 ازیم.پردآوریم و درنهایت به مقایسه نتایج حاصل از این سه متر میدست میسه متر متفاوت به

,کنید  : فرض]15[متر مینگ  )1 ( )u v F%% ]که  ¡ ] [u(r), u(r)]
r

u % و 
[v] [v(r), v(r)]

r
%،  0در این صورت تابع: ( ) ( ) [ , )

M
D F F  ¡  يبا ضابطه ¡

)6(                 
1 12 2 2

0 0
( , ) (u(r) v(r)) (u(r) v(r)) ,

M
D u v dr dr    %%        

u,بین دو عدد فازي  1مینگ را متر v%% نامندمی. 

                                                                                                                                          
1-Ming distance 
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)حال فرض کنید  , , , )l rA a a a a %   و(b , b , b , b )l rB  % اي دو عدد فازي ذوزنقه
  باشند. در این صورت

)7(      

       
     

1 12 2 2

0 0
1 2

0
1 2

0
2 2 2 2

1 1

1 1
1 1
3 3

( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

(( ( ) ) ( ( ) ))

(( ( ) ) ( ( ) ))

.

M

l l

r r

l l r r

l l r r

D A B a r b r dr a r b r dr
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هاي ماتریس
M

Q ،
M
f  و عدد اسکالر

M
c صورت زیر ) به5ي (در مسئله متناظر با متر مینگ

  شودبازنویسی می
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ي اند که اگر در ضابطهنشان داده ]11[قنبري و مهدوي امیري در : ]11[تقریب متر مینگ  )2
  1اياز فرمول انتگرال ذوزنقه ي هر انتگرال) براي محاسبه6(
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  در این صورت فرمول تقریبی، استفاده کنیم
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  شود. حاصل می %vو  %uبراي متر مینگ دو عدد فازي 
) ايدرنتیجه، براي دو عدد ذوزنقه , , , )l r a bA a a a a%  و( , , , )l rB b b b b %  خواهیم

 داشت
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1- Trapezoidal integration rule 
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) 14) و (10) و تقریب متر مینگ و روابط (8اي (بنابراین با در نظر گرفتن اعداد فازي ذوزنقه
 خواهیم داشت 
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هاي و در نتیجه ماتریس
Am

Q  و
Am
f  و عدد اسکالر
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c صورت) به5ي (در مسئله  
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 شود.) محاسبه می11ي  (مطابق با رابطه Rو  Sهاي خواهد بود که در آن ماتریس

توان متر زیر را براي دو عدد فازي در می،  ]17[براساس متر تعریف شده در  :]16[) متر پی 3
  نظر گرفت.

,. فرض کنید 9 یفتعر ( )u v F%% ]که  ¡ ] [u(r), u(r)]
r

u % و [v] [v(r), v(r)]
r
% 

ي باشند، در این صورت فاصله
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2pاست. با فرض    و( )f   ،
,p f
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D و خواهیم  ]16[شود نشان داده می
 داشت
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)20(
12 12 4 412 12 4 4

12 12 4 4 12 12 4 4
4 4 2 2 2 2 4 4

4 4 2 2 2 2 4 4

,

T l T r T T

T l T r T T

T T T l T rp p

T T T l T r

B b B b B b B bS R S R

R S R S B b B b B b B b
Q f

S R S R B b B b B b B b
R S R S B b B b B b B b

 

 

 

 

   

   

   

   

                                         
6 6 4 4

,

.
T T T T T Tl l r r l r

p
c b b b b b b b b b b b b          

   



  156          ي خطی فازيهایافته براي حل دستگاهتعمیم ریزي درجه دوم محدببرنامه

   
 

در  Qدهیم که با انتخاب  هر یک از مترهاي معرفی شده،  ماتریس . نشان می1در قضیه 
ي ) به یک مسئله2ي (پذیري، معین مثبت است و در نتیجه مسئله) در صورت وارون5ي (مسئله
 شود.دب تبدیل میریزي درجه دوم محبرنامه
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مجموع دو ماتریس نیمه معین مثبت  22Qو  11Qکنیم، هر دو ماتریس طور که مشاهده میهمان
 هستند، بنابراین نیمه معین مثبت خواهند بود.
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) نیمه معین مثبت است اگر و فقط اگر 21در (تعریف شده  Q . ماتریس1 یهقض
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2

0



  . 

پذیر باشند و همچنین معکوس 22Qو  11Qهاي . اگر ماتریس1نتیجه 
2




  0و  آنگاه
  معین مثبت است.Q ماتریس 

هاي . ماتریس2نتیجه 
M

Q ،
Am

Q  و
P

Q  کنند بنابراین نیمه . صدق می1,3در شرایط قضیه
   معین مثبت هستند.

ریزي درجه دوم (محدب)، جواب تقریبی یا دقیق بنابراین در هر حالت با حل یک مسئله برنامه
توان الگوریتم روش کمترین صه میخلا طوربهآوریم.  در نتیجه دست میدستگاه خطی فازي به

  یان کرد.صورت زیر بمربعات را به
  : کمترین مربعات براي محاسبه جواب تقریبی یا دقیق.1 یتمالگور
  را بگیر %bو بردار  A) ماتریس 1
  را محاسبه کن fو  Qهاي ) متناظر با متر انتخاب شده ماتریس2
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در محیط متلب و  quadprog) را حل کن (به کمک دستور 5ریزي () مسئله برنامه3
   )2و ناحیه اعتماد 1پیشنهادي نقطه درونی محدب

)) با استفاده از جواب بهینه 4 , , , )l rx x x x x       جواب بهینه فازيx %  را محاسبه
  کن.

)0) اگر 5 )r x  % در این صورت ،x %  است  )1فازي (یک جواب دقیق براي دستگاه خطی
xدر غیر این صورت  % یک جواب تقریبی است  

منظور مقایسه نتایج حاصل از سه متر معرفی شده، نیازمند استفاده از یک تابع رتبه هستیم. به
هاي روش ]19، 18[بندي اعداد فازي بیان شده است. ونگ و کري در رتبه هاي بسیاري برايروش
خاصیت  7ها را براساس اند و آنبندي نمودهسازي اعداد فازي را به سه دسته تقسیممرتب
براي عدد  ]13[بندي کردن اعداد فازي، عزتی و همکاران در منظور رتبهاند. بهگذاري کردهارزش

]برش rبا  %Aفازي دلخواه  ] [a , a ]
r r r

A % تابع رتبه ،: ( ) { , }R F 0 1 ¡ را  ¡
 اندصورت زیر تعریف کردهبه

)27                 (                       R(A, ) = (A) + (A),Mag Momag % % %    
 که در آن 

)28                                  (

1

1 1
0

1

1 1
0

1
2

1
2

Mag( ) ( ) ,

Momag( ) ( ) .

r r

r r

A a a a a r dr

A a a a a r dr

   

   





%

%
    

 داریم  %Bو  %Aدر این صورت براي مقایسه دو عدد فازي 

• A B% %f  اگر و تنها اگر( , ) (B, )R A R % %،  

• A B% )اگر و تنها اگر  ≻% , ) (B, )R A R % %، 

• A B% )تنها اگر  اگر و % , ) (B, )R A R % % ، 

  کهطوريبه

                                                                                                                                          
1- Interior-point-convex 
2- Trust-region-reflective 
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)29                                  (0

0

0
1 0
1 0

, Mag( ) Mag( ),

, Mag( ) Mag( ) , ,

, Mag( ) Mag( ) , ,

A B

A B z

A B z



     

% %
% %
% %

     

1که در آن  1
0 2

a a
z


  1یا 1

0 2
b b

z


 منظور مقایسه این سه متر از معیار سنجش است. به
 کنیماستفاده می 3-1زیر براي مقایسه نتایج حاصل از مترهاي 

)30(  ( ) ( ) ,R Ax R b


  %%r    

.که در آن 


یک تابع رتبه دلخواه است که در این مقاله، ما از تابع رتبه  Rو  نرم بینهایت 
 کنیم.) استفاده می27بیان شده در رابطه (

  . دستگاه زیر را در نظر بگیرید1مثال  

)31                    (

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 10 8 7 6 5 10 4
1 7 1 5 2 4 5 2 0

9 8 8 4 2 10 3
6 8 3 4 4 5 4 4

3 5 2 7 3 6 6 1 5

( , , , )

( , , , )

( , , , )

( , , , )

( , , , )

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

                               

% % % % %
% % % % %

% % % % %
% % % % %
% % % % %

    

  براي این دستگاه داریم

)32           (

2 4 10 0 0 0 0 0 8 7
1 0 1 5 0 0 7 0 0 2

0 0 0 8 0 1 1 9 0 8
1 6 0 0 0 0 0 8 3 4

0 0 0 7 0 3 5 2 0 3

, ,B B 

        
        
       
       
   

      

    

  و

)33(                  6 4 4 4 6 5 5 2 5 6
10 2 10 4 1 4 0 3 4 5

( , , , , ) , ( , , , , ) ,

( , , , , ) , ( , , , , ) .

l T r T

T T

b b

b b 

       

 
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 ) با استفاده از مترهاي متفاوت31هاي  تقریبی دستگاه (جواب ):1( جدول

R ( )r x% x%  
  
۶٩٩۴/
٠ 

  
٨٧٣/۴ 

15

15 15

15 14

5

1

2

3

4

1 33 1 33 4 93 10 0 531
2 11 2 11 2 89 10 3 15 10
1 41 1 410 22 0 285
1 97 1 97 4 75 10 1 4 10

2 87 0 0826 0 829 0 188

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

x

x

x
x
x



 

 

  

 

 

  




%

%

%
%
% 

  
 متر مینگ

  
۶١۵٩/
٠ 

  
٨٩٢/٨ 

13

13 13

13

5

1

2

3

4

1 38 1 38 4 05 10 0 753
2 11 2 11 2 04 10 1 9 10
1 42 1 42 0 262 0 315
1 97 1 97 2 6 10 0 0255

0 29 0 0858 0 733 0 105

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

x

x

x
x
x



 



  

 



  




%

%

%
%
% 

  
 تقریب مینگ

  
٣۵۵۵/
٠ 

  
١٨۶/٧ 

15

15 15

15 14

5

1

2

3

4

1 33 1 33 4 93 10 0 531
2 11 2 11 2 89 10 3 15 10
1 41 1 41 0 22 0 285
1 97 1 97 4 75 10 1 4 10

2 87 0 0826 0 829 0 188

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

x

x

x
x
x



 

 

  

 

 

  




%

%

%
%
% 

  
 متر پی

 صورت زیر به Rو  Sهاي با تعریف ماتریس

)34    (

16 30 36 5 17 0 7 8 48 20
30 127 59 0 37 7 0 55 128 52
36 59 25 29 110 9 55 0 166 72
5 0 29 211 68 48 128 166 0 95

17 37 110 68 142 20 52 72 95 0

,S R

         
         
          
         
   

         

  

هاي متناظر با مترهاي مینگ، تقریب مینگ و پی به ترتیب آید و در نتیجه ماتریسدست میبه
افزار متلب، دستور نرم توسط )5ي (شود. با  حل مسئله) محاسبه می20) و (16)، (12از روابط (

quadprog آید. یمدست ) به31هاي تقریبی دستگاه (و الگوریتم نقطه درونی محدب،  جواب
  بیان شده است.  1نتایج حاصل از مقایسه سه متر در جدول 
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ر که از طوتوجه شود که ماتریس ضرایب دستگاه فوق ماتریسی مربعی با رتبه کامل است و همان
  دهد.دست میبه rشود متر پی مقدار کمتري براي معیار ارزش ملاحظه می 1جدول 
 . دستگاه زیر را در نظر بگیرید2مثال 

)35                    (

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

6 3 10 6 9 10 5 7
8 6 5 6 9 11 5 4

2 5 10 8 8 10 6 5
5 5 3 5 0 0 3 7
4 2 14 2 3 9 8

( , , , )

( , , , )

( , , , )

( , , , )

( , , , )

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

                   

% % % %
% % % %

% % % %
% % % %
% % %

    

5ماتریس ضرایب آن یک ماتریس  5  که متناظر با آن داریم است 4با رتبه  

)36       (

6 3 10 6 0 0 0 0 0 0
0 6 5 6 0 8 0 0 0 0
2 5 10 0 0 0 0 0 8 0
5 5 0 5 0 0 0 3 0 0
4 0 0 14 0 0 2 0 0 0

, ,B B 

         
        
         
        
   
       

    

 و

)37                    (9 9 8 0 2 10 1110 0 3
5 5 6 3 9 7 4 5 7 8

( , , , , ) , ( , , , , ) ,

( , , , , ) , ( , , , , ) .

l T r T

T T

b b

b b 

 

 
    

  آیددست میصورت زیر به) به35متناظر با دستگاه ( Rو  Sهاي در نتیجه ماتریس

)38       (

145 53 80 117 0 0 56 55 64 0
53 99 110 79 0 56 0 15 68 0
80 110 234 90 0 55 15 0 95 0

117 79 90 357 0 64 68 95 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

, ,S R

        
        
         
        
   
      
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 ) با استفاده از مترهاي متفاوت35هاي تقریبی دستگاه (جواب ):2( جدول

R ( )r x% x%  

۶١٢۶/١١ ٠/۴  

3

13

4

14 14
5

1

2

3

4

0 176 0 204 0 27 6 41 10
0 489 0 489 0 24 2 52 10
0 882 0 781 9 05 10 0 156
0 283 0 215 0 546 0 539
2 79 10 2 79 10 0 0

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , , )

x

x

x
x
x









  

  

 

   




%

%

%
%
 متر مینگ %

۶٠٢٠/٠ ۴٢/۵ 

9

13

13

14 14
5

1

2

3

4

0 175 0 204 0 263 1 27 10
0 482 0 482 0 266 1 01 10
0 881 0 784 8 541 10
0 284 0 214 0 543 0 537
3 14 10 3 14 10 0 0

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , , )

x

x

x
x
x









  

  

 

   




%

%

%
%
 تقریب مینگ %

۵٧٧۴/٢/١٠ ٠ 

10

15

14

14 14
5

1

2

3

4

0 177 0 205 0 262 4 51 10
0 471 0 4710 272 5 99 10
0 886 0 789 8 89 10 0 162
0 285 0 215 0 542 0 536
8 59 10 8 59 10 0 0

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , / , / )

( / , / , , )

x

x

x
x
x









  

  

 

   




%

%

%
%
 متر پی %

هاي متناظر با سه متر توان ماتریس) می20) و (16)، (12مشابه مثال قبل به کمک روابط (
افزار متلب جواب تقریبی ) به کمک نرم5دست آورد. پس از حل مسئله (معرفی شده را به

  بیان شده است.  2در جدول  آنآید که نتایج دست می) به35دستگاه (
در متر پی از دو متر مینگ و  rالت نیز مقدار معیار ارزش در این ح 2با توجه به نتایج جدول 
  تقریب مینگ کمتر است

 نتایج محاسباتی -4

هاي با اندازه بزرگ حائز اهمیت است لذا در این که در مسائل کاربردي، کار با ماتریسازآنجایی
صورت تصادفی )، ابتدا به1بخش براي مقایسه نتایج عددي حاصل از حل دستگاه خطی فازي (

mماتریس ضرایب حقیقی مقدار  nA  ل و یا غیر یک ماتریس مربعی و یا غیر مربعی، کام ¡
  شودي زیر انتخاب میاز میان دو مجموعه nو  mشود که در آن کامل تولید می

10 20 90 100 200 900{ , ,..., }, L { , , ..., }.M    
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  مقادیر بهینه حاصل از مترهاي مینگ، تقریب مینگ و پی ):3جدول (
( )r x-پی  ( )r x-مینگ  ( )r x-رتبه  تقریب مینگ  n  m  

  10  10  کامل  88184525/45  7947722/26  87983523/35
  40  40  کامل  6369287/328  170371/296  5927637/341
  70  70  کامل  0132561/545  865187/470  2161867/528

86533378  69206171  63430750  8  10  10  
95543852176  10+e2463/7 64770491230  19  40  40  
2242868991  1828575410  1690534923  68  70  70  

  10  12  کامل  402898  471642  683310
  40  55  کامل  288543272  314433135  392212082
  70  80  کامل  784396422  836139580  991598060
343796388  313928921  303994096  4  14  10  

23317757157  10+e2132/2 21736713537  38  58  40  
12+e31411/1 12+e1695/1 12+e12132/1 55  102  70  

  11  10  کامل  6763988/210  279603/261  2630201/435
  48  40  کامل  471187/4405  45394/5160  025998/7468

  102  70  کامل  084697/9659  5072/12309  72608/19740
113960767  91567263  84116467  5  10  13  

11+e09991/1 10+e1229/9 84975688766  15  40  52  
12+e73322/1 12+e5267/1 12+e45785/1 33  70  100  

  100  100  کامل  90385/952  98503/799  8992528/909
  400  400  کامل  520853/4313  22387/3744  693695/4187
  700  700  کامل  692533/7720  53483/6559  970738/7489

12+e50729/5 12+e1421/5 12+e02044/5 41  100  100  
15+e31079/3 15+e2235/3 15+e19434/3 227  400  400  
14+e28965/1 14+e1592/1 14+e11573/1 674  700  700  

14462682582  10+e3083/1 12622953432  100  140  کامل  
12+e40054/2 12+e318/2 12+e29048/2 400  539  کامل  
13+e16219/1 13+e1328/1 13+e12298/1 700  881  کامل  

89517731435  10+e2041/8 79550298881  1  115  100  
15+e98843/3 15+e8976/3 15+e86731/3 334  558  400  
16+e96582/3 16+e9012/3 16+e87967/3 621  957 700 

 120 100  کامل 783704/9843 8163/11612 07399/16280
 488 400  کامل 9363/44044 2743/52750 81899/76722
 896 700  کامل 61894/92290 587/111352 7987/166275

12+e47299/5 12+e0114/5 12+e85752/4 54  100 104 
15+e35483/1 15+e2659/1 15+e23624/1 347  400 594 
17+e04768/1 17+e0344/1 17+e03002/1 325  947 947  

دیگر، در کد نوشته شده براي ماتریس ضرایب عبارتبه
m n

A


نوع ماتریس حقیقی مقدار  6، 
  شود تصادفی به شرح زیر تولید می

m,. ماتریس با بعد متوسط (یعنی 1 n M(  و کاملمربعی،  
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)غیرمربعی و  . ماتریس با بعد متوسط،2 ) min{ , }Rank A m n،   
). ماتریس با بعد متوسط، غیر مربعی و 3 ) min{ , }Rank A m n،  
m,. ماتریس با بعد بزرگ (یعنی 4 n L( ،مربعی و کامل  
)غیرمربعی  و  . ماتریس با بعد بزرگ،5 ) min{ , }Rank A m n،  
). ماتریس با بعد بزرگ، غیر مربعی و 6 ) min{ , }Rank A m n.  

1mاي طور مشابه بردار فازي ذوزنقهبه
b


ر شود. سپس، با استفاده از دستوصورت تصادفی تولید میبه %
quadprog در  )5ریزي درجه دوم محدب (ي برنامهمسئلهافزار متلب، و نوشتن کد موردنظر در نرم

شود. در متر مینگ، تقریب مینگ و متر پی) حل می( 3هر یک از سه حالت معرفی شده در بخش 
 نجشسها به کمک معیار و نتایج مقایسه روش 3)، در جدول 5نهایت، مقادیر بهینه تابع هدف مسئله (

  قرار گرفته است. لازم به ذکر است که  محاسبات توسط رایانه با مشخصات  4)، در جدول 30(
CPU: Intel(R) Core(TM) i3-2330M 2.20GHz,      RAM: 4.00 GB  

  .انجام شده است MATLAB R2016b در محیط

 شده است. آورده 4در جدول  )30، نتایج حاصل از معیار سنجش (هاروشمنظور مقایسه بین به

)، متر پی عملکرد بهتري نسبت به مترهاي مینگ و تقریب 30سنجش (واضح است با توجه به معیار 
هاي دیگر )، لزوماً نسبت به روش5که مقدار بهینه تابع هدف آن در مسئله (مینگ داشته است درحالی

 (m<n)بهتر نیست. البته لازم به ذکر است که زمانی که  ماتریس ضرایب غیر کامل و یا غیر مربعی 
  . جود نداردباشد برتري بین سه روش و

  گیريتیجهن
 ماتریس ضرایب(در این مقاله، به ارائه روش کمترین مربعات براي دستگاه معادلات خطی فازي 

اي) با در نظر گرفتن سه متر مختلف (مینگ، حقیقی مقدار و بردار سمت راست فازي ذوزنقه
ر ریزي درجه دوم متناظایم. همچنین ثابت کردیم که مسئله برنامهتقریب مینگ و پی) پرداخته

بر  نجشاي محدب است. در نهایت،  با بیان یک معیار سبا این روش مستقل از نوع متر، مسئله
ایم. یک تابع رتبه، به مقایسه روش کمترین مربعات با مترهاي مختلف مذکور پرداخته  اساس

نتایج حاصل از این محاسبات نشان داد که روش کمترین مربعات با متر پی بازخورد بهتري نسبت 
دار ربه دو متر دیگر دارد. لازم به ذکر است که محاسبات با در نظر گرفتن ماتریس ضرایب  و ب

  صورت تصادفی و با ابعاد و خواص گوناگون انجام شده است.سمت راست به
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  حاصل از مترهاي مینگ، تقریب مینگ و پی rمقایسه مقدار ارزش  ):4جدول (

( )r x-پی  ( )r x-مینگ  ( )r x-رتبه  تقریب مینگ  n  m  
  10  10  کامل  299323786/1  357753252/1  675142882/0
  40  40  کامل  940830243/0  982712575/0  482775159/0
  70  70  کامل  264490665/1  418387133/1  670932812/0

75/1379  75/1379  75/1379  8  10  10  
29470 29470 29470  19  40  40  

583333/6123  583333/6123  583333/6123  68  70  70  
  10  12  کامل  5833333/102  5833333/102  5833333/102

  40  55  کامل  916667/1231  916667/1231  916667/1231
  70  80  کامل  583333/1448  583333/1448  583333/1448
916667/1551  916667/1551  916667/1551  4  14  10  
58333/13644  58333/13644  58333/13644  38  58  40  

4167/112205 4167/112205 4167/112205 55  102  70  
  11  10  کامل  696924703/3  676845378/3  721479754/3

  48  40  کامل  760262945/7  758676501/7  442476313/7
  102  70  کامل  01590135/11  01262833/11  85907625/10

666667/1650  666667/1650  666667/1650  5  10  13  
5/26752  5/26752  5/26752  15  40  52  

52936 52936 52936 33  70  100  
  100  100  کامل  673380035/1  814453197/1  88478915/0
  400  400  کامل  531335453/1  549194487/1  768828099/0
  700  700  کامل  608776766/1  720023098/1  830122409/0

79238 79238 79238 41  100  100  
5/886551 5/886551 5/886551 227  400  400  

9167/781667 9167/781667 9167/781667 674  700  700  
  100  140  کامل  166667/4355  166667/4355  166667/4355

  400  539  کامل 5/20987 5/20987 5/20987
  700  881  کامل 66667/28229 66667/28229 66667/28229

333333/8450  333333/8450  333333/8450  1  115  100  
75/1342260 75/1342260 75/1342260 334  558  400  
333/3334214 333/3334214 333/3334214 621  957 700 

 120 100  کامل 840187427/6 844890098/6 693438167/6
 488 400  کامل 214512971/8 213058738/8 078814124/8
 896 700  کامل 412798242/9 412819931/9 260841411/9

0833/105811 0833/105811 0833/105811 54  100 104 
0833/816435 0833/816435 0833/816435 347  400 594 

2639556 2639556 2639556 325  947 947  
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  ضمیمه
نیمه معین مثبت هستند. در  22Q و 11Qهاي بیان شده است که ماتریس 1,3لم  9در صفحه 

  فرایند اثبات داریم 

11

22

,

.

T T

T T

T T

T T

B B
Q B B B B

B B

B B
Q B B B B

B B

 
   

 

 
   

 

   
                      
   
                         

 

، xنشان دهیم براي هر بردار  است یکاف 22Qو  11Qبودن  مثبتات نیمه معین براي اثب
11 0Tx Q x  22طور مشابه (و به 0Tx Q x هاي دهیم ماتریس). ابتدا نشان می

T

T

B
B B

B


 



 
   
      

و  
T

T

B
B B

B


 



 
   
      

هاي ماتریس بر اساسنیمه معین مثبت هستند.  

B  وB  بردارx 1صورت را به

2

x
x

x

 
   
  

  بنابراین ؛ کنیمیمافراز  

1
1 2 1 2 1 2

2

( )( ).
T

T T T T T T
T

B x
x x B B x B x B B x B x

xB


     



   
                       

 

1با تعریف  1y B x  2و 2y B x شودصورت زیر بازتعریف میرابطه فوق به  

1
1 2 1 2 1 2

2

0( )( ) ,
T

T T T T T
T

B x
x x B B y y y y z z

xB


 



   
                         

  

1که در رابطه فوق  2z y y توان اثبات کرد که ماتریس طور مشابه می. به
T

T

B
B B

B


 



 
   
      

  نیز نیمه معین مثبت است پس  

1 1
11 1 2 1 2

2 2

0.
T T

T T T T T
T T

B x B x
x Q x x x B B x x B B

x xB B

 
   

 

      
                                               
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 22Qتوان نشان داد که ماتریس طور مشابه مینیمه معین مثبت است. به 11Qبنابراین ماتریس 
تک عضوي هستند.  Bو  Bهاي نیز نیمه معین مثبت است. در حالت خاص که ماتریس

B مثلاً a   وB b   در این حالت با محاسبات مستقیم داریم  
2 2

2 211

2
2

,
a b ab

Q
ab a b

      
  

  و همچنین 
2 2

2 222

2
2

,
a b ab

Q
ab a b

        
  

که هر دو ماتریس متقارن هستند و همچنین مقادیر ویژه هر دو ماتریس یکسان و برابر با مقادیر 
  زیر هستند. 

2 2
1 2(| | | |) , (| | | |)a b a b      

  که هر دو نامنفی هستند.
تري اثبات نسبتاً ساده 22Qو  11Qنکته: براي اثبات نیمه معین مثبت بودن عوامل تشکیل دهنده 

THنیز هست. در واقع هر ماتریس به شکل  UU  کهU  یک ماتریس دلخواه با عناصر
  زیرا ؛ حقیقی باشد، نیمه معین مثبت است

2
2 0( ) ( ) || || ,T T T T T T Tx Hx x UU x U x U x y y y      

Tyکه در رابطه فوق  U x هاي زیر را تعریف کنیمبنابراین اگر ماتریس؛ تعریف شده است  

1 1 2 2, , , ,
T T T T

T T T T

B B B B
U V U V

B B B B

   

   

       
                                

  

11در این صورت  1 1 1 1
T TQ UU VV   22و 2 2 2 2

T TQ U U VV  صورت مجموعی از دو به
  ماتریس نیمه معین مثبت هستند.
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A Generalized Convex Quadratic Programming to Solve 
Fuzzy Linear System 
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Abstract 
The linear systems are one of the most important tools for modeling real-world 
phenomena. Because the real-world phenomena are always associated with 
uncertainty, solving the fuzzy linear system have a great importance. One of 
the proposed methods to find the exact and approximate solutions of a fuzzy 
linear system is using the least squares method. In this method, by choosing 
an arbitrary meter and solving a quadratic programming, they provide an 
approximate (or exact) solution for the fuzzy linear system. In this paper, at 
first, we prove that under some conditions and not depending on the selected 
meter the quadratic programming is convex. Therefore, by considering three 
different meters and solving several examples, we compare the obtained 
approximate solutions. 
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