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 فِلِرـ بر قضیه چانگ  بازنگري رهیافت نارایانا

  1سید محسن قریشی شهرکی

  گروه ریاضی، دانشگاه شهید چمران اهواز

  20/12/1397 تاریخ پذیرش:  1/7/1397تاریخ دریافت: 
ناحیه زیر مسیرهاي  هاي دوري رابطه بین مساحتبا به کار بردن جایگشت 2نارایاناچکیده: 

)ـ شرقی از مبدأ به نقطه شمالی  , )n n موردبررسی قرار داد و از  ها راآن 3هايو تعداد نقیصه
ارائه نمود. در این مقاله با بازنگري رهیافت  4فلرـ این طریق اثباتی براي قضیه معروف چانگ 

  دهیم.هایی کوتاه بر قضایاي نارایانا و چانگ ـ فلر ارائه مینارایانا، اثبات
  شرقی، نقیصه-اعداد کاتالان، مسیر شمالی هاي کلیدي:واژه

  .15A05 ):2010بندي موضوعی (رده

  مقدمه-1
}فرض کنید  , , , }kV v v v= …1 باشد. یک مسیر  2Zیک زیرمجموعه متناهی از بردارهایی در  2

)صورت اي به، دنبالهVهایی در با گام nاز طول  Pاي شبکه , , , )np p p…0 است  2Zدر  1
iکه  ip p V+ − ) هاي شرقیاي است که تنها داراي گام. یک مسیر دایک مسیري شبکه1∋ , )10 

)هاي شمالی و گام , )0 توان به مسیرهاي کاتالان اشاره ترین مسیرهاي دایک، میاست. از مهم 1
)کرد. یک مسیر دایک که از مبدأ  , )0 گام  nگام شمالی و   nشود، متشکل ازشروع می 0

xگام آن بالاي خط  r2است و  شرقی y=  قرار دارد مسیر کاتالان باr شود. نقیصه نامیده می
)وضوح چنین مسیري در نقطه به , )n n یابد وخاتمه میr n≤ ترین قضایا در یکی از مهم .0≥

  ].5و  1یر است [این رابطه قضیه ز
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و برابر با  rنقیصه، مستقل از  rو با  n2تعداد مسیرهاي کاتالان به طول  قضیه (چانگ ـ فلر).

n اُمین عدد کاتالان یعنیn
n

C
nn

 
=  +  

21
  است. 1

اي بین مساحت ناحیه زیر یک هاي دوري به مطالعه رابطه] با به کار بردن جایگشت7نارایانا در [
هاي آن پرداخت. رهیافت وي بدین قرار است: فرض کنیدمسیر شمالی ـ شرقی و تعداد نقیصه

 ( )C n شرقی از  ـمجموعه تمامی مسیرهاي شمالی( , )0 )به 0 , )n n :باشد و قرار دهید  
( ) {( ,..., ) | }.n

n nn a a a a n= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤L1 10ZN  

  
)متناظر با بردار  شرقی ـشمالی  مسیر): 1شکل ( , , , ) ( )N∈0 1 3 3 4  

)به هر مسیر  )P C n∈  بردار( ) ( , , ) ( )P na a a N n=  iaکه طوريرا وابسته سازید، به 1…∋
)اي است که نقطه برابر با مینیمم فاصله , )n n i− موازات محور بهx ها از مسیرP .دارد

)عکس هر بردار به )a N n∈ مسیري یکتا در  متناظر با( )C n  است که آن را با( )aP  نشان
)متناظر با بردار  1دهیم. براي مثال مسیر داده شده در شکل می , , , ) ( )N∈0 1 3 3 است. براي  4

1( , , ) ( )na a a N n= iو  …∋ n≤ )، قرار دهید 0≥ ) ( , , , )i nb a i a i a i= + + +…1 2 .
)سپس ترتیب جملات هر  )ib اي صعودي حاصل شود. بردارهاي را چنان تغییر دهید که دنباله

)جدید متناظر با هر  )ib  را با( )ia که طورينشان دهید، بهi n≤ i. اگر 0≥ j≠ آنگاه ،
)هاي نواحی زیر مسیرهاي مساحت )ia  و( )ja براي 1، لم 7اند [مختلف .[, ( )a b N n∈ ،

a~تعریف کنید  b  اگر و تنها اگر( ) ( ){ , , }nb a a∈ ارزي یک رابطه هم ~. در این صورت 0…
nارزي شامل است و هر رده هم   ، قضیه اصلی].7مسیر است. بعلاوه قضیه زیر برقرار است [ 1+

,فرض کنید  .1قضیه  ( )a b N n∈  و~a b زیر مسیر. اگر مساحت ناحیه ( )aP  بیشتر از
)مساحت ناحیه زیر مسیر  )bP هاي باشد، آنگاه تعداد نقیصه( )aP هاي بیشتر از نقیصه( )bP 

  است.
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قضیه چانگ ـ فلر را نتیجه سادگی که اثبات آن چندان هم ساده و کوتاه نیست، به 1قضیه 
هایی کوتاه براي قضایاي نارایانا و چانگ ـ با بازنگري رهیافت نارایانا، اثبات دهد. در این مقالهمی

هایی کوتاه و ترکیباتی از قضیه چانگ ـ فلر دهیم. پیش از آن خواننده را براي اثباتفلر ارائه می
شمارش  يع مناسبی براي مطالعه درزمینه] مرج4. همچنین [دهیم] ارجاع می6و  3، 2به [

  اي است.مسیرهاي شبکه
 بازنگري رهیافت نارایانا-2

nXفرض کنید  ( n ) Z +⊆ nمجموعه همه  1
n

 
 
 

  .هاي صحیح نامنفی معادله زیر باشدجواب 2

)1                                                (nx x x n+ + =L0 1  
)به هر بردار  , , , ) ( )nx x x x X n= ∈…0 )مسیر  1 )xP C n∈  را به شرح زیر وابسته

iسازیم. براي می n≤   ، قرار دهید0≥

i iX x x x= + +L0   گذرد.را مسیري در نظر بگیرید که از نقاط زیر می xPو  1
( , ), ( , ),( , ),( , ), ,( , ),( , ), ,( , ),( , ) (#)i i nX X X i X i X n X n n− −… …0 0 1 1 10 0 0 1 1  

)عکس، هر مسیر به )P C n∈ ) است. دقت کنید که نقاط 1متناظر با جوابی یکتا از معادله (
( , )ii X )و  1− , )ii X  به ترتیب نقاط پایینی و بالایی اشتراك مسیرP  با خطx i= باشند می

) متناظر با بردار 1که ممکن است برهم منطبق باشند. براي مثال مسیر داده شده در شکل (
( , , , , ) ( )X∈0 2 0 11 ). بالعکس بردار است 4 , , , , )0 2 0 1 وضوح یک جواب معادله به 1

x x x x x+ + + + =0 1 2 3 4   دنباله نقاط (#)است و با توجه به 4
( , ), ( , ),( , ),( , ), ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),0 0 0 0 10 1 2 2 2 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4  

  ) است.1کند که منطبق بر مسیر شکل (را مشخص می
)براي هر  , , , ) ( )nx x x x X n= ∈…0 kو هر  1 n≤ قرار دهید  0≥

( , , , )k k k n kx x x x+ + += …0 nها به پیمانه که اندیسطوريبه 1 شوند. در نظر گرفته می 1+
)بر  ≈) است. رابطه 1نیز جوابی از ( kxوضوح به )X n کنید که صورت تعریف را بدینx y≈ 

kyاگر و تنها اگر  x= براي برخی ،k n≤ )ارزي بر یک رابطه هم ≈وضوح . به0≥ )X n 
)است. حال فرض کنید مسیر  )P C n∈  به بردارهاي( , , ) ( )na a a N n= و  1…∋

( , , , ) ( )nx x x x X n= ∈…0 iمتناظر شود. در این صورت براي هر  1 n≤ داریم:  0≥
|{ | }|i jx j a n i= = k. فرض کنید − n≤ )و  0≥ ) ( , , )k na a a′ ′= . همچنین در نظر 1…



  سید محسن قریشی شهرکی                                          209

 

بگیرید که 
( )kaP P′ )مسیر متناظر با بردار  = )ka اگر است .P متناظر با  ′

( , , , ) ( )nx x x x X n′ ′ ′ ′= ∈…0   باشد، آنگاه 1

 

.

{ }

  { }

   { }

i j

j

j k i

x j a n i

j a k n i

j a n k i x +

′ ′= = −

= + = −

= = − − =

∣

∣

∣

 

kxبنابراین  x=اند؛ برهم منطبق ≈و  ~ارزي روابطهاي همردهرو مسیرهاي متناظر با . ازاین
  ایم کهبنابراین نشان داده

)ارزي یکسانی را بر رابطه هم ≈و  ~ارزي روابط هم. 1لم  )C n کنند.القا می  

)براي هر دنباله متناهی از اعداد صحیح مانند  , , , )mx x x…0 قرار دهید:  1
i

i j
j

X x
=

= ∑
0

،  

( , , , ) { , } ,

( , , , ) .

m i

m

m i
i

f x x x i X i i m

S x x x X
−

=

… = > ≤ ≤

… = ∑
0 1

1

0 1
0

0∣

 

)بنابراین اگر  )x X n∈ آنگاه ،( )f x هاي مسیر تعداد نقیصهxP  و( )S x مساحت ناحیه
  دهد.زیر آن را نشان می

  نتیجه اصلی این مقاله اثبات قضیه زیر است.
kبراي هر عدد طبیعی  .2قضیه  n≤ )و 0≥ )x X n∈ فرض کنید ،ky x= در این صورت .

( ) (y)f x f≠علاوه اگر . به( ) (y)f x f< آنگاه ،( ) (y)S x S<.  
,فرض کنید  ( )a b N n∈ ،~a b  و مساحت ناحیه زیر مسیر( )aP  بیشتر از مساحت ناحیه

)زیر مسیر  )bP  باشد. اگرx  وy  به ترتیب بردار متناظر باa  وb  در( )X n  باشند، آنگاه
a~چون  b  داریم  1با توجه به لمky x= براي برخی ،k n≤ ، 2. بنا بر قضیه 1≥

( ) (y)f x f≠ هاي یعنی تعداد نقیصه( )x aP P=  و( )y bP P= اند. اگر تعداد متفاوت
)، 2باشد، آنگاه با توجه به قضیه  yPهاي کمتر از نقیصه xPهاي نقیصه ) (y)S x S<  یعنی

) مساحت زیر مسیر )aP  کمتر از مساحت زیر مسیر( )bP  .است و این در تناقض با فرض است
، قضیه 2است؛ بنابراین قضیه  yPهاي مسیر بیشتر از تعداد نقیصه xPهاي پس تعداد نقیصه

  دهد.] را نتیجه می7از مرجع [ 1وضوح لم به 2دهد. همچنین قضیه ) را نتیجه می1نارایانا (قضیه 
kXفرض کنید  اثبات. k− ≤ −1   لذا. 1
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,k i k iX X Y+ −= +1                  ,i n k≤ ≤ −0  
,n k i n k iY Y X− + + −= +1               .i k≤ ≤ −0 1  

 بنابراین

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).n k k nf x f x x f x x f x x− − −= … ≤ … + …0 1 0 1 1  
kازآنجاکه  n kX Y n− −+ n، داریم 1= kY n k− ≥ +   . پس1−

( , , ) ( , , ) ( , , )n k k n k nf y y f x x f x x− −… = … > …0 1  
  بنابراین

( ) ( , , ) ( , , )
        ( , , ) ( , , ) ( ).

n k n k n

k n k

f y f y y f y y
f x x f x x f x

− − +

− −

≥ … + …

> … + … ≥
0 1

1 0 1
 

  علاوهبه

( ) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ,

n

i k k k n k
i

k n k k

S x X X X X Y X Y

X X Y Y n k X

−

− − − − −
=

− − − −

= = + + + + + + +

= + + + + + + − +

∑ L L

L L

1

0 1 1 0 1 1
0

0 2 0 1 11
 

 .

( ) ( ) ( )

       ( ) ( )

n

i n k n k n k k
i

k n k n k

S y Y Y Y Y X Y X

X X Y Y kY

−

− − − −
=

− − − −

= = + + + + + + +

= + + + + + +

∑ L L

L L

1

0 0 2
0

0 2 0 1

 

)رو ازاین ) ( )S x S y<. 

kXسپس فرض کنید  k− > −1 j. قرار دهید 1 n k= jY. در این صورت − j≤  و
jy x=کند که . حال بحث قبلی ایجاب می( ) ( )f y f x<  و( ) ( )S y S x< این مطلب .

  کند.اثبات را کامل می
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Revisiting Narayana's Approach to the Chung-Feller Theorem 

Seyed Mohsen Ghoraishi Shahraki 

Department of Mathematics, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, 
Iran 

Abstract 
Using cyclic permutations, Narayana investigated the relation between the 
area under north-east paths from the origin to the point ( , )n n  and the number 
of the flaws of the paths. His result implies a proof to the Chung-Feller 
Theorem. In this paper by revising the Narayana's approach, we offer short 
proofs to the theorems of Narayana and Chung-Feller. 
Keywords: Catalan numbers, North-east path, Flaw. 
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