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Rشود. ارتباط میان می s− که  هاي قويپیوستگی با پیوستگی و انواع دیگري از پیوستگی −

Rهاي هاي نگاشتشود. سپس ویژگیاند، بررسی میشدهتاکنون معرفی s− پیوسته  −
  گیرد.موردمطالعه قرار می

اشت ـ پیوسته، نگRباز، نگاشت ـ clθي ـ باز، مجموعهθي مجموعه هاي کلیدي:واژه
R θ− Rپیوسته، نگاشت  − s−   .پیوسته −

  ،08C54، 05C54 ):2010( بندي ریاضیرده

  مقدمه -1
Rپیوستگی، ـ Rهاي قوي پیوستگی توابع ازجمله صورت θ− بالا ـ clRپیوستگی و −

ها مورد معرفی و خواص اساسی آن ]3،2،1[ رد 2013و  1994، 1992هاي پیوستگی در سال
Rبررسی قرارگرفته است. در این مقاله مفهوم دیگري از پیوستگی قوي توابع؛ به نام  s− −

 شود.معرفی می پیوستگی،

شامل تمام نقاطی مانند  Aر ـ بستاθي ، مجموعهXدر فضاي توپولوژي  A يبراي مجموعه
x X∈ همسایگی بسته شامل  است که هرx  باA  اشتراك داشته باشد و این مجموعه با

cl Aθ ي . مجموعه]4[شودنشان داده میB  راθ ـ بسته گوییم، اگرB cl Bθ= متمم یک .
  شود.ـ باز نامیده میθي ـ بسته، یک مجموعهθي مجموعه
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x از تمام نقاطی مانند X در فضاي توپولوژي A ـ بستار)sـ بستار(clي مجموعه X∈ 
اشتراك  Aبا  xشامل  ي باز و بسته)(مجموعه ي بستبازتشکیل شده است که هر مجموعه

clsداشته باشد و با  A )Xcls Aي . مجموعه]5[شود ) نمایش داده میB را cl ،ـبسته گوییم 
Bاگر  cls B=دیگر،عبارت؛ به B ي یک مجموعهclرت صوبه و تنها اگر ـ بسته است اگر

ـ clيـ بسته را یک مجموعهcl يهاي بستباز باشد. متمم یک مجموعهاشتراکی از مجموعه
صورت اجتماعی ـ باز گوییم، اگر بهclrرا  Xدر فضاي توپولوژي  A ي بازنامیم. مجموعهباز می

ي شود که هر مجموعهـ باز به فضایی گفته میclR. فضاي ]3[ـ بسته باشد clهاياز مجموعه
  ـ باز باشد.clr باز،

شامل تمام نقاطی  Aبستار ـ clθي ، مجموعهXوپولوژي در فضاي ت Aي براي مجموعه
xمانند  X∈ است که هر همسایگیcl بسته شامل ـx ي(مجموعه clي شامل یک ـ بسته

اشتراك داشته باشد و این مجموعه با  A با )xي باز شامل مجموعه
cl

cl Aθ شود نشان داده می
بسته است، اگر ـ clθي یک مجموعه B مییگو .]6[

cl
B cl Bθ= .ي متمم یک مجموعهclθ ـ

باز  -clθاي مجموعه Xدر فضاي توپولوژي  Aي بنابراین مجموعه؛ باز نام داردـ clθبسته، 
xاگر براي هر  و تنهااست اگر  A∈ ي باز مجموعهU  شاملx  موجود باشد کهclsU A⊆

clRفضا یک ـ clθباز باشد. هر ـ clθاز، ي بفضا، فضایی است که در آن هر مجموعهـ clθ. یک 
ي خانواده Mدهد که اگر نشان می ]6[در  2.5 فضاست، اما عکس آن لزوماً برقرار نیست. مثالـ 

Xباشد، آنگاه  ¢+ي آزاد روي هاهیفرا پالا M+= ¢ ي قوي که در اهیفرا پالابا توپولوژي  ∪
توان راحتی میبه. ستینفضا -clθفضایی است که  -clR شده است،معرفی ]7[در  113مثال 

Aدید که اگر X⊆گاه، آن  

.
cl

cl A cl A cl A cls Aθ θ⊆ ⊆ ⊆  

x,فراهاسدورف است، هرگاه براي هر  Xگوییم فضاي توپولوژي  y X∈  کهx y≠ ،
در فضاي توپولوژي  Aي . مجموعه]8[اشدموجود ب yو فاقد  xي بستبازي شامل مجموعه

X در ي ملایمرا فشرده X هاي بستبازگوییم، اگر هر پوشش آن با مجموعه X  داراي
 ي ملایم درفشرده Xي ملایم گوییم، هرگاه را فشرده X فضاي زیرپوششی متناهی باشد.

X  8[باشد[.  

  دهند.ش میفضاهاي توپولوژي را نمای Z و X، Yدر سرتاسر این مقاله نمادهاي 

f:نگاشت  X Y→ طور قوي را بهθ طور قويپیوسته (بهـ clθ  پیوسته، ـR پیوسته، ـ
R θ− xپیوسته) گوییم، اگر براي هر − X∈ ي باز و هر مجموعهV در Y  شامل( )f x ،
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)موجود باشد که  xشامل  Xدر  Uي باز مجموعه ) )f clsU V⊆( )f cl U V⊆ ،
( )cl f U V⊆ ،( ( )cl f U Vθ ⊆ ]2،1،6،9[.  

R، ابتدا مفهوم 2بخش در  s−- ي این مفهوم و شود. سپس به مقایسهپیوستگی معرفی می
گوناگون  هايفاده از مثالارتباط آن با برخی دیگر از مفاهیم قوي پیوستگی موجود در منابع، با است

Rهاي معادل با ، پس از بیان گزاره3بخش پردازیم. در می s−-  پیوستگی به بررسی رفتار این
، 4خش بپردازیم. در ها نسبت به تحدید دامنه، تحدید و توسیع بر دو ترکیب توابع مینگاشت
Rهاي هاي نمودارهاي نگاشتویژگی s−- گیرد.پیوسته موردمطالعه قرار می  

Rهاي نگاشت -2 s−- پیوسته  

Rهاي این بخش را با معرفی نگاشت s−- کنیم. سپس ارتباط میان این نوع پیوسته آغاز می
  گیرد.سی قرار میهاي قوي دیگر پیوستگی مورد بررپیوستگی با پیوستگی و صورت

f:نگاشت  X Y→  راR s−- پیوسته گوییم، اگر براي هرx X∈ ي باز و هر مجموعهV 
)شامل  Y در )f x، ي باز مجموعهU  درX  شاملx  موجود باشد که. ( )cls f U V⊆  

Rهر نگاشت  :1ره اگز s−- طور قوي پیوسته، بهclθ پیوسته است.ـ  

f:فرض کنیم  اثبات: X Y→  یک نگاشتR s−- بنابراین ؛ پیوسته باشدf  پیوسته است
 Xي بستباز در یک مجموعه fتحت  Yي بستباز در تصویر معکوس هر مجموعه و درنتیجه

)داریم  Xدر  Aي براي هر زیرمجموعه بنابراین؛ است ) ( )f cls A cls f A⊆  که نشان
  ∎ .هستپیوسته ـ clθطور قوي به fدهد می

Rنمودار زیر مکان  s−-  هاي قوي پیوستگی که شکل انواع دیگر مراتبسلسلهپیوستگی را در
  دهد.معرفی گردیده است، نمایش می 1در بخش 

R s−-  پیوسته← R θ−   پیوسته−R ←پیوسته −

↓                                                 ↓  
  پیوسته−θطور قوي به ← وسته پی−clθطور قوي به

و همچنین ] 2،1،6[به ترتیب در  1و مثال  3.2 مثال ،2.1 هیقضبل از با مراجعه به مثال ق
  پذیر نیستند.کدام از روابط موجود در نمودار بالا برگشتیچهتوان دید که هاي زیر میمثال
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Rي اعداد حقیقی، هر نگاشت پیوسته حقیقی مقدار روي مجموعه :1مثال  θ− پیوسته است، −
Rاما  s−   .ستینپیوسته −

f: نگاشت :2مثال  →¥ )ي با ضابطه ¡ )f x x=طور قوي ، بهclθ پیوسته است، اما ـ
R s−   یست.نپیوسته  −

  .اندمعادلهاي زیر ، گزارهYبراي فضاي توپولوژي  :1 یهقض

 ت.فضاسـ clθیک  Yفضاي  .1

Rیک نگاشت  Yبه  Xهر نگاشت پیوسته از یک فضاي توپولوژي  .2 s− پیوسته −
 است.

f: فرض کنیم 2⇐1 اثبات: X Y→ پیوسته و V ي بازي شامل مجموعه( )f x در Y 
)شامل  W ي بازفضاست، مجموعه-clθیک  Y باشد. چون )f x در Y  وجود دارد که

( )f x W clsW V∈ ⊆ وجود  xشامل  Xدر  Uي باز ، مجموعهf. بنا به پیوستگی ⊇
)دارد که  )f U W⊆  و درنتیجه( ) clsW Vclsf U ⊆ Rنگاشتی  fبنابراین ؛ ⊇ s− −

  پیوسته است.

i: بنا به فرض، نگاشت همانی 1⇐2 X X→ یک نگاشتR s− پیوسته است. حال فرض −
xکنیم  X∈  وV ي بازي در مجموعهX  شامل( )i x ي بازباشد. در این صورت مجموعه 

U  درX  شاملx  وجود دارد که( )cls i U V⊆ ،؛ یعنیclsU V⊆  و درنتیجهV  یک
  ∎.هستباز ـ clθي مجموعه

پایه داراي یک Xطور موضعی فشرده گوییم، اگر هر نقطه در را به Xفضاي توپولوژي 
  .]10[هاي فشرده باشد همسایگی شامل مجموعه

ف و فراهاسدور Yطور موضعی فشرده و فراهاسدورف، یک فضاي به Xفرض کنیم  :2 یهقض
:f X Y→  پیوسته باشد. در این صورتf  یک نگاشتR s−   پیوسته است.−

xفرض کنیم  اثبات: X∈  وV ي بازي در مجموعهY  شامل( )f x  باشد. در این صورت
)وجود دارد که  xشامل  Xدر  Uي باز مجموعه )f U V⊆ چون .X طور موضعی به

clوجود دارد که  xشامل  Xدر  Wي باز فشرده است، مجموعه W  فشرده است و
cl W U⊆کنیم که اگر . حال ادعا میA ي ملایم در فضاي ي فشردهیک مجموعه

بسته است. براي اثبات ادعا، فرض کنیم ـclاي مجموعه Aباشد، آنگاه  Xورف فراهاسد
x A∉ در این صورت براي هر .a A∉ هاي بستباز مجموعهaU  وaV  به ترتیب شاملa  و

x  وجود دارند کهa aU V φ=∩ي . حال خانواده{ }aU a A∈  پوشش بستبازي برايA
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,...,ي ملایم است، فشرده Aاست و چون  na a A∈1  وجود دارند که
i

n

a
i

A U
=

⊆ ∪
1

. حال قرار 

دهیم می
i

n

a
i

V V
=

= ∩
1

Vاست که  xي بستبازي شامل مجموعه V. در این صورت  A φ=∩

clاین مطلب،  بنا بهـ بسته است. حال clاي مجموعه Aبنابراین ؛  W ي یک مجموعهcl ـ
clsWو درنتیجه  استبسته  cls cl W cl W= ) .بنابراین؛ = )f clsW V⊆ چون clsW 

)پیوسته است، پس  fفشرده و  )f clsW  و ازآنجاکه  استفشردهY  ،فراهاسدورف است
( )f clsW ي یک مجموعهcl بنابراین؛ ه استبستـ  

( ) ( ) ( ) .cls f W cls f clsW f clsW V⊆ = ⊆  

Rیک نگاشت  fدرنتیجه  s−   ∎پیوسته است.−

Rکنند که تحت آن، یک نگاشت قضایاي زیر شرایطی را بیان می θ− طور قوي پیوسته و یا به−
clθپیوسته،  ـR s−   پیوسته باشد.−

ي باز، در آن فضا باز باشد یک فضاي توپولوژي را شدیداً ناهمبند گویند، اگر بستار هر مجموعه
]10[.  

اشد. در این یک فضاي شدیداً ناهمبند ب Yیک فضاي توپولوژي و  Xفرض کنیم  :3 یهقض
f:صورت  X Y→  یک نگاشتR θ− Rنگاشتی  fپیوسته است اگر و تنها اگر − s− −

  پیوسته باشد.

یکسان هستند،  clθو  clsکه در یک فضاي شدیداً ناهمبند عملگرهاي با توجه به این اثبات:
  ∎ اثبات آسان است.

f:گوییم  X Y→ ي بستباز تحت یک نگاشت بستباز است، اگر تصویر هر مجموعهf بستباز ،
 ]11[دباش

f:فرض کنیم  :4 یهقض X Y→ باز باشد. در این صورت دوسویی و بستf  یک نگاشت
R s−   پیوسته باشد.ـ clθطور قوي پیوسته است اگر و تنها اگر به −

R، هر نگاشت 1 بنا به گزاره اثبات: s−   پیوسته است.ـ clθطور قوي پیوسته، به −

یک نگاشت  fکه پیوسته باشد. با توجه به اینـ clθطور قوي به fبرعکس، فرض کنیم 
Aدوسویی و بستباز است، پس براي هر  X⊆  داریم( ) ( )cls f A f cls A⊆ بنابراین ؛f 

Rیک نگاشت  s−   ∎ پیوسته است.−



  218                                          پیوسته R-s-هاينگاشت

یک فضاي فراهاسدورف و  Yي ملایم، یک فضاي فشرده Xفرض کنیم  :5 یهقض
:f X Y→ طور قوي بهclθ پیوسته باشد. آنگاه ـf  یک نگاشتR s−   پیوسته است.−

)شامل  Yي بازي در مجموعه V فرض کنیم اثبات: )f x ي باز هباشد. در این صورت مجموع
U  درX  شاملx  وجود دارد که( )f clsU V⊆ قسمت  17.5. با روشی مشابه اثبات قضیه

)aي توان نشان داد که هر زیرمجموعهمی ]10[در  17.7قضیه  ) وcl بسته از یک فضاي ـ
ي ي ملایم است و تصویر مستقیم هر زیرمجموعهي فشردهي ملایم، یک زیرمجموعهفشرده
ي ملایم است. با توجه به این ي فشردهي ملایم تحت یک تابع پیوسته، یک زیرمجموعهفشرده

در  ي ملایمفشرده clsUاست، پس  Xي بستهـ clيیک زیرمجموعه clsUکه نکات و این
X  است و ازآنجاکهf  ،پیوسته است( )f clsU  درY ي ملایم است. چون فشردهY 

)فراهاسدورف است، پس  )f clsU يیک زیرمجموعهcl يبستهـ Y  بنابرایناست؛  
( ) ( ) ( )cls f U cls f clsU f clsU V⊆ = ⊆  

Rیک نگاشت  fپس  s−    .استیوسته پ −

  هاي اساسیویژگی -3
}باشد، آنگاه  Xي یک پالایه در پایه Fتوان دید هرگاه سادگی میبه }:clsF F ∈F ي پایه

clsاست. این پایه را با  X یک پالایه در F دهیم.نمایش می  

f: هاي زیر براي نگاشتگزاره :6 یهقض X Y→ اند.معادل  

R ، یک نگاشتf نگاشت .1 s−  پیوسته است. −

)، آنگاه x→Fاگر  ،X در Fي براي هر پایه پالایه .2 ) ( )clsf f x→F 

)شامل  Yدر  Vي باز براي هر مجموعه .3 )f xي باز، مجموعه U درX شامل 
x وجود دارد که ( )cls f clsU V⊆. 

) که Y در F ي بسته مانندبراي هر مجموعه .4 )f x F∉ي باز، مجموعه U درX 
F وجود دارد که Y در V بازـ cl يو مجموعه x شامل V⊆ و

( )f clsU V = ∅∩. 

x  براي هر .5 X∈ي بسته مانند و هر مجموعهF  درY  که( )f x F∉ي ، مجموعه
Fوجود دارد که  Yدر  Vباز ـ clي و مجموعه xشامل  Xدر   Uباز V⊆ 
)و  )f U V = ∅∩.  

  ) بدیهی است.2 ⇔ 1( اثبات:
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Rیک نگاشت  f) فرض کنیم 3 ⇔ 1( s− شامل  Yي بازي در مجموعه Vپیوسته و −
( )f x ي باز باشد. در این صورت مجموعهU  درX  شاملx  وجود دارد که

( )cls f U V⊆ اکه و ازآنجf  ،پیوسته است( ) ( )f clsU cls f U⊆ بنابراین؛  

. ( ) ( )cls f clsU cls f U V⊆ ⊆  

  برعکس، بدیهی است.

)بسته باشد و  Yدر  F) فرض کنیم 4 ⇐ 3( )f x F∉ي باز . بنا به فرض، مجموعهU 
)وجود دارد که  fشامل  Xدر  ) \cls f clsU Y F⊆دهیم . حال قرار می

\ ( )V Y cls f clsU= در این صورت .V ي مجموعهcl بازي در ـY  است کهF V⊆ 
)و  )f clsU V = ∅∩.  

  ) بدیهی است.5 ⇐ 4(

)شامل  Yدر ي بازي مجموعه W ) فرض کنیم1 ⇐ 5( )f x دهیم باشد. قرار می
\F Y W=ي باز . بنا به فرض، مجموعهU  درX  شاملx ي و مجموعهcl باز ـV در
Y  وجود دارد که( ) \f U Y V W⊆ Y\. چون ⊇ V ي یک مجموعهcl بسته است، ـ

)پس  ) \cls f U Y V W⊆ Rک نگاشت ی fو درنتیجه  ⊇ s−   ∎ .استپیوسته −

ي بستباز ـ نشانده است، اگر هر مجموعهclیک  Xفضاي توپولوژي  در Yي گوییم مجموعه
] 12لم زیر که در [. ]3[باشد Yبا  Xي بستباز در صورت اشتراك یک مجموعهبه Yدر 
  شده است، در اثبات قضیه بعد موردنیاز است.بیان

باشد.  X يـ نشاندهclي یک زیرمجموعه Yیک فضاي توپولوژي و  Xفرض کنیم : 1 لم
Aدر این صورت براي هر  Y⊆ داریمY Xcls A Y cls A= ∩.  

  هاي زیر برقرارند.گزاره :7 قضیه

f:اگر  .1 X Y→  پیوسته و:g Y Z→  یک نگاشتR s− پیوسته باشد، آنگاه −
:g o f X Z→  یک نگاشتR s− ویژه ترکیب دو نگاشت پیوسته است؛ به−

R s− Rپیوسته،  − s−  پیوسته است. −

f:اگر  .2 X Y→  یک نگاشتR s− g:پیوسته و  − Y Z→  پیوسته باشد
بسته −clي ، یک مجموعهgبسته تحت −clيکه تصویر هر مجموعهطوريبه

g:است، آنگاه  o f X Z→  یک نگاشتR s−  پیوسته است. −
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f:فرض کنیم  .3 X Y→ شا و باز و نگاشت پو یک:g Y Z→  .یک نگاشت باشد
g:اگر  o f X Z→  یک نگاشتR s−  یک نگاشت  g پیوسته باشد، آنگاه −

R s−  پیوسته است. −

f:اگر  .4 X Y→  یک نگاشتR s− شامل  Yاز  زیر فضایی Zپیوسته و  −
( )f X  باشد، آنگاه:f X Z→  یک نگاشتR s−  پیوسته است. −

f:اگر  .5 X Y→  یک نگاشتR s− بسته وـ clفضاي  یک زیر Yپیوسته و  −
cl ي نشاندهـZ  باشد، آنگاه:f X Z→  یک نگاشتR s−  پیوسته است. −

f:اگر   .6 X Y→  یک نگاشتR s− Aپیوسته باشد و  − X⊆ آنگاه ،
| :Af A Y→  یک نگاشتR s−  پیوسته است. −

}اگر  .7 }|Uα α ∈Λ  پوشش بازي برايX  باشد و هر نگاشت|Uf
α

 ، یک نگاشت
R s− f:پیوسته باشد، آنگاه  − X Y→  نیزR s−   پیوسته است. −

)، فرض کنیم 5اثبات است. براي اثبات قسمت (راحتی قابلبه 7-6و  4-1هاي قسمت اثبات:
x X∈  وV ي بازي درمجموعه Z  شامل( )f x  باشد. در این صورتV Y∩ ي مجموعه
)شامل  Yبازي در  )f x  است. چونYXf sRیک نگاشت  :→ پیوسته است، −−
)وجود دارد که  xشامل  Xدر  Uي باز مجموعه )Ycls f U V Y⊆ ، 1. حال بنا به لم ∩

( )ZY cls f U V Y⊆∩ است، Zي ـ بستهclي یک زیرمجموعه Yو ازآنجاکه  ∩
( )Zcls f U Y⊆ دهد که نتیجه میVUfclsZ ⊆)(.∎  

  در حالت کلی برقرار نیست. 7در قضیه  5دهد که قسمت مثال زیر نشان می

f:نگاشت همانی: 3 مثال →¥ sRیک نگاشت  ¥ f:پیوسته است، اما−− →¥ یک ¡
sRنگاشت    پیوسته نیست.−−

}فرض کنیم  :8 قضیه }:f X Yα α α α→ ∈ Λ ها باشد و نگاشتاي از نگاشتخانواده
:f X Yα α α α∈Λ ∈Λ∏ → )براي هر  ∏ )x Xα α α∈Λ∈ صورت به ∏

αααα ))(())(( xfxf  .هاي زیر برقرارندشده باشد. در این صورت گزارهتعریف =

fاگر هر  .1 α  یک نگاشتsR sRیک نگاشت  fپیوسته باشد، آنگاه −− −−

 پیوسته است.
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αاگر براي هر  .2 ∈Λ فضاي ،Yα  شدیداً ناهمبند وf  یک نگاشتsR پیوسته −−
fهر  باشد، آنگاه α  یک نگاشتsR  پیوسته است.−−

βXAاگر اثبات:  )، آنگاه ⊇ ) ( )1 1cls A clsAβ βπ π− Xکه و درصورتی ⊇− β  شدیداً ناهمبند
  شود.راحتی اثبات می. با استفاده از این مطلب، قضیه به]12[باشد، تساوي برقرار است

YXfاگر  :9 قضیه sRیک نگاشت  :→ ـ clRیک Yپیوسته و پوشا باشد، آنگاه −−
  ـ فضاست.clθیک Yباز باشد، آنگاه  fفضاست. اگر علاوه بر آن، 

sRهاي نمودارهاي نگاشت -4   پیوسته−−

YXfگوییم نمودار نگاشت  )که با  :→ )G f شودنشان داده می

cl{ }( ( ) ( , ( )) )G f x f x x X= است، اگر براي هر  Yبسته نسبت به ـ ∋
( , ) ( )x y G f∉ي باز ، مجموعهU  درX  شاملx ي بستباز و مجموعهV  درY  شامل

y موجود باشد که ( ) ( )U V G f× = clclداراي نمودار  f. گوییم ∩∅ θ−  نسبت بسته−
)است، اگر براي هر  Xبه  , ) ( )x y G f∉ي باز ، مجموعهU  درX  شاملx ي و مجموعه

)موجود باشد که  yشامل  Yدر  Vبستباز  ) ( )cls U V G f× = دیگر، عبارتو یا به ∩∅
( )f clsU V = ∅∩.  

YXfاگر  :10 قضیه sRیک نگاشت :→  fـ فضا باشد، آنگاه T1یک  Yپیوسته و −−
clclداراي نمودار  θ−   است. Xبه  بسته نسبت−

) فرض کنیم اثبات: , ) ( )x y G f∉ در این صورت .( )y f x≠  و چونY  یکT1 ،ـفضاست 
)وجود دارد که  Yدر  Wي باز مجموعه )f x W∈  وy W∉ چون .f  یک نگاشت

sR )وجود دارد که  xشامل  Xدر  Uي باز پیوسته است، مجموعه−− )cls f U W⊆

\دهیم . حال قرار می ( )C Y cls f U= در این صورت .C يمجموعهclبازي در  ـY  شامل
y ي بستباز است و درنتیجه مجموعهV  درY  وجود دارد کهy V C∈ . پس ⊇

( )cls f U V = )درنتیجه و  ∩∅ )f clsU V = ∅∩.∎  

YXfاگر  :11 قضیه clclداراي نمودار  :→ θ− فشرده  Yو فضاي  Xبسته نسبت به −
sRیک نگاشت  fباشد، آنگاه    پیوسته است. −−

xفرض کنیم  اثبات: X∈  وV ي در باز يمجموعهY  شامل( )f x .در این صورت  باشد
y\براي هر  Y V∈ ،( , ) ( )x y G f∉ چون .f  نمودارclcl θ− دارد،  Xبسته نسبت به −
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yxوجود دارد که  Yدر yWي بستباز و مجموعه Xدر  yUباز  يمجموعه U∈ ،yy W∈ 
)و  )y yf clsU W φ=∩بنابراین  ؛( ) \ Wy yf clsU Y⊆  و درنتیجه

( ) ( ) \ Wy y yclsf U clsf clsU Y⊆ )دهد که نشان می ⊇ )y yclsf U W φ=∩ . حال
}ي خانواده }\yW y Y V∈  پوشش بازي براي\Y V  است که بنا به فشردگی\Y V تعداد ،

,متناهی , , \ny y y Y V∈1 2 L وجود دارد که \
i

n

y
i

Y V W
=

⊆
1

دهیم . حال قرار می∪

i

n

y
i

U U
=

=
1

). چون∩ ) ( )
i

n

y
i

cls f U W
=

= ∅
1

∩ )، پس ∪ )cls f U V⊆  و درنتیجهf  یک
sRنگاشت    ∎ پیوسته است.−−

ـ فضاي فشرده باشد. در این صورت T1یک  Yیک فضاي توپولوژي و  Xفرض کنیم  :1 نتیجه
YXf sRیک نگاشت  :→ clclداراي نمودار  fپیوسته است اگر و تنها اگر−− θ− −

  باشد. Xبسته نسبت به 

YXfنگاشت  xـ پیوسته گوییم، اگر براي هر clθطور ضعیف را به :→ X∈  و هر
)شامل  Y درV ي بازمجموعه )f xباز  ي، مجموعهU  درX  شاملx  موجود باشد که
clsVUf ⊆)(.  

ـ clθطور ضعیف آوریم که تحت آن، یک نگاشت بهدر پایان این بخش شرایطی را به دست می
sRپیوسته،    پیوسته باشد.−−

هاي باز مانند اي از مجموعهملایم گوییم، اگر داراي پایه يهـ مرز فشردsرا  Xفضاي توپولوژي 
β که براي هر طوريباشد بهB β∈ مجموعه ،BclsB است.  Xملایم در  يهفشرد \

ي ملایم است، اما عکس آن لزوماً درست ـ مرز فشردهsه،ي فشردبدیهی است که هر مجموعه
ي ـ مرز فشردهsوپولوژي معمولی، فضاي با ت ¡مثال فضاي اعداد حقیقی عنواننیست؛ به

  ملایمی است که فشرده نیست.

YXfفرض کنیم  :12 قضیه ـ بسته clـ پیوسته و داراي نمودار clθطور ضعیف به :→
یک نگاشت  fي ملایم باشد، آنگاه ـ مرز فشردهsیک فضاي  Yشد. اگر با Yنسبت به 

sR   پیوسته است.−−

xکنیم فرض  اثبات: X∈  وV ي بازي درمجموعه Y  شامل( )f x  باشد. چونY  یک
وجود دارد که  Yدر  Wي باز ي ملایم است، مجموعهـ مرز فشردهsفضاي 

( )f x W V∈ clsW\و  ⊇ W ملایم در  يفشردهY  است. چونf طور ضعیفبهclθ ـ
)دارد که  وجود xشامل  Xدر  Uي باز پیوسته است، مجموعه )f U clsW⊆ حال براي .

y\هر  clsW W∈  داریم( , ) ( )x y G f∉0 ازآنجاکهf  نمودارcl ـ بسته نسبت بهY 
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وجود دارد yشامل Yدر  yBي بستباز و مجموعه xشامل  Xدر  yAي باز دارد، مجموعه
)که  )y yf A B = )بستباز است، پس yB. چون∩∅ )y ycls f A B = ي . حال خانواده∩∅

{ }| \yB y clsW W∈ ي پوشش بستبازي براي مجموعه\clsW W  است و چون این
,است، Yي ملایم درفشرده مجموعه , , \ny y y clsW W∈1 2 L وجود دارند که

\
i

n

y
i

clsW W B
=

⊆
1

)دهیم ار می. حال قر∪ )
i

n

x y
i

U U A
=

=
1

∩  xU. در این صورت ∩

  است. همچنین xي بازي شامل مجموعه

( ) ( \ ) ( ) ( )

( ) ( )

i

i i

n

x x y
i

n n

y y
ii

cls f U clsW W cls f U B

cls f A B

=

==

⊆

 
⊆  

 
= ∅

1

11

∩ ∩

∩

∪

∪∩  

)از طرفی ) ( )cls f U cls f U clsWx ⊆ )و درنتیجه  ⊇ )xcls f U W⊆ ،؛ یعنیf  یک
sRنگاشت    ∎ پیوسته است.−−
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