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کنترل بهینه کسري  مسئلهاز  وش عددي براي حل یک کلاسر
  اي لژاندرهاي عملیاتی چندجملهدوبعدي با کمک ماتریس

 ، محسن علیپور1 محمود بهروزي فر، یاسر نورعلی زاده اطاقسرا

 .صنعتی نوشیروانی بابل، دانشگاه گروه ریاضی

  16/08/1398 تاریخ پذیرش:                 28/08/1396 تاریخ دریافت:

با  2کنترل بهینه کسري دوبعدي مسئلهیک روش براي حل یک کلاس از ، مقاله در این چکیده:
دهیم. لازم به ذکر است که دستگاه اي لژاندر ارائه میهاي عملیاتی چندجملهاستفاده از ماتریس

انه ، انتگرال دوگموردنظر. در روش استکسري کاپوتو جزئی مشتق  بر اساس مسئلهدینامیکی 
و سپس با کمک معادله لاگرانژین یک  شودمیلژاندر دوبعدي تقریب زده توسط قاعده گاوس

آید. این دستگاه معادلات غیرخطی با کمک روش تکراري می دست بهدستگاه معادلات غیرخطی 
 مسئلهروش ارائه شده را بر روي یک  ،گردد. در انتهانیوتن حل و ضرایب مجهول تعیین می

 پیچیدگی محاسباتی همچنین. نماییممی سازيپیادهمشتقات کسري متفاوت  درجها کسري ب
 انجام  3متمتیکا افزارنرمتمامی محاسبات با کمک است که  توجهقابلروش نیز ارائه شده است. 

  ت.شده اس

، قاعده لژاندر، ماتریس عملیاتی ايچندجملهکسري کاپوتو، جزئی مشتق هاي کلیدي: واژه
  لژاندر.-گاوس گیريانتگرال

  .XX ،49-XX ،33C45-65): 2010ریاضی ( بنديرده

 مقدمه -1

 متفاوت براي مشتق و انتگرال کسريتعاریف وجود  حساب دیفرانسیل و انتگرال کسري به دلیل
 راخی يدههولی در  اندداشتهدر تاریخ ریاضیات ی و نداشتن تعبیر هندسی واضح، کاربرد کم

                                                                                                                                          
 .m_behroozifar@nit.ac.irرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله: آد - 1

2- Fractional optimal control problems 
3- Mathematica software 

mailto:m_behroozifar@nit.ac.ir


  2                                  يدوبعد يکسر نهیمساله کنترل به حل عددي

   
 

اقتصادي  مسائلو  ، مهندسیپایه علوم ازجملهمختلف  کاربردهاي زیادي از آن در موضوعات
 از، انتقال گرما، الکتروشیمی، بیوشیمیفرآیند انتشار گ سازيمدلنمونه از  عنوانبهکه  شدهدیده

  نام برد. توانمی

اي از ریاضیات است که به بررسی و تحقیق در مورد حساب دیفرانسیل و انتگرال کسري شاخه
وجود و یکتایی جواب براي . پردازدخواص و کاربردهاي انتگرال و مشتقات مراتب دلخواه می

  .]2و  1[ محققان زیادي بررسی شده استانتگرال کسري توسط -معادلات دیفرانسیل

ی و آوردن جواب تحلیل به دستبراي  حلیراهفیزیکی دنیاي واقعی،  هايسیستمراي بسیاري از ب
مسائل از جایگاه  گونهاینتقریبی و عددي براي حل  هايروشدقیق وجود ندارد، به همین دلیل 

-براي حل معادلات دیفرانسیل تحلیلییمهنچندین روش عددي و  اخیراًبرخوردار است.  ايویژه
ست دینامیکی بیان شده ا هايسیستمانتگرال کسري، معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی و 

 3، روش آشفتگی هموتوپی]8-10[ 2، روش تکراري تغییراتی]3-7[ 1مثل روش تجزیه آدومیان
   .]14[ 6محلیهمو روش  ]13[ 5، روش تائو]13[ 4، روش آنالیز هموتوپی]12و  11[

 ريدیفرانسیل و انتگرال کس حساببهمربوط  مسائلکنترل بهینه کسري نوع دیگري از  مسائل
 کنترل بهینه کسري دوبعدي مسئلهمحققان زیادي قرار گرفته است. براي مثال،  موردتوجهکه 

است و  شدهگرفتهبکار  مسئلهشده و روش ریتس براي حل عددي این  ارائه] 15[ زیر در مقاله
 در اینبکار گرفته شد.  مسئلهي حل این ] موجک مونتز لژاندر دو بعدي را برا16بعد در مقاله [

   دهیم: ارائهزیر  مسئلهمقاله درصدد آن هستیم که یک روش عددي جدیدي براي حل 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )m in , , , , , , , , , ,
b a f fJ u x t G x t f x t u x t x t x t dxdt

x t
∂ ∂   =    ∂ ∂ ∫ ∫

0 0

     (1) 

0  که x a≤ 0 که ≥ t b≤   تحت قید و ≥

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,   
2

1 2 0
f f fx t a x t a x t a f x t h x t u x t

x t x x

α β

α β

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
   (2) 

بهطوريکه  ,    0 1α β< ≤  و شرایط مرزي و کرانداري زیر برقرار باشند
( ) ( ) ( ) ( ), , ,1 2        0 0f x f x f t f t= =                            (3) 

                                                                                                                                          
1- Adomian’s decomposition method 
2- Variational iteration method 
3- Homotopy perturbation method 
4- Homotopy analysis method 
5- Tau method 
6- Collocation method 
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)توابع  ),u x t  و( ),f x t نامیده می 2تابع حالت و 1تابع کنترل مجهول هستند که به ترتیب
  .شوند

وجه  ازنظر. استمایز تاشتراك و  ] داراي وجوه17[در این مقاله با روش مقاله  روش بیان شده
از قاعده توان گفت که هر دو از ایده انتقال قید به داخل تابع هدف و نیز استفاده اشتراك می

وجه تمایز می ازلحاظ. ولی اندنمودهلژاندر براي تعیین مجهولات استفاده -گیري گاوسانتگرال
ترل کن مسئلهو این مقاله بر روي  بعديیککنترل بهینه  مسئله] روي 17[مقاله توان بیان کرد 

 تکنیک داريکرانبا توجه به متفاوت بودن شرایط اولیه و  نیز و اندبهینه دو بعدي متمرکز شده
ریزي شده است که از مقاله روش طوري پایه در این. استانتقال شرایط به تابع هدف متمایز 

عملیاتی مشتق و هاي ] از ماتریس17[ در مقالهتی مشتق کسري استفاده شود اما ماتریس عملیا
عملیاتی جدید ] نیز با تعریف و کاربرد ماتریس 15[ انتگرال کسري استفاده گردیده است. مقاله

جهت  .است توجهقابلاست که  گرفتهیشپدر  مسائلگونه مسیر جدید و متفاوتی را در حل این
  مطالعه کنند.را  ]19و  18مقالات [توانند می مندعلاقهخوانندگان ، اطلاعات بیشتر

را  موردنیازو مقدمات این مقاله تعاریف  2بخش که در  بخش تنظیم شده 6 مطالب این مقاله در
 . در بخششودمیکسري کاپوتو ارائه جزئی  ماتریس عملیاتی مشتق 3بخش نماییم. در ارائه می

ملکرد بررسی ع منظوربهانتگرال کسري مطرح و -براي تحلیل عددي معادلات دیفرانسیل روشی 4
 رؤیتبلقا 5 شده است که نتایج عددي در بخش سازيپیاده، این مدل بر روي چند مثال هاآن

   .گرددمختصر بیان می طوربهنتایج برآمده از این مقاله  6 در بخش و است

  ف و مقدماتتعاری -2

 هاي لژاندرايچندجمله -2-1

) فرض کنید ) iq x بازهدر اي لژاندر چندجمله [ ,   فرمول بازگشتیکه از  باشد −11[

( ) ( ) ( ), , ,1 1
2 1         1 2

1 1i i i
i iq x xq x q x i
i i+ −

+
= − = …

+ +
 

   ( ) ( ), .0 11q x q x x= =  

) اياگر چندجمله. آیدمی به دست ) iq x را به بازه بسته[ ] ,a b اي انتقال دهیم به چندجمله
  شود که در رابطه بازگشتیاطلاق می یافتهانتقالاي لژاندر حاصل، چندجمله

                                                                                                                                          
1- Control function 
2- State function 
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( ) ( ),    ,0 1
2 1 s a bP s P s

b a
− −

= =
−

 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) , , , ,1 1

2 1 2
       1 2 3

1 1j j j
j s a b jP s P s P s j

j b a j+ −

+ − −
= − =

+ − +
…    (4) 

] هر بازد یافتهانتقال لژاندر هايايچندجملههمچنین . کندصدق می ] ,a b ند و داریممتعامد  

( ) ( )
          ,

   .

0

2 1

b

m n
a

m n
P s P s ds b a m n

m

≠
= −

= +
∫  

  کسري کاپوتوجزئی مشتق  -2-2

] فرض کنید ] [ ]: , ,f a b c d R× 0α و →  مرتبه مشتق کسري باشد.  <

) تابع α چپ از مرتبهوي کسري کاپوتجزئی مشتق  , )f x t متغیرهاي نسبت به x صورتبه 
  :شودمیزیر تعریف 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
Г

11 x n
n

n
a

f fx t x t d
x n

α
α

α

α
α

α
α

µ µ µ
α µ

− −∂ ∂
= −

∂ − ∂∫  

1n  کهطوريبه nα αα− < ≤ )nα و نیز نمادستاطبیعی  عدد ( ( )Γ  .استبیانگر تابع گاما  ⋅
 نوانعبهاز آن  واست در حساب دیفرانسیل کسري  و پرکاربرد تابع گاما یکی از توابع اساسی

مجموعه اعداد حقیقی و مختلط با بخش  تابع گاما در شود.یاد مینیز تعمیم تابع فاکتوریل 
)  . تابع گاما یا انتگرال اویلر نوع دوم را با نمادشودمیحقیقی مثبت تعریف  )Γ p نمایش می

  صورتبهدهیم و 

( ) ( )Γ ,1

0

0t pp e t dt e p
∞

− −= >∫          R  

) ،گامابا توجه به تعریف انتگرالی تابع . شودتعریف می )Γ 1p ) و = ) ( )Γ Γ1p p p+   .است =

  اتریس عملیاتیم -2-3 

)  کلی، اگر در حالت )m xφ1اتریس عملیاتی دوگاني از توابع مستقل خطی باشد آنگاه مبردار، 
  صورتبهبه ترتیب  mD ماتریس عملیاتی مشتقو  mpماتریس عملیاتی انتگرال

                                                                                                                                          
1- Dual operational matrix 
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( ) ( ) ( ) ( ), ,
b

T
m m m m m

a

Q x x x x dxφ φ φ φ= = ∫  

( ) ( ) ,
x

m m m
a

t dt P xφ φ∫ ;  

( ) ( )  .m m m
d x D x
dx

φ φ;  
)، بردار در این مقاله. دنشوتعریف می )m xφ از درجه یافتهانتقال اي لژاندرچندجملهm در نظر

هاي عملیاتی مشتق و . در ضمن، ماتریساندشدهیانببا جزئیات  2که در بخش  اندشدهگرفته
 ندمعلاقهکه خوانندگان  اندتوضیح داده شده یلتفصبه] 20[ مقالهاي لژاندر در انتگرال چندجمله

  توانند به آن مراجعه کنند.می

 کسري کاپوتو ماتریس عملیاتی مشتق -3

اي لژاندر را در حالت کلی نشان قضیه زیر ماتریس عملیاتی مشتق کسري کاپوتو با چندجمله
)و vبهعملگر مشتق کسري کاپوتو از مرت vD  که دهدمی ) vD تق کسري ماتریس عملیاتی مش

  .است vهمرتبکاپوتو از 

) فرض کنید ]21[ :1قضیه  ) ( ) ( ) ( ), , ,0 1
T

m mx P x P x P xφ =   L هايايبردار چندجمله 
0vو لژاندر   هباشد. آنگا  <

( ) ( )( )v v
m mD x D xφ φ;  

) که  ) vD ماتریس عملیاتی مشتق ( ) ( )1 1m m+ ×    صورتبه v از مرتبه +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , ,

, , , ,

0 0 0 0

0 0 0 0
0 1 2

 

0 1 2

0 1 2

v v v vv

v v v v

v v v v

v v v v m
D

i i i i m

m m m m m

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆ 

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 

 

L
M M M M M

L
L

M M M L M
L

M M M L M
L

  

   کهاست  
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( ),
i

v ijk
k v

i j δ
=  

∆ = ∑  

  صورتبه ijkδ و 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

Г Г Г α β
Г α β Г β Г α β Г !

Г α Г Г β
Г β Г β ! !

i k v

ijk
j

j lj

l

L j i i k
h k i k v i k

j l l k
l l k j l

α β β β
δ

β α
α

− + − +

−

=

− + + + + + + + +
=

+ + + + + + + + − + −

− + + + + + + + − +
×

+ + + + + − + −∑

1

0

1 1 1 1
j 1 1 1 1

v1 1 1 1
         

v l1 2

 

) رهمچنین د .شودمحاسبه می )vD ،v   ست.سطر اول ماتریس صفر ا  

  مسئلهتشریح حل عددي   -4

رائه ا )3(و  )2(همراه با قیود  )1( يمسئلهدر این بخش یک روش عددي براي حل عددي 
) یافتهانتقالاي لژاندر چندجملهدو  براي این منظور. هیمدمی )iL x  و( )jL t  بربه ترتیب 

]هاي بازهروي  ],0 a  و[ ],0 b گیریمدر نظر می زیر صورتبه) 4( مطابق رابطه  

( ) ,      ,     , , , ., ,2 1 0 0 1 2i iL x P x x a i m
a

 = − ≤ ≤ = … 
 

  

( ) ,     ,    , , , ., .2 1 0 0 1 2j jL t P t t b j n
b

 = − ≤ ≤ = … 
 

  

) دومتغیرهدر ابتدا روشی براي تقریب تابع   ),K x t  تابع کنیم. بیان می( ),K x tتوان می را
) یافتهانتقالهاي لژاندر ايصورت زیر با کمک چندجملهبه ( )) ,( ( ))0 0  n m

j j i iL t L t=   :تقریب زد =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
0 0

m n
T

i ij j m n
i j

K x t L x C L t x C tφ φ
= =

=∑∑;  

) که  ) ( ) ( ) ( ), , ,  0 1
T

n nt L t L t L tφ =  …  ،( ) ( ) ( ) ( ) , , ,0 1
T

m mx L x L x L xφ =  …   و   

, , ,

, , ,

   
1 1 1 2 1 1

1 1 1 2 1 1

n

m m m n

C C C
C

C C C

+

+ + + +

 …
 =  
 … 

M M M M  

  از رابطه  C که ماتریس مجهول 
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( ) ( ) ( ),1 1

0 0

a b
T

m m n nC Q x K x t t dtdx Qφ φ− − 
=  

 
∫∫  

  .آیدمی به دست 

) کنیمفرض می (1) کنترل بهینه مسئله جواب حال براي تقریب , )
2f x t

x t
∂

∂ ∂
  صورتبهرا 

( ) ( ) ( ),
2

T
m n

f x t x C t
x t

φ φ
∂

∂ ∂
;                                              (5) 

   آنگاه. تقریب بزنیم 

( ) ( ) ( )', , .
2

2
0

xf fx t f t s t ds
t s t

∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∫                                     (6) 

  :داریمارائه شده است،  3-2بخش ی که در ریفابا استفاده از تع 

( ) ( )
0

x
T T T
m m ms ds x pφ φ≅∫                                                  (7) 

 ) خواهیم داشت:7( در )6( و )5( طبا جایگذاري رواب 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' '

'

, ,
2

2 2
0 0

2

x x
T
m n

T T
m m n

f fx t f t s t ds f t s C t ds
t s t

f t x p C t

φ φ

φ φ

∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂

+

∫ ∫ ;
 

  و بنابراین

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )'

, ,    

 

t

t t
T T
m m n

ff x t f x x r d r
r

f x f r d r x P C r d rφ φ

∂
= +

∂

+ +

∫

∫ ∫

1
0

1 2
0 0

           ;
         (8) 

) با فرضاکنون،  ) ( ) ( )1 1 T
m nf x x F tφφ; ،( ) ( ) ( )'

2 2
0

t
T
m nf r dr x F tφ φ∫  و ;

( ) ( )
0

t

n n nr dr P tφ φ∫    :داریم) 8( دراین روابط و جایگذاري  ;
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, T T T T
m n m n m m n n

T T
m m n n

f x t x F t x F t x P CP t

x F F P CP t

φ φ φ φ φ φ

φ φ

+ +

 = + + 

1 2

1 2           

;
 

1 رض با ف که 2
T
m nk F F P CP= +   آید:می به دسترابطه زیر +

 )9(  ( ) ( ) ( ), .T
m nf x t x k tφ φ;  

  :داریمارائه شده است،  3-2بخش ی که در ریفاتعو  )9رابطه (با توجه به  

( ) ( ) ( ), ,T T
m m n

f x t x D k t
x

φ φ
∂
∂

;                                            (10) 

( ) ( ) ( ), ,T
m n n

f x t x kD t
t

φ φ
∂
∂

;                                             (11) 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
a TaT

m m na
f x t x D k t

x
φ φ

∂
∂

;                                    (12) 

( ) ( ) ( ) ( ), T
m n n

f x t x kD t
t

β
β

β φ φ
∂
∂

;                                            (13) 

  صورت زیر است:به مسئلهسیستم دینامیکی دانیم که می 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
,

a

a
f f fu x t x t a x t a x t a f x t

h x t x t x t

β

β

 ∂ ∂ ∂
= − − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

2

1 2 0
1    (14) 

  :داریم) 14)، در (13)، (12)، (9)، (5( يهارابطهکه با جایگذاري  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, [
,

 ]

TaT T
m n m m n

T T
m n n m n

u x t x C t a x D k t
h x t

a x kD t a x k tβ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

= −

− −

1

2 0

1

          
           (15) 

  کنیمرا در تابع هدف زیر جایگذاري می) 15( و) 11)، (10)، (9(روابط در ادامه  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , ,f fQ x t G x t f x t u x t x t x t
x t

∂ ∂ =  ∂ ∂ 
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با . شودمی استفاده دوگانه انتگرال تقریب براي دوبعدي لژاندر-گاوس گیريانتگرال حال از قانون
شود:زده می صورت زیر تقریبانتگرال دوگانه به می دانیم که ]15[ توجه به مطالب ارائه شده در

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
'

,

!,  
! !0 0

1 1
4 2 2

d b

c a

l l

r s r s
r s

x t dxdt

b a d c b a d c nw w a c
r n r

ξ τ
= =

′− − − − + + + +  − 

∫∫

∑∑

;Q

Q

  

) که ) ( )r r l rw Pξ ξ
−−= −   

222 ) و 1 ) ( )s s l sw Pτ τ′

−−= −   
222  و rξ و یوزن ضرایب 1

sτلژاندر از درجه هايايچندجملههاي ریشه   l و 'l .حال با استفاده از معادله  هستند
  :لاگرانژین داریم

,       , , ., ,  , , .,0 1 2 1 1 2 1
ij

J i m j n
C
∂

= = … + = … +
∂

 

 C و ماتریسحل متمتیکا  افزارنرمو با کمک با روش تکراري نیوتن  غیرخطیکه این دستگاه 
))، تابع 9رابطه (در  C گردد، سپس با جایگذاري مقدارتعیین می ),f x t  14(و از رابطه( ،

)تابع ),u x t ید.آمی به دست  

 نتایج عددي -5

نیم. در کهاي ارائه شده، چندین مثال را در این قسمت بیان میبراي نشان دادن کارایی روش
)و  کاپوتو استفاده شده استتق کسري ها از مشهمه مثال ),mu x t   ،( ),mf x t ، mJ ،

 ( )1mf x و  ( )2mf t  دقیق هايجوابتقریبی براي  هايجوابرا به ترتیب ( ),u x t ،
( ),f x t ،J، ( )1f x و  ( )2f t اي لژاندر از درجه با استفاده از چندجملهm عرفی میم

  ]:15و  16[ دغیرخطی زیر را در نظر بگیری يمسئله .کنیم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
f f f

x t a x t a x t a f x t h x t u x t
x t x x

α β

α β

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

2

1 2 0       (16) 

0  کهطوريبه  3a = − ،  1 1a = − ، 2 3a = −،( ),  2h x t π= ،( ) ( ), 2
2 0 tf t f t e −= و  =

( ) ( , ) ( )3
1 0 2xf x f x e cos xπ−=  βو αا براير کنترل بهینه کسري زیر مسئله اکنون .=

  :زنیمیمهاي متفاوت تقریب 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )min , , , , , .fJ u x t x t f x t f x t u x t dxdt
t

∂   = + + +   ∂ ∫ ∫
23 3

2 2

0 0

       (17) 
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1α  کنترل بهینه کسري فوق را در مسئله: 1 مثال β= تقریب بزنید. جواب بهینه تابع هدف  =
0/ برابر است با 0663673J ) دقیق هايو جواب = ) ( ), cos3 2 2x tf x t e xπ−  و =−

 ( ) ( ),  sin3 2 2x tu x t e xπ− تقریبی تابع  مقدارباشند. با توجه به روش حل ارائه شده می =−
استنباط  توانمی 1از جدول  .شده استمقایسه  دقیقبا جواب  1و در جدول  آمدهدستبههدف 

در ادامه با استفاده شویم. و به جواب بهینه نزدیک می یافتهکاهشخطا nو m کرد که با افزایش
با  آمدهدستبه تقریبی جوابو  دقیق جواببه بررسی و مقایسه  3و  2، 1 يهاشکلاز 
9m n=    .پردازیمیم =

  1مقدار تقریبی تابع هدف در مثال : )1( جدول

α = 1 β = 1  J | |mJ J− 
5m =   5n =  196358/0 1299907/0 
6m =   6n =  149426/0 0830587/0 
7m =   7n =  151519/0 0851517/0 
8m =   5n =  102693/0 0363657/0 
8m =   8n =  101333/0 0349657/0 
9m =   6n =  0638862/0 0024811/0 
9m =   9n = 0658967/0 0004706/0 

 1دگی محاسباتی برحسب ثانیه مثال پیچی: )2( جدول

5m =   5n =  17 
6m =  6n = 22 
7m =  7n = 29 
8m =  5n = 25 
8m =  8n = 37 
9m =  6n = 32 
9m =  9n = 44 

1α این مثال با  β=  ] حل شده است که با مقایسه جدول مقادیر تابع هدف،15[در مقاله  =
با توجه به ارائه نمودار خطاي  ینهمچن. کندیمعمل  تریقدقگردد که روش بهتر و مشخص می

گردد که این روش خطاي کمتري مطلق داده شده براي تابع حالت و تابع کنترل، مشخص می
در جدول nو m کند و بازده بالاتري دارد. زمان محاسباتی لازم براي مقادیر مختلفایجاد می

  بیان گردیده است که حکایت از سرعت سریع بالاي روش دارد. 2
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) نمودار تابع خطاي حالت :)1(شکل  ) ( ) , ,mf x t f x t− 1  برايα β=  در بازه =

[ ] [ ], ,0 3 0  .1براي مثال ×3

  
) کنترل نمودار تابع خطاي :)2(شکل  ) ( ), ,mu x t u x t− 1  برايα β= در  =

] بازه ] [ ], ,0 3 0  .1براي مثال  ×3
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) نمودار تابع خطاي :)3(شکل  ) ( )mf t f t−2 1α  براي 2 β= ] در بازه = ] [ ], ,×0 3 0  1مثال براي  3

0/   ) را براي 17) و (16حال روابط ( :2ل مثا 8α β= . جواب بهینه تابع هدف در نظر بگیرید=
0/با برابر است 0872175J )  و جواب دقیق = ) ( ), cos3 2 2x tf x t e xπ− )و  =− ),u x t 

 قدارم. با توجه به روش حل ارائه شده نمایدیمتابعی مناسب که در این سیستم دینامیکی صدق 
با  در ادامه  .شده استمقایسه  دقیقبا جواب  3و در جدول  آمدهدستبهتقریبی تابع هدف 

6nکه با  تقریبی جواب دقیق و جواببه بررسی و مقایسه  6و  5، 4 هايشکلاستفاده از  و =
 9m 0/  . این مثال با پردازیممی ،آمدهدستبه = 8α β= ] حل شده است 16,15[در مقاله  =

انجام داده است که با  ]15 ,22-24[بین روش موجود در مقالات  ايمقایسه] 16و در مقاله [
حتی  ]15 ,22-24[ هايکه این روش ما نسبت به هر روشگردد توجه به آن مقایسه، معلوم می

دهد. از روي نمودار خطاي مطلق براي تابع می به دست تريدقیقهاي کمتر، جواب با تعداد پایه
] نسبت به 16اما روش [؛ ردد که این روش کارایی خوبی داردگحالت و تابع کنترل، مشخص می

استفاده از  به خاطر] 16بهتري داده که دلیل آن این است که در مقاله [ شده جواب ارائهروش 
جواب بهتري نیز حاصل شده است. در  طبیعتاًهاي بیشتري استفاده نموده که موجک از پایه

m,ثانیه براي مقادیر مختلف  برحسبزمان محاسباتی لازم  2جدول  n  ارائه شده است که بیانگر
  گردد.که این خود یکی از مزایاي مهم این روش محسوب می استپیچیدگی محاسباتی کم روش 

 2مقدار تقریبی تابع هدف در مثال : )3(جدول 

/α = 0 8 /β =0 8   J | |mJ J− 
5m =   3n =  342507/0 2552895/0 
7m =   3n =  336373/0 2491555/0 
8m =   4n =  131702/0 0444845/0 
8m =   8n =  178156/0 0909385/0 
9m =   6n =  0789793/0 00823382/0 
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 2مثال پیچیدگی محاسباتی برحسب ثانیه : )4(جدول 

5m =  3n = 121 
7m =  3n = 129 
8m =  4n = 141 
8m =  8n = 172 
9m =  6n = 158 

  
) نمودار تابع خطاي حالت :)4(شکل  ) ( ) , ,mf x t f x t− 0/  براي 8α β= در  =

] بازه ] [ ], ,0 3 0  .2براي مثال  ×3

  
) کنترل نمودار تابع خطاي :)5(شکل  ) ( ), ,mu x t u x t− 0/  براي 8α β= = 
] در بازه ] [ ], ,0 3 0   .2براي مثال  ×3
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) نمودار تابع خطاي :)6(شکل  ) ( )mf t f t−2 α/  براي 2 β= =0 در بازه  8

[ ] [ ], ,×0 3 0   2براي مثال  3

0/  ) را براي 17) و (16حال روابط ( :3مثال   8α 0/ و  = 9β . جواب بهینه در نظر بگیرید=
0/  تابع هدف برابر است با 0826612J )و    جواب دقیقو  = ),u x t که در این  تابعی مناسب

تقریبی تابع هدف  مقدار. با توجه به روش حل ارائه شده نمایدیمسیستم دینامیکی صدق 
   .شده استمقایسه  دقیقبا جواب  5و در جدول  آمدهدستبه

 3ابع هدف در مثال مقدار تقریبی ت :)5(جدول 

/α = 0 8 /β = 0 9  J | |mJ J− 
5m =  3n = 344759/0 2620978/0 
7m =  3n = 34117/0 2585088/0 
8m =  4n = 130368/0 04776068/0 
8m =  8n = 125127/0 0424658/0 
9m =  6n = 0760607 0066005/0  

 3مثال یدگی محاسباتی برحسب ثانیه پیچ: )6(جدول 

m = 5  n = 3 123 
m = 7  n = 3 128 
m = 8  n = 4 144 
m = 8  n = 8 175 
m = 9  n = 6 160 
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که با  تقریبیجواب دقیق و جواب به بررسی و مقایسه  9و  8، 7 هايشکلدر ادامه با استفاده از 
6n 9m و = . در این مثال تقریب تابع هدف دقت مناسبی دارد و پردازیممی ،آمدهدستبه =
 دهد.دقیقی می نسبتاًهاي تقریبی توان دریافت که روش ارائه شده جوابمی 9و  8، 7 هايشکل از

  زمان محاسباتی لازم براي اجراي روش ارائه گردید. 6در جدول  همچنین

    
)حالت نمودار تابع خطاي :7شکل  ) ( ) , ,mf x t f x t−  0/  براي 8α 0/ و  = 9β = 

] در بازه ] [ ], ,0 3 0   .3براي مثال  ×3

  

)کنترل نمودار تابع خطاي :)8(شکل  ) ( ), ,mu x t u x t−  0/  براي 8α و   =
 /0 9β ]هدر باز = ] [ ], ,0 3 0   .3براي مثال  ×3
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)نمودار تابع خطاي  :)9(شکل  ) ( )2 2mf t f t− 0/  براي 8α 0/ و  = 9β در  =

] بازه ] [ ], ,0 3 0   .3اي مثال بر ×3

  گیريیجهنت -6

اي لژاندر به حل عددي مسائل هاي چندجملههاي عملیاتی پایهدر این مقاله، با استفاده از ماتریس
]در مستطیل کنترل بهینه کسري دو بعدي  ] [ ], ,0 3 0  انتگرال دوگانه تقریبپرداختیم. براي  ×3

به یک دستگاه معادلات جبري غیرخطی رسیدیم که ه و استفاده نمود لژاندر-قاعده گاوساز 
شود. پیچیدگی محاسباتی لازم براي متمتیکا حل می افزارنرمبا استفاده از  این دستگاه یتدرنها

که این خود  استها ارائه شده است که بیانگر پیچیدگی محاسباتی کم این روش تمامی مثال
به ما این اطمینان را  آمدهدستبهنتایج عددي گردد. یکی از مزایاي مهم این روش محسوب می

  .است اعتمادقابل مسئلهدهد که این روش براي انجام محاسبات و تقریب می
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Abstract 
 In this article, we present a numerical method for solving a class of two-
dimensional fractional optimal control problems by the Legendre polynomial 
basis with fractional operational matrix. It should be mentioned that the 
dynamic system of the problem is based on the Caputo fractional partial 
derivative. This method, the dual integral is approximated by Gauss-Legendre 
rule, and then by using the Lagrangian equation, a nonlinear equation is 
obtained. This nonlinear equation set is solved by Newton's iterative method 
and unknown coefficients is determined. Finally, the proposed method was 
applied on a fractional problem with the different degree of fractional 
derivative. Also, the CPU time of method is exhibited. It is notable that all 
calculations were obtained by the Mathematica software. 

Keywords: Partial differential of fractional Caputo, Legendre polynomial, 
Operational matrices, Legendre-Gauss integration rule. 
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