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)(مقاومت -در ادبیات تحقیق، استنباط آماري براي پارامتر تنشچکیده: YXPR بسیار  =<

هاي در توزیع لیندلی توانی و بر اساس دادهRبرآورد پارامتر  است. اخیراً نیز قرارگرفته موردتوجه
هاي رکوردي اما در عمل ممکن است با داده ؛انجام شده است ]8[ط قیطانی و همکاران کامل توس

از همه مشاهدات قبلی خود باشند،  تربزرگتنها مشاهداتی که  هاآنسروکار داشته باشیم که در 
مستقل  Xو Yشوند. در این مقاله، با فرض اینکه متغیرهاي تصادفی تنش و مقاومت گزارش می

بر R برآورد پارامتر قابلیت اعتماد مسئلهاز یکدیگر بوده و داراي توزیع لیندلی توانی هستند، به 
پردازیم. ابتدا برآورد ماکسیمم درستنمایی و همچنین فاصله هاي رکورد بالایی میاساس داده

آوریم. همچنین، با در نظر گرفتن توابع زیان مربع به دست میRمتر اطمینان مجانبی را براي پارا
برآوردگرهاي بیز فوق  که ازآنجارا محاسبه خواهیم کرد. Rخطا و لاینکس، برآوردگرهاي بیز 

براي  یر مارکوفیزنج کارلويمونتداراي فرم صریحی نیستند، از روش تقریب لیندلی و نیز روش 
مقایسه عملکرد  منظور بهکنیم. سپس به دست آوردن تقریبی از برآوردهاي بیز استفاده می

، هاي واقعیسازي انجام شده است. در انتها با استفاده از دادهارائه شده یک مطالعه شبیه هايروش
  شود.ئه میهاي رکورد بالایی اراهاي انجام شده بر اساس دادهکاربردي از استنباط
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  مقدمه -1

هاي مربوط به طول سازي دادههاي مختلف آماري براي مدلدر مطالعات قابلیت اعتماد از توزیع
  شود. اخیراً توزیع لیندلی توانی با تابع چگالی احتمالفاده میعمر یا زمان بقاي موجودات است
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  و تابع توزیع تجمعی
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هاي طول عمر معرفی یک توزیع جدید براي آنالیز داده عنوانبه ]4[توسط قیطانی و همکاران 
 مدل بنديبسیاري از خواص این مدل را مطالعه کرده و کاربردهاي آن را در  هاآنشده است. 

هاي گاما و وایبل مقایسه کردند. در این مقاله، توزیع لیندلی توانی با هاي واقعی با توزیعداده
),(را با  δو  γپارامترهاي  δγPL خواهیم داد. نشان  

هاي مختلف همواره از جایگاه مهمی برخوردار ها و جامعهدر مباحث علم آمار، مقایسه بین کمیت
 از مباحث آماري توجهیقابلمقایسه، بخش  هايروشتوان گفت معرفی بوده است. در حقیقت می

یت اعتماد از ویژه در نظریه قابلرا به خود اختصاص داده است. این موضوع در تحلیل بقا و به
پژوهشگران  يموردمطالعهي متنوعی مقایسه هايروشاهمیت بیشتري برخوردار بوده و 

وده و ب موردتوجههاي اخیر بسیار است. یک شکل از مقایسه بین دو متغیر که در دهه قرارگرفته
)(یک مدل احتمالی در مسائل مختلف استفاده شده است، مقدار پارامتر  عنوانبه YXPR >= 

را مقاومت (مدت  X مقاومت مشهور است. اگر متغیر -این احتمال بیشتر به نام مدل تنش .است
زمان دوام و طول عمر) یک سیستم در نظر بگیریم که در محیط مورد استفاده، تحت تنش 

را نشان  موردنظرمیزان قابلیت اعتماد سیستم  R قرار دارد؛ در این صورت، مقدار Y تصادفی
خواهد داد. بر طبق این تعریف اگر تنش وارد بر سیستم از مقاومت سیستم بیشتر باشد، سیستم 

دهد سیستم تا زمانی با موفقیت به عملکرد خود ادامه می دیگرعبارتبهشود و با شکست روبرو می
YX که باشد، یعنی سیستم مقاومت لازم براي فائق آمدن بر تنشی که در معرض آن  <

ي طول عمر دو دستگاهی که از دو در مقایسه R استفاده از احتمال را داشته باشد. قرارگرفته
 يواسطهبهاند، از کاربردهاي مهم این معیار مقایسه است. همچنین روش مختلف تولید شده

ي پزشکی مخصوصاً ها در حیطههاي اخیر در پزشکی، کاربردهاي مختلفی از این مدلرفتپیش
هاي زمانی متفاوت) آغاز شده وضعیت بیمار در بازه ينمونه مقایسه عنوانبهبالینی ( هايآزمایش

هاي قاومت از مدلتوزیع متغیرهاي تنش و م کهوقتی R است. در ادبیات تحقیق، برآورد پارامتر
 است. براي مطالعه بیشتر در این زمینه مراجع قرارگرفته موردتوجهمختلف آماري باشند، بسیار 

  را ملاحظه نمایید. ]7، 6، 5، 2، 1[
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بر اساس  Rمقاومت  -استنباطی را براي پارامتر تنش هايروش ]8[اخیراً قیطانی و همکاران 
قرار  مطالعه مورددلی توانی و با استفاده از اطلاعات کامل همه واحدهاي آزمایشی توزیع لین

اما در برخی کاربردهاي عملی ممکن است اطلاعات مربوط به همه واحدهاي آزمایش در  ؛اندداده
) از مشاهدات ماقبل خود هستند، گزارش ترکوچک( تربزرگدسترس نبوده و فقط مشاهداتی که 

ي از همه تربزرگاي . اگر مشاهده]3[هایی را مقادیر رکوردي گویند ن دادهچنیشوند. این
ي مشاهدات قبلی باشد، از همه ترکوچکاي مشاهدات قبلی باشد، رکورد بالایی و اگر مشاهده

 طوربههاي به دست آمده هایی دادهشود. در چنین آزمایشرکورد پایینی نامیده می
هاي جویی در آزمایشتواند به صرفهاز حد نمونه کامل است که می ترکوچک ايملاحظهقابل

شناسی و رویدادهاي ورزشی پرهزینه کمک کند. همچنین در مطالعات هواشناسی، آب
اخیر  هايسالشوند. در هاي رکوردي حفظ و ذخیره میهایی وجود دارند که فقط دادهموقعیت

است.  قرارگرفته موردتوجههاي رکوردي با استفاده از داده Rمقاومت -برآورد پارامتر تنش
)(برآورد  مسئلهبه  ]9[و همکاران  اصغر زاده مثالعنوانبه YXP براي توزیع نمایی  <

 ]11[و وانگ و همکاران  ]10[هاي رکورد پایینی پرداختند. باکلیزي یافته با استفاده از دادهتعمیم
را  Rظر گرفتن توزیع وایبل براي متغیرهاي تنش و مقاومت، استنباط آماري پارامتر با در ن

هاي رکورد بالایی، به برآورد با استفاده از داده ]12[قرار دادند. تاروردیزاده و احمدپور  موردبررسی
  ند.شکل پرداختوان دوپارامتريدر مدل  Rپارامتر 

هاي رکورد بر اساس داده Rبرآورد پارامتر  يمسئلهبا توجه به اینکه تاکنون در متون تحقیق 
ردازیم. پبالایی در توزیع لیندلی توانی در نظر گرفته نشده است، در این مقاله به این مهم می

دو فرایند رکوردي در مطالعات هاي ارائه شده در این مقاله، مقایسه اهمیت کاربردي استنباط
 هاي مختلفبراي مقایسه شرایط محیطی مفرط در ماه هاآنتوان از می مثالعنوانبه. استمختلف 

تواند را بررسی نمود. مثال دیگر می توجهقابلسال استفاده کرده و وجود یا عدم وجود اثرات فصلی 
هاي رکورد بالایی باشد. براي انجام از دادههاي ورزشی مردان و زنان با استفاده مقایسه توانایی

 هايعتوزیکنیم که متغیرهاي مقاومت و تنش به ترتیب داراي فرض می ها در این مقالهاستنباط
)لیندلی توانی  , )PL γ δ1  و( , )PL γ δ2 که هر سه پارامتر  هستند. ابتدا در حالتیγ، δ1 و

δ2  نامعلوم باشند، برآورد ماکسیمم درستنماییR  را به دست آورده و از آن براي ساختن فاصله
هاي مختلف، اطمینان مجانبی استفاده خواهیم کرد. سپس با در نظر گرفتن تابع زیان

اما با توجه به اینکه برآوردگرهاي بیز فوق داراي  ؛کنیممعرفی می Rرامتر برآوردگرهاي بیز پا
زنجیر مارکوفی براي به دست آوردن تقریبی از  کارلويمونتفرم صریحی نیستند، از روش 

استفاده  (HPD)ترین چگالی پسین اعتبار مرتفع هايناحیهبرآوردهاي بیزي و نیز ساختن 
معلوم باشد، براي یافتن تقریبی از برآوردگرهاي  γم. سپس در حالتی که پارامتر مشترك کنیمی
 هايروشارائه کاربردي عملی از  منظوربه درنهایت، از تقریب لیندلی استفاده خواهیم کرد. Rبیز 
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)(استنباطی ذکر شده در این مقاله، از مدل  YXP گوگرد در  اکسیدديبراي مقایسه غلظت  <
کنیم. در این مقاله از لانگ بیچ کالیفرنیا استفاده میهاي هاي مختلف سال بر اساس دادهماه

,شود: فرض کنید زیر براي رکوردها استفاده می نمادگذاري ,...X X1 اي از متغیرهاي دنباله 2
);(با تابع توزیع تجمعی  همتوزیعتصادفی مستقل و  θxF  و تابع چگالی احتمال);( θxf 

ijباشند. اگر به ازاي هر  > ،ij XX در این  را یک رکورد بالایی گوییم. jXباشد، مشاهده  <
  شود با:رکورد بالایی برابر می nتوأم صورت تابع چگالی احتمال 
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)که در آن  ,..., )nx x= 1x  بردار مقادیرn  در ادامه، ابتدا ساختار تابع ]13[ استرکورد اول .
شود و با استفاده از آن، برآورد دوم ارائه میهاي رکورد بالایی در بخش درستنمایی بر اساس داده

آید. سپس، برآوردیابی به دست می Rماکسیمم درستنمایی پارامترها و فاصله اطمینان مجانبی 
گیرد. در بخش سوم، قرار می موردبررسیتحت توابع زیان مربع خطا و لاینکس  R پارامتربیز 
معلوم باشد، به دست  γدر حالتی که پارامتر ردگرهاي ماکسیمم درستنمایی و بیزي را برآو
بررسی دقت عملکرد برآوردگرهاي به  منظوربهسازي آوریم. در بخش چهارم، مطالعه شبیهمی

ده براي برآورد هاي ارائه ششود و در پایان با استفاده از یک مثال عملی، روشدست آمده ارائه می
  تشریح خواهند شد. R پارامتر

  نامعلوم  γ ضرا فب Rبرآورد پارامتر -2

)لیندلی توانی  هايتوزیعبه ترتیب داراي  Yو  Xمتغیرهاي تصادفی  فرض کنید , )PL γ δ1  و
( , )PL γ δ2 برابر  موردنظر) پارامتر قابلیت اعتماد 2) و (1هاي (باشند. آنگاه با استفاده از رابطه

  شود بامی

)4(    ,R P X Y δ δ δ
δ δ δδ δ δ δ δ δ
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را با استفاده از دو  Rرا ببینید). در ادامه این بخش برآورد پارامتر  ]8[قیطانی و همکاران (
  آوریم.دیدگاه کلاسیک و بیزي به دست می

  R برآورد ماکسیمم درستنمایی -2-1

=),...,(فرض کنید  1 nuuu هاي بردار رکوردهاي بالایی مشاهده شده از توزیع( , )PL γ δ1  و
kv v1= ( ,..., )v ار رکوردهاي بالایی از توزیع برد( , )PL γ δ2  با استفاده از اینصورتباشند. در ،

  شود با)، تابع درستنمایی رکوردهاي مشاهده شده برابر می3ي (رابطه
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زیر  صورتبهδ2و γ،δ1هاي درستنمایی براي پارامترهاي )، معادله6با استفاده از رابطه (
  خواهند بود:
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 ،γهاي صریحی براي جوابتوان شود از سیستم معادلات فوق نمیکه ملاحظه می طورهمان
δ1 و δ2  استفاده  هاآنمحاسبات عددي غیرخطی براي حل  هايروشبه دست آورد و باید از

استفاده کرده و  ]14[سازي و تحلیل داده، از ایده پاك و همکاران هاي شبیهبخش نمود. لذا در
را به کار خواهیم  Rافزار در نرم nlminbبراي به دست آوردن مقادیر ماکسیمم درستنمایی تابع 
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 γ̂،δ̂1را به ترتیب با  δ2و γ،δ1برآوردهاي ماکسیمم درستنمایی پارامترهاي  پسازاینگرفت. 
دهیم. با در دست داشتن برآوردهاي فوق و با استفاده از خاصیت پایایی نمایش می δ̂2 و

)(مایی برآوردگرهاي ماکسیمم درستنمایی، برآورد ماکسیمم درستن 21 δδ ,RR  شودمیبرابر  ≡
)(با  21 δδ ˆ,ˆˆ RR = .  

استفاده  ]15[ماکسیمم درستنمایی  برآوردگرهايدر ادامه از خاصیت نرمالیتی توزیع مجانبی 
باید  آوریم. براي این منظور ابتدابه دست می Rکرده و فاصله اطمینان مجانبی را براي پارامتر 

  عناصر ماتریس اطلاع فیشر 
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 صورتبههاي ماتریس فوق )، محاسبه درایه6اما با توجه به فرم تابع درستنمایی ( ؛را محاسبه کنیم
هاي ي برآوردگرکواریانس مشاهده شده-. بنابراین، ماتریس واریانسنیستپذیر تحلیلی امکان

  صورتبهسیمم درستنمایی را ماک

)11    (















=

























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

−=Σ

−

===

333231

232221

131211

1

)2211(
2

2

2

2

1

2
2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

σσσ
σσσ
σσσ

γδγδγ

γδδδδ

γδδδδ

δδδδγγ ˆ,ˆ,ˆ

ˆ

LLL

LLL

LLL

  

  صورتبههاي آن که درایه ،آوریمبه دست می

,
logloglog

logloglog

2

2

2

21

12

2
2

1

1

21

11

12

1

2

1

2
2

2
122

2

1

)(1
1

)(1)(

)()()(









+

+

+
−









+

+

+
−+

+−−
+

−=
∂
∂

∑∑∑

∑
−

=

−

==

=

γ

γ

γ

γ
γ

γγγ

δ
δδ

δ

δ
δδ

δ

δδ
γγ

j

jj
k

j
i

ii
n

i
jj

k

j

ii

n

i
kknn

v

vv

u

uuvv

uuvvuuknL

 



)(برآورد پارامتر قابلیت اعتماد              YXPR   112           در توزیع لیندلی توانی... =<

   
 

,2
11

2
1

11
1

1
2

1
2

1

1
2

1
2

1

2

)1)(1)((
1)(21)2(

1)(
24

γ

γ

δδδ
δδ

δδ
δδ

δ i

i
n

i u
unL

+++
+++

+
+

++
−=

∂
∂ ∑

−

=

 

,2
22

2
2

22
1

1
2

2
2
2

2
2
2

2
2

2

)1)(1)((
1)(21)2(

1)(
24

γ

γ

δδδ
δδ

δδ
δδ

δ j

j
k

j v
v

kL
+++

+++
+

+
++

−=
∂
∂ ∑

−

=

 

,loglog 2

1

1

1

1
2

11

2

1

2

1
1

1)(
1









+

+
+

−−=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ ∑

−

= γ

γ
γ

δ
δδγδδγ

i

ii
n

i
nn

u

uuuuLL

.

,
log

log

0

1
1

1)(
1

12

2

21

2

2

2

2

1

1
2

22

2

2

2

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂









+

+
+

−−=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ ∑

−

=

δδδδ

δ
δδγδδγ

γ

γ
γ

LL

v

vv
vvLL

j

jj
k

j
kk

 

مجانبی برآوردگرهاي ماکسیمم  خاصیت نرمالیتی توزیعاکنون با استفاده از  .شوندمحاسبه می
و واریانس  Rداراي توزیع نرمال تقریبی با میانگین  R̂توان گفت )، می]7[درستنمایی (
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α−(1 ،بنابراین فاصله اطمینان تقریبی صورتبه Rبراي پارامتر قابلیت اعتماد  100(
ˆ ˆ( )RR R z α σ∈ ± 2

2
Rσˆکه در آن مقدار  است   گردد:ي زیر محاسبه میاز رابطه 2
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) 0، 1کامل در بازه ( طوربههاي محاسبه شده در فاصله اطمینان تقریبی فوق ممکن است کران

) صورتبهی توان از تبدیل لگاریتمقرار نگیرند. براي رفع این مشکل می ) log( )Rh R
R

=
−1

 
α−(1. در این صورت، فاصله اطمینان تقریبی ]8[استفاده کرد  به فرم  Rبراي پارامتر  100(
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  + + 1 1

  .شوندمیزیر محاسبه از رابطه  Uو  Lآید که در آن به دست می 

),(
)ˆ(ˆ

ˆ
)ˆ

ˆ
log( UL

RR
z

R
R R ≡

−
±

− 11

2

2

σ
α  

  برآورد بیزي  -2-2

در روش استنباط بیزي، محقق نظرات ذهنی بر پایه تجربه و بینش خود را با اطلاعات حاصل از 
نماید تا برآورد بیز پارامترهاي موردنظر را به دست آورد. براي مشاهدات در دسترس ترکیب می

شوند که خود داراي متغیرهاي تصادفی در نظر گرفته می عنوانبهامترهاي مدل این منظور، پار
باشند. سپس براي انجام تحلیل بیزي، معمولاً تابع زیان مربع خطا هاي پیشین احتمال میتوزیع

))()((=))()((2 صورتبه θθθθ ggggLSE )ˆشود که در آن در نظر گرفته می ˆ,ˆ− )g θ  برآوردي
)ابع پارامتر از ت )g θ برآوردگر بیز است .( )g θ  تحت تابع زیان مربع خطا برابر میانگین پسین

ˆ)(آن را با  پسازایناین تابع خواهد بود که  θSEg دهیم.نمایش می  

مربع خطا جریمه یکسانی را براي  که تابع زیان کنیماشارهدر اینجا لازم است به این نکته 
گیرد که در برخی کاربردهاي عملی نامناسب برآوردگرها در نظر می برآورديبیشبرآوردي و کم

ر از تبسیار خطرناك بیش برآوردي مسئلههاي قابلیت اعتماد، است. مثلاً در محاسبه مشخصه
 کند، تابع زیانت را اصلاح میترین توابع زیانی که این محدودی. یکی از مهماستبرآوردي کم

  صورتبهلاینکس است که 

)12(      ,,ˆˆexpˆ, 0 1))()(())]()(([=))()(( ≠−−−− νθθνθθνθθ ggggggLLE   

)شود. برآوردگر بیز تعریف می )g θ شود با تحت این تابع زیان برابر می  

)13                        (]).))(([(1)( datagEgLE |explogˆ θν
ν

θ θ −−=  
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را  Rتوابع زیان مربع خطا و لاینکس برآوردگرهاي بیز پارامتر  در ادامه این بخش، با استفاده از
مستقل از یکدیگر  γو  δ1 ،δ2کنیم متغیرهاي تصادفی آوریم. در ابتدا فرض میبه دست می

  زیر باشند:  صورتبهاما بوده و داراي توزیع پیشین گ
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  شود بابرابر میγو  1δ ،2δاکنون، تابع چگالی پسین توأم 

)16                             ()(1)( 2121
* vu,vu, ;,,|,, γδδπγδδπ

C
=  

∫که در آن  ∫ ∫
∞ ∞ ∞

=
0 0 0 2121 )( γδδδδπ dddC vu,;,,بنابراین، برآوردگرهاي بیز  ؛R  تحت

  شوند باهاي مربع خطا و لاینکس به ترتیب برابر میزیان

)17(        ∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

==
0 0 0 2121 )(1)( γδδγδδπ dddR

C
RERSE vu,vu, ;,,|ˆ

 
  

  و

 )18(                               ]))([(1 vu,|explogˆ RERLE ν
ν

−−=
   

  

∫که در آن  ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−=−
0 0 0 2121 )()(1])([ γδδγδδπνν dddR

C
RE vu,vu, ;,,exp|exp. 

شود، به دست آوردن برآوردگرهاي بیز فوق مستلزم محاسبه نسبت دو که ملاحظه می طورهمان
اي براي برآوردگرهاي بیز ) فرم ساده18) و (17انتگرال بسیار پیچیده است. لذا طبق روابط (
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هاي دامه براي به دست آوردن تقریبی از برآوردگرهاي بیز و ساختن ناحیهنخواهیم داشت. در ا
ز رابطه کنیم. با استفاده اگیري گیبز استفاده میترین چگالی پسین از روش نمونهاعتبار مرتفع

  زیر هستند: صورتبهγو  δ1 ،δ2هاي پسین شرطی براي )، چگالی15(
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هاي شرطی فوق به فرم یک توزیع شناخته شده نیستند و از توزیع کدامهیچتوجه کنید که 
نشان  ]16[ژلمان و همکاران . نیستپذیر نمستقیم امکا صورتهابهآنگیري از بنابراین نمونه

 توان آن را با توزیع نرمالمدي باشد، میاند که اگر یک چگالی پسین تقریباً متقارن و تکداده
هاي شرطی داده ودار توزیع، نمγو  δ1 ،δ2هاي پسین تقریب زد. در اینجا براي بررسی توزیع

که  طورهمانایم. نمایش داده 1) را با ازاي مقادیر مختلف پارامترها در شکل 21(-)19شده در (
ولید بنابراین، براي ت ؛باشندهاي شرطی فوق تقریباً شبیه توزیع نرمال میشود توزیعمشاهده می

  کنیم.پیشنهادي نرمال استفاده می هستینگز با توزیع -، از الگوریتم متروپلیسهاآننمونه از 

  گیري گیبز:الگوریتم نمونه

)(الف) مقادیر اولیه  0
2

0
1

0 δδγ lرا براي پارامترها در نظر گرفته و قرار دهید  ,, = 1 .  

)(ب) با در نظر گرفتن توزیع پیشنهادي نرمال  2
1

1
1 σδ ,−lN متروپلیستم و با استفاده از الگوری-

)(را از  lδ1هستینگز مقدار  1
1

*
1 vu,,| −lγδπ زیر تولید کنید: صورتبه  

lµقرار دهید  • δ −1
1=. 

)()(با استفاده از توزیع نرمال  • 2
1

1
11 σδδ ,−≡ lNq  مقدارτ .را تولید کنید 

}قرار دهید  • })()()/()(1)( ** τµπµτπτµ qqp ii,min, =. 
),(با احتمال  τمقدار  • τµp مقدار  این صورتشود و در غیر پذیرفته میµ  پذیرفته

 شود.می
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)()(توزیع نرمال ج) با در نظر گرفتن  2
2

1
22 σδδ ,−≡ lNq و با استفاده از الگوریتم متروپلیس-

lδهستینگز مقدار  )(را از  2 1
2

*
2 vu,,| −lγδπ  .تولید کنید  

)(را از توزیع  lγمقدار هستینگز -الگوریتم متروپلیسد) با استفاده از  21
*
3 vu,,,| ll δδγπ  و با

)()(استفاده از توزیع نرمال  2
3

1 σγγ ,−≡ lNq .تولید کنید  

l) محاسبه کرده و قرار دهید 4را از رابطه ( lRه) مقدار  l += 1.  

,بار تکرار کرده و  Mو) مراحل ب تا ه را  , ...,lR l M= اکنون با استفاده را به دست آورید.  1
تحت توابع زیان  Rوردهاي بیز پارامتر هاي تصادفی تولید شده توسط الگوریتم گیبز، برآاز نمونه

  شوند با مربع خطا و لاینکس به ترتیب برابر می

)22                                                 (l
M

l
SE R

M
R ∑

=

=
1

1~  

  و

)23                                   (.log~








−= −

=
∑

lR
M

l
LE e

M
R ν

ν 1

11  

(1))(ید همچنین، فرض کن MRR << ,مقادیر مرتب شده  ... , ...,lR l M= باشند. در این  1
به فرم  Rهاي اعتبار براي پارامتر ، ناحیه]17[صورت با استفاده از ایده چن و شاوو 

)(...)( )()())((1(1) MMM RRRR ,,,, αα− اي که داراي هستند. از بین این نواحی اعتبار، ناحیه
  شود.انتخاب می Rترین چگالی پسین براي عنوان ناحیه اعتبار مرتفعکمترین طول باشد به

 بتدااقرار گیرند.  دقت مورد بررسیبهنکته باید توجه کنید که براي اجراي الگوریتم فوق چند 
وردهاي ماکزیمم درستنمایی به توان از برآانتخاب مقادیر اولیه براي شروع الگوریتم است که می

. البته باید اشاره کنیم که معمولاً ]18 [استفاده کرد هاآندست آمده در قسمت قبل براي 
شوند، کاندیداهاي مناسبی از توزیع پسین هایی که در تکرارهاي اولیه الگوریتم تولید مینمونه

ته ها کنار گذاشنقاط اولیه تولید شده از زنجیره نمونه باشند. لذا در عمل، تعدادي ازموردنظر نمی
  گویند.  1مشاهدات سوخته هاآنشوند که به می

                                                                                                                                          
1- Burn-in observations 
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)(( γو  δ1 ،δ2هاي شرطی نمودار توزیع :)1( شکل γα ≡.(  
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  δ1 هاي تولید شده براي پارامتراثر نمونهنمودار  :)2(شکل 

. در صورت وجود استي زنجیره هاي تولید شدهنکته دوم، مشکل خودهمبستگی نمونه
بخش نخواهند ها، برآوردهاي به دست آمده براي پارامترها رضایتخودهمبستگی قوي بین نمونه

د (با کننچند نمونه تولید شده فقط یکی را ذخیره میبود. لذا براي کاهش خودهمبستگی، از هر
نمونه یکی ذخیره  50یکی یا از هر  تا 10 هریکی، از  تا5توجه به میزان خودهمبستگی از هر 

ها گویند. یکی دیگر از نکات مهم در اجراي الگوریتم زنجیره نمونه 1کردن رقیقشود) و به آن می
ر . براي این منظواستاریانس توزیع پیشنهادي نرمال هستینگز، انتخاب مقدار و -متروپلیس

. ]19[استفاده کرد  )11کواریانس (رابطه -هاي داده شده در ماتریس واریانستوان از واریانسمی
نیز استفاده شده است، امتحان کردن مقادیر  ]20[اللهی و همکاران روش دیگر که توسط ولی

هاي ریانس است که منجر به همگرایی بهتر زنجیرهمختلف براي به دست آوردن مقداري از وا
                                                                                                                                          
1- Thinning 
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و  تولید شده گردد. ما در اینجا مقدارهاي مختلفی را براي واریانس توزیع نرمال امتحان کرده
که از شکل  طورهمانایم. رسم کرده 2را در شکل  δ1هاي تولید شده براي نمودار اثر نمونه

) به دست آمده 11کواریانس در رابطه (-(که از ماتریس واریانس σ11قدار شود ممشاهده می2
. (جهت مختصرتر شدن استتوزیع پیشنهادي نرمال  تري براي واریانسبود)، انتخاب مناسب

اند. براي این دو در اینجا گزارش نشده γو  δ1هاي تولید شده از مقاله، نمودار اثر براي نمونه
  همگرایی بهتري را نتیجه دادند). σ33و  σ22پارامتر نیز به ترتیب مقادیر 

هاي تولید شده در الگوریتم، نمودارهاي اثر و یا معیارهاي عددي براي بررسی همگرایی زنجیره
هاي تولید شده هاي واقعی، نمودار اثر نمونهگیرند. در بخش تحلیل دادهتفاده قرار میمورد اس

سازي از معیار عددي تخمین فاکتور کاهشی ارائه و تفسیر شده است. همچنین در مطالعه شبیه
پیشنهاد شده است، براي بررسی همگرایی الگوریتم  ]15[که توسط ژلمان و همکاران  1مقیاس

WVarایم. این مقیاس با استفاده از رابطه هاستفاده کرد  ∆شود که در آن محاسبه می ∆)(
)برآورد پارامتر موردنظر است و  ) ( )Var M W K Z K∆ = − به  Wو  Zکه در آن  1+

تعداد تکرارهاي هر زنجیره است.  Kهستند و  اينمونه ندروو  اينمونه بینهاي ترتیب واریانس
باشد،   1/1کمتر از  موردنظرمقدار محاسبه شده معیار کاهشی مقیاس براي پارامتر  کهدرصورتی

 .هاي تولید شده استدهنده همگرایی نمونهنشان

  معلوم  γ ا فرضب R برآورد پارامتر -3

γمعلوم و برابر  γدر این بخش، با فرض اینکه پارامتر مشترك  است، برآورد ماکسیمم  0
مستقل از  Rمقدار )، 4آوریم. توجه کنید که طبق رابطه (را به دست می Rدرستنمایی و بیز 

  . است γپارامتر 

γبا قرار دادن  γ0= ) تابع درستنمایی براي پارامترهاي 5در رابطه ،(δ1  وδ2 شود با برابر می  

)24(, , ; ( ) ( )
n k n k

u vn k
O i j

i j
L e u v

γγ
δ δ γ γδ δ δ δ

δ δ γ
δ δ δ δ

− −
− − − −

= =

   
∝ × + +   + + + +   

∏ ∏
2 2 1 100 1 11 2 1 21 2 0 0

1 2 0
1 11 2 1 2

( ) 1 1 .
1 1 1 1

u,v  

نمایش  Mδ2ˆو  Mδ1ˆرا با  هاپسآنازاینکه δ2و  δ1ردگرهاي ماکسیمم درستنمایی برآو
در رابطه  Mδ2ˆو  Mδ1ˆدهیم، مقادیري هستند که تابع فوق را ماکسیمم کنند. با جایگذاري می

)( صورتبه R) برآورد ماکسیمم درستنمایی پارامتر 4( 21
MMM RR δδ ˆ,ˆˆ آید. از به دست می =

  توان به فرممی را δ2و  δ1)،  چگالی پسین توأم 15طرف دیگر با استفاده از رابطه (

                                                                                                                                          
1- Scale reduction factor estimate 
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gکه در آن  ،تقریب زد g δ∂ ∂1 1= / ،g g δ∂ ∂2 2= / ،g g δ∂ ∂2 2
11 1= / ،g g δ∂ ∂2 2

22 2= /

 ،g g g δ δ∂ ∂ ∂2
12 21 1 2= = / ،rjj

j
r gW τ∑=
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1 2/l ) به ازاي برآوردهاي 28است. با محاسبه رابطه (ˆMδ1  وˆMδ2  تقریبی از
)(برآورد بیز  21 δδ ,g براي محاسبه  موردنیازهاي موردنظر ما، کمیت مسئلهآید. در به دست می
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تحت تابع زیان مربع خطا قرار  Rاکنون براي به دست آوردن تقریبی از برآورد بیز  .باشندمی
Rgدهیم می =)( 21 δδ   ) داریم:28. آنگاه با استفاده از رابطه (,

)29(  ˆ ˆ M
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Rکه در آن  R δ∂1 1= / ،R R δ∂2 2=   و  /
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Regدهیم تحت زیان لاینکس قرار می Rدن تقریب برآورد بیز براي به دست آور νδδ −=)( 21, .
  داریم:   این صورتدر 
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Wکه در آن  g τ1 1 11= ،W g τ2 2 22= ،Rg e Rνν −−1 1= ،Rg e Rνν −−2 2= ،
Rg e R Rνν ν− −2

11 1 11= [ Rgو  [ e R Rνν ν− −2
22 2 22= [ ].  

  محاسبات عددي   -4

  سازيمطالعه شبیه -4-1

هاي کلاسیک و بیز، برآوردگرهاي مختلفی را براي پارامتر هاي قبل با استفاده از دیدگاهدر بخش
مطالعه  برآوردگرهااین بخش، براي بررسی رفتار این ت آوردیم. در به دس Rقابلیت اعتماد 

و  (AB)شود. در این مطالعه عملکرد برآوردگرها بر اساس میانگین اریبی سازي انجام میشبیه
شوند. براي محاسبه میانگین مربعات مقایسه می (MSE)نیز میانگین مربعات خطاي مقادیر 

هاي مربع خطا و لاینکس به ترتیب از روابط زیر تحت تابع زیان Rخطاي برآوردهاي بیز پارامتر 
  استفاده شده است:
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. علاوه بر این فواصل اطمینان و اعتبار به دست استسازي تعداد تکرارهاي شبیه Nکه در آن 
مقایسه خواهند شد.  )CP(ها و درصد پوشش فاصله )AL(بر اساس میانگین طول  Rبراي آمده 

نامعلوم باشند، سه مجموعه از مقادیر براي پارامترها  γو  δ1 ،δ2ابتدا براي حالتی که پارامترهاي 
, تصوربه , , , / , , , , , / , /γ δ δ1 2( ) = (2 2 1 5) (2 1 1) (2 0 5 1 در نظر گرفته و مقادیر رکورد بالایی را  (5

)(هاي از توزیع 1δγ ,PL  و)( 2δγ ,PL کنیم. در متون تحقیق براي تولید مقادیر رکورد تولید می
ط که توس استاست. روش اول تولید رکوردها با استفاده از تبدیل معکوس  دو روش پیشنهاد شده

مستقیم از توزیع  طوربهارائه شده است و روش دوم تولید مقادیر رکورد  ]13[آرنولد و همکاران 
ذکر شده است. ما در اینجا از روش دوم استفاده  ]19[موردنظر است که توسط ندار و کیزیلاسلان 

ن را لید کرده و آایم. براي این منظور ابتدا یک نمونه تصادفی از توزیع لیندلی توانی توکرده
که ییابد تا زمانکنیم. سپس تولید نمونه از توزیع ادامه میاولین مقدار رکورد ثبت می عنوانبه

تایی از رکوردها به دست nیابد تا نمونه دومین مقدار رکورد بالایی ثبت شود و این کار ادامه می
محاسبه شده و میانگین اریبی  Rد ماکسیمم درستنمایی آید. با استفاده از این رکوردها، برآور

 1بار تکرار این روند در جدول  10000برآوردها و میانگین مربعات خطاي برآوردهاي حاصل از 
به دست آمده و میانگین  Rدرصد براي  95اند. همچنین فاصله اطمینان مجانبی گزارش شده

است. براي ارزیابی برآوردهاي بیز، دو مجموعه  ثبت شده 1در جدول  هاآنول و درصد پوشش ط
,صورتبهها را مختلف از پیشین , , ,i ia b i=1 = 2 =1 2 ,) و I(پیشین  3 , , ,i ia b i= 3 =1 =1 2 3 

هاي نزیا ) در نظر گرفته و با استفاده از الگوریتم گیبز برآوردهاي بیز را تحت تابعII(پیشین 
 75000هاي مارکوف به حجم مربع خطا و لاینکس به دست آوردیم. براي این منظور زنجیره

 کنیم. براينمونه اولیه را حذف می 25000تولید کرده و براي حذف اثر نقاط آغازین، تعداد 
ایم. نمونه فقط یکی را ذخیره کرده 5هاي تولید شده نیز از هر کاهش همبستگی بین نمونه

هاي تولید شده از معیار تخمین فاکتور کاهشی مقیاس مچنین براي بررسی همگرایی زنجیرهه
بودند که  1/1کمتر از  Rایم. مقادیر محاسبه شده کاهش مقیاس براي پارامتر استفاده کرده

، برآوردهاي بیز هاي حاصل. با استفاده از نمونهاستهاي تولید شده دهنده همگرایی نمونهنشان
گزارش  3و  2هاي به دست آمده و میانگین مربعات و میانگین مربعات خطاي برآوردها در جدول

اند. همچنین میانگین طول و درصد پوشش نواحی اعتبار به دست آمده نیز در این دو جدول شده
  اند. گزارش شده

  آیند: هاي زیر به دست مییافته 3الی  1هاي با توجه به جدول

 یابند.با افزایش حجم نمونه، میانگین مربعات خطاي برآوردهاي به دست آمده کاهش می •

از برآوردهاي ماکسیمم  ترکوچکRربعات خطاي برآوردهاي بیز پارامتر میانگین م •
 اند. درستنمایی بوده
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متفاوت بوده است.  νتحت تابع زیان لاینکس با توجه به مقادیر  Rعملکرد برآوردهاي بیز  •
ν/در حالتی که  −= 0 تر از سایر موارد بوده است.  ، میانگین مربعات خطاي برآوردها کوچک5

/همچنین براي مقادیر  ,ν −= 0 5 لاینکس بهتر از زیان  ، عملکرد برآوردهاي بیز تحت تابع زیان1
 مربع خطا بوده است.

  Rی برآورد ماکسیمم درستنمایی و فاصله اطمینان مجانب :)1(جدول 

,γ δ δ1 2( , ) 

 

( , )n k فاصله اطمینان مجانبی برآورد ماکسیمم درستنمایی 

AB MSE AL CP 

)5/1 ،2 ،2( )4،4( 0213/0 0498/0 5122/0 8689/0 
)6،6( 0117/0 0424/0 4687/0 8711/0 

)10،10( 0164/0 0242/0 3823/0 8935/0 
)15،15( 0136/0 0176/0 3078/0 9164/0 

)1،1،2( )4،4( 0046/0 0676/0 5294/0 8231/0 
)6،6( 0055/0 0475/0 4694/0 8762/0 

)10،10( 0170/0 0310/0 3960/0 9027/0 
)15،15( 0091/0 0216/0 3237/0 9145/0 

)5/1 ،5/0 ،2( )4،4( 0235/0- 0268/0 3550/0 8493/0 
)6،6( 0297/0- 0172/0 2873/0 8819/0 

)10،10( 0194/0- 0124/0 2509/0 9023/0 
)15،15( 0152/0- 0097/0 2365/0 9088/0 

رآوردها و نیز میانگین در اکثر موردها، میانگین خطاي برآوردها، میانگین مربعات خطاي ب •
 هستند. ترکوچک Iنسبت به پیشین  IIي پیشین طول نواحی اعتبار بر پایه

هاي اعتبار اطمینان مجانبی تا حدودي کمتر از میانگین طول ناحیه میانگین طول فاصله •
اند. همچنین درصد است. با افزایش حجم نمونه طول فواصل اطمینان و اعتبار کاهش پیدا کرده

هاي اعتبار به بوده است، اما درصد پوشش ناحیه 95ش فاصله اطمینان مجانبی کمتر از پوش
 درصد نزدیک هستند.  95سطح از پیش تعیین شده 
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32121، (Rهاي اعتبار براي پارامتر برآوردهاي بیز و ناحیه :)2(جدول  ,,,, === iba ii(  

,γ δ δ1 2( , ) ),( kn SER̂ LER̂ 
 ناحیه اعتبار

/ν −= 0 5 ν = 1 /ν = 1 5 
)5/1 ،2 ،2( )4،4( 0345/0 0413/0 0210/0 0144/0 6084/0 

0187/0 0024/0 0087/0 0220/0 9215/0 
)6،6( 0290/0 0340/0 0190/0 0121/0 5247/0 

0135/0 0017/0 0055/0 0146/0 9354/0 
)10،10( 

 

0286/0 0313/0 0291/0 0237/0 4492/0 
0119/0 0015/0 0048/0 0125/0 9371/0 

)15،15( 0317/0 0342/0 0326/0 0285/0 3625/0 
0094/0 0011/0 0041/0 0108/0 9436/0 

)1،1،2( )4،4( 

 

0037/0- 0075/0 0127/0- 0195/0- 5991/0 
0276/0 0039/0 0148/0 0272/0 9248/0 

)6،6( 0048/0- 0013/0 0151/0- 0203/0- 5326/0 
0233/0 0029/0 0117/0 0265/0 9379/0 

)10،10( 

 

0074/0- 0090/0 0133/0- 0148/0- 4818/0 
0168/0 0026/0 0096/0 0219/0 9422/0 

)15،15( 0059/0- 0081/0 0114/0- 0126/0- 3965/0 
0120/0 0019/0 0074/0 0145/0 9480/0 

)5/1 ،5/0 ،2( )4،4( 1150/0- 1101/0- 1257/0- 1318/0- 5156/0 
0250/0 0031/0 0129/0 0237/0 9408/0 

)6،6( 0980/0- 0943/0- 1058/0- 1098/0- 4328/0 
0156/0 0019/0 0078/0 0153/0 9371/0 

)10،10( 

 

0833/0- 0764/0- 0805/0- 0875/0- 3514/0 
0122/0 0014/0 0067/0 0134/0 9466/0 

)15،15( 051/0- 0436/0- 0492/0- 0537/0- 2874/0 
0113/0 0008/0 0051/0 0118/0 9512/0 

یانگین مربعات خطاي برآوردها ، ردیف اول بیانگر میانگین اریبی و ردیف دوم بیانگر م6-3هاي در ستونتوجه: 
  ند. باش، ردیف اول بیانگر میانگین طول ناحیه اعتبار و ردیف دوم بیانگر درصد پوشش آن می7هستند. در ستون 
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,، (Rهاي اعتبار براي پارامتر برآوردهاي بیز و ناحیه :)3(دول ج , , ,i ia b i == 3 =1 1 2 3(  

,γ δ δ1 2( , ) ),( kn SER̂ LER̂ 
 ناحیه اعتبار

/ν −= 0 5 ν = 1 /ν = 1 5 
)5/1 ،2 ،2( )4،4( 0237/0 0297/0 0126/0 0072/0 5540/0 

0176/0 0022/0 0067/0 0216/0 9276/0 
)6،6( 0322/0 0366/0 0236/0 0194/0 4936/0 

0143/0 0019/0 0058/0 0169/0 9316/0 
)10،10( 0270/0 0284/0 0252/0 0219/0 4147/0 

0115/0 0012/0 0039/0 0117/0 9349/0 
)15،15( 0291/0 0308/0 0281/0 0249/0 3590/0 

0091/0 0009/0 0027/0 0097/0 9386/0 
)1،1،2( )4،4( 0027/0- 0023/0 0138/0- 0194/0- 5516/0 

0246/0 0034/0 0119/0 0231/0 9218/0 
)6،6( 0033/0- 0011/0 0127/0- 0163/0- 5024/0 

0159/0 0024/0 0079/0 0180/0 9296/0 
)10،10( 0061/0- 0074/0 0115/0- 0122/0- 4688/0 

0137/0 0021/0 0071/0 0157/0 9361/0 
)15،15( 0055/0- 0069/0 0093/0- 0105/0- 4135/0 

0115/0 0017/0 0054/0 0133/0 9390/0 
)5/1 ،5/0 ،2( )4،4( 0928/0- 0873/0- 1044/0- 1105/0- 4449/0 

0223/0 0027/0 0115/0 0239/0 9126/0 
)6،6( 0549/0- 0511/0- 0629/0- 0672/0- 4965/0 

0111/0 0018/0 0055/0 0130/0 9173/0 
)10،10( 0790/0- 0731/0- 0766/0- 0835/0- 3108/0 

0105/0 0013/0 0049/0 0117/0 9250/0 
)15،15( 0467/0- 0415/0- 0479/0- 0508/0- 2754/0 

0085/0 0007/0 0034/0 0098/0 9344/0 

)γمعلوم باشد  γسپس در حالتی که پارامتر مشترك  = ، عملکرد برآورد ماکسیمم (2
و برآوردهاي بیز به دست آمده از تقریب لیندلی تحت تابع زیان مربع خطا و  Rدرستنمایی 
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ν,لاینکس  −( = 2  δ2و  n ،k ،δ1کنیم. براي این منظور مقادیر مختلفی از را مقایسه می (2
  ایم: را در نظر گرفته و مراحل زیر را دنبال کرده

هاي داده شده، مقادیر رکورد بالایی را از توزیع δ2و  n ،k ،δ1گام اول: با استفاده از 
PL γ δ1( , PLو  ( γ δ2( ,   تولید کنید. (

هاي ) محاسبه کرده و با استفاده از رابطه4ي (را از رابطه Rگام دوم: برآورد ماکسیمم درستنمایی 
  را به دست آورید. R) برآوردهاي بیز 30) و (29(

کرده و میانگین خطاها و میانگین مربعات خطاهاي  بار تکرار 3000را  2و  1گام سوم: مراحل 
  برآوردهاي به دست آمده را  بیابید.

  
nمیانگین خطاها و میانگین مربعات خطاهاي برآوردها ( :)3(شکل  k= = 4(  

  
n( میانگین خطاها و میانگین مربعات خطاهاي برآوردها :)4(شکل  k= = 6(  

نمودارهاي میانگین خطاها و میانگین مربعات خطاهاي حاصل از مراحل  5الی  3هاي در شکل
فوق رسم شده است. در این نمودار، برآوردهاي بیز تحت تابع زیان مربع خطا و لاینکس 

,ν −( = 2 که  طورهماناند. مشخص شده Lindley3و  Lindley1 ، Lindley2به ترتیب با  (2
داراي میانگین مربعات خطاي کمتري نسبت به  Rشود برآوردگرهاي بیز پارامتر مشاهده می
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افته ی اند و با افزایش حجم نمونه، عملکرد برآوردگرها بهبودبرآوردگر ماکسیمم درستنمایی بوده
  اند.بوده ترکوچکمیانگین مربعات خطاي برآوردگرها  R 1است. همچنین، براي مقادیر کرانگین

  
nمیانگین خطاها و میانگین مربعات خطاهاي برآوردها ( :)5(شکل  k= =15(  

  واقعیتحلیل داده -4-2

هایی که توسط رابرت بر اساس رکوردها، از داده ذکر شده هايروشبراي نشان دادن کاربردي از 
اکسید گوگرد در ها مربوط به غلظت ماهانه ديکنیم. این دادهاند، استفاده میارائه شده ]22[

  اند:   زیر ثبت شده صورتبهاند که بوده 1974تا  1956بیچ کالیفرنیا در بازه زمانی منطقه لانگ

، 8، 17، 8، 19، 2، 10، 10، 8، 3، 24، 20، 13): آوریلر گوگرد د اکسیددي غلظتگروه اول (
10 ،9 ،15 ،10 ،37 ،11 ،8 ،7/12.  

، 18، 18، 25، 4، 10، 10، 9، 15، 20، 16، 21گوگرد در آگوست):  اکسیددي غلظتگروه دوم (
26 ،25 ،17 ،40 ،55 ،19 ،16 ،9 ،6/19.  

-Aدارلینگ (-) و اندرسونK-Sف (اسمیرنو-هاي نیکویی برازش کولموگروف، آزمون4در جدول 
Dلیندلی شود توزیع که از این جدول مشاهده می طورهماناند. ها گزارش شده) براي این داده

. همچنین نمودارهاي ارائه شده در استهاي هر دو گروه فوق توانی برازش مناسبی براي داده
براي دو  γبرابري پارامتر مشترك ، هااینکنند. علاوه بر نیز این نکته را تأیید می 7و  6شکل 

210مدل با استفاده از آزمون فرض  γγ =:H  211در مقابل γγ ≠:H  بررسی شده است. براي
مقدار متناظر آن p-به دست آمده و  0737/0این منظور آماره آزمون نسبت درستنمایی برابر 

در اینجا براي شود. در دو مدل رد نمی  γابراین فرض برابري پارامتر بوده است. بن 7860/0
مقاومت استفاده -و آگوست از مدل تنش آوریلهاي اکسید گوگرد در ماهمقایسه مقدار دي

                                                                                                                                          
1- Extreme values 
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باشند،  آوریلهاي آگوست و در ماه غلظت به ترتیب Xو  Yکنیم. اگر متغیرهاي تصادفی می
=)<(آنگاه  YXPR  باشد. اگر کران  آوریلاحتمال آن است که غلظت در ماه آگوست کمتر از

توان گفت غلظت در ماه آگوست کمتر بوده باشد، می 5/0از  تربزرگRپایین حد اطمینان براي 
  است.

  هاي غلظت گوگردنیکویی برازش براي دادههاي آزمون :)4(جدول 

 K-S برآورد ماکسیمم درستنمایی (خطاي معیار) هامجموعه داده
(p-value) 

A-D 
(p-value) 

 1̂γ 1909/0=2805/1) 1870/0( گروه اول
)8186/0( 

5478/0 
)6991/0( 

)0372/0 (0702/0=1̂δ 
 2γ 1442/0ˆ=3548/1) 1985/0( گروه دوم

)9780/0( 
5372/0 

)3608/0( 
)0211/0 (0325/0=2̂δ 

  تحت توابع زیان مربع خطا و لاینکس Rبرآوردهاي بیز پارامتر :)5(جدول 

 پیشین
SER̂ LER̂ 

 اعتبار ناحیه

/ν −= 0 5 ν = 1 /ν =1 5 
I 4376/0 4438/0 4253/0 4193/0 )7451/0 ،1473/0( 
II 4269/0 4339/0 4131/0 4064/0 )7392/0 ،1146/0( 

III 4495/0 4551/0 4383/0 4328/0 )7402/0 ،1741/0( 

IV 3665/0  3739/0  3522/0  3453/0  )7877/0 ،0604/0( 

 صورتبهو آگوست  آوریلهاي هها در مافرض کنید که فقط مقادیر رکورد بالایی غلظتاکنون 
)37 ،24 ،20 ،13(=u ) 21، 25، 26، 55و(=v  .با استفاده از این رکوردها در دسترس باشد

γ̂ ،0476/0δ̂1=3328/1شود با ، برآورد ماکسیمم درستنمایی پارامترها برابر می)6و رابطه ( = 
0286/0δ̂2و  خواهد  3170/0برابر  Rبرآورد ماکسیمم درستنمایی  هاآنکه با استفاده از  =

، 6340/0شود با (برابر می Rدرصدي براي پارامتر  95بود. همچنین فاصله اطمینان مجانبی 
iبخش آگاهی هاي پیشینراي انجام رهیافت بیزي، توزیع). ب0892/0 ia b= = )، I(پیشین  3

,i ia b= 2 = II( ،,i(پیشین 3 ia b= 4 = بخش ناآگاهیپیشین ) و همچنین III(پیشین  2
/i ia b= =0 -)19هاي پسین داده شده در (ز توزیعایم. ابتدا ا)را در نظر گرفتهIV(پیشین  0001
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 10000ایم و براي از بین بردن اثر نقاط آغازین، نمونه تصادفی تولید کرده 60،000) به تعداد 21(
مقدار تولید شده  5ها، از هر نمونه اولیه را حذف کردیم. سپس براي کاهش همبستگی بین نمونه

نمایش  8در شکل  Rهاي تولید شده براي نهایم. نمودارهاي اثر نموتنها یکی را ذخیره کرده
هاي باشند. با استفاده از نمونههاي تولید شده میهمگرایی زنجیره دهندهنشاناند که داده شده

و در  هاي مربع خطا و لاینکس محاسبه شدهتحت تابع زیان Rتولید شده فوق برآوردهاي بیز 
شود برآوردهاي بیز به دست آمده مشاهده می 5که از جدول  طورهماناند. گزارش شده 5جدول 

اند. همچنین بوده ترکوچکبخش، آگاهی هاينسبت به دیگر پیشین بخش ناآگاهیتحت پیشین 
 تتوان گفت که غلظت گوگرد در ماه آگوسهاي فوق، میبا توجه به نتایج به دست آمده از تحلیل

   نبوده است. آوریلکمتر از 

  
  هانمودارهاي تشخیصی براي برازش توزیع لیندلی توانی بر روي گروه اول داده :)6(شکل 

  
 هانمودارهاي تشخیصی براي برازش توزیع لیندلی توانی بر روي گروه دوم داده :)7(شکل 
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  Rههاي تولید شدنمودار اثر نمونه ):8شکل (

  گیريبحث و نتیجه

 صورتبههاي به دست آمده از متغیرهاي تنش و مقاومت مدل در این مقاله، با فرض اینکه داده
در توزیع لیندلی Rمقاومت -استنباطی را براي پارامتر تنش هايروشمقادیر رکوردي باشند، 

و نیز فاصله اطمینان مجانبی  Rابتدا برآوردگر ماکسیمم درستنمایی پارامتر توانی توسعه دادیم. 
 گیري گیبز و روشرا براي آن به دست آوردیم. براي محاسبه برآوردگرهاي بیز نیز از روش نمونه

ذکر  هايشروسازي براي بررسی عملکرد استفاده کردیم. سپس یک مطالعه شبیه تقریب لیندلی
  ایم که نتایج زیر از آن حاصل شده است:  شده انجام داده

رفت، با افزایش حجم نمونه، دقت برآوردهاي به دست آمده که انتظار می طورهمان •
 بهتر شدند.
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بخش بهتر از برآوردهاي هاي آگاهیعملکرد برآوردهاي بیز با استفاده از پیشین •
 اند. ماکسیمم درستنمایی بوده

متفاوت  νتحت تابع زیان لاینکس با توجه به مقادیر Rبرآوردهاي بیز پارامتر عملکرد  •
بوده است. در برخی موارد برآوردهاي تحت زیان لاینکس بهتر از زیان مربع خطا بودند 

 و برعکس.

از حالتی است  ترکوچکبراي مقادیر کرانگین،  Rمیانگین مربعات خطاي برآوردهاي  •
 باشد. 5/0نزدیک به  Rکه 

هاي اعتبار به دست آمده از فواصل اطمینان مجانبی به دست آمده نسبت به فاصله •
 روش بیزي داراي درصد پوشش و طول کمتري بودند.
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Abstract 
In the literature, statistical inference for the stress-strength parameter 

)( YXPR >=  has attracted much attention. Recently, statistical estimation 
of the parameter R in power Lindley distribution based on complete data sets 
was studied by Ghitany et al. [8]. However, in practice, we may deal with 
record breaking data sets in which only values larger than the current extreme 
value are reported. In this paper, assuming that stress and strength random 
variables Y and X  are independently distributed as power Lindley 
distribution, we discuss on estimation of the parameter R  based on upper 
record values. First, we obtain maximum likelihood estimate and asymptotic 
confidence interval of the parameter R . Then, considering squared error and 
linex loss functions, we derive Bayes estimators of R . Because there are not 
closed forms for the Bayes estimates, we use Lindley method as well as a 
Markov Chain Monte Carlo procedure to obtain approximate Bayes estimates. 
Simulation studies are conducted in order to evaluate the performances of the 
proposed procedures. Finally, by analyzing two sets of real data, application 
of the inferences based on upper records is demonstrated.  
Keywords: Power Lindley distribution, Stress-Strength model, Maximum 
likelihood estimation, Bayes estimation . 
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