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نظر در دارد، مختلف پديده هاي توجيه در متنوعي کاربردهاي که زماني کسري سهموي مساله يک مقاله اين در چکيده:
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قرار بررسي مورد عددي جواب هاي همگرايي و پايداري ارائه شده عددي روش براي است. شده استفاده مساله در مجهول
دقيق جواب داراي که مثال دو حل به مارچينگ، روش عددي الگوريتم کارايي و دقت بررسي براي پايان در گرفته اند.
مي باشد. معکوس مسائل عددي حل در ارائه شده روش توانايي نشان دهنده حاصل عددي نتايج مي  شود. پرداخته هستند،
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زمينه در .[۱۹ ،۱۴ ،۱۱] مي آيند به حساب مختلف پديده هاي توجيه در توانمند بسيار ابزارهاي به عنوان مسائل نوع اين امروزه و است شده
.[۱۷] است پرداخته مسائل نظري بررسي به که است دانشمنداني نخستين از § تولين نيگما کسري، مشتقات با مرتبط اوليه-مرزي مقدار مسائل
جواب يکتايي و وجود ¶ لوچکو ، [۱۰] در مثال به عنوان است. شده ارائه مسائل اين زمينه در محققان توسط متعددي عددي و تئوري نتايج
همراه به FIBV P مسائل نوع اين از برخي ضعيف جواب يکتايي و وجود ،[۲۰] در و است داده قرار بررسي مورد را (FIBV P ) برخي
محققان از بسياري توجه مورد FIBV P عددي حل است. شده بررسي مي کند، ميل صفر به زمان که هنگامي جواب مجانبي رفتار تحليل
مقداراوليه-مرزي مسائل حل براي کارآمد روش يک به عنوان نويسندگان بعضي توسط متناهي تفاضلات روش مثال به عنوان است. گرفته قرار
رده هاي از برخي حل براي متناهي عناصر و طيفي روش مانند ديگر تقريبي روش هاي اين، بر علاوه .[۲۱ ،۱۳] است شده استفاده کسري

.[۱۸ ،۹ ،۷ ،۳] است شده گرفته به کار FIBV P
هنوز کسري اوليه-مرزي مقدار معکوس مسائل گرفته اند، قرار مطالعه مورد اخيرا که کسري، اوليه-مرزي مقدار مستقيم مسائل برخلاف
بسياري بررسي در مهمي نقش معکوس، کسري مرتبه از جزيي مشتقات با ديفرانسيل معادلات فرمول بندي .[۲۴ ،۲۳] ابتدايي اند گام هاي در
سيستم رفتار مشخص کننده علي-معلولي روابط آنها در که پديده هايي از بسياري در مي کند. بازي شيميايي و فيزيکي سيستم هاي و پديده ها از
کرد. خواهد ميسر را آنها بهتر هرچه تحليل و تجزيه امکان معکوس مساله يک به صورت علي-معلولي روابط رياضي بيان هستند، بحث مورد
اين رياضي مدل است. نفوذ پديده مواجه ايم، آن با جرم انتقال و حرارت انتقال مانند مختلف زمينه هاي در اغلب که مهم پديده هاي از يکي
مورد بسيار اخيرا معکوس مسائل به صورت مدل ها اين بيان و است سهموي جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات به صورت بيان قابل پديده
معکوس مساله يک بررسي به تحقيق اين در مسائل، نوع اين متنوع کاربردهاي و سهموي معکوس مسائل اهميت اساس بر است. بوده توجه
و آهسته به صورت محيط يک در سيال يک نفوذ فرايند هرگاه پرداخت. خواهيم مي گردد، ناشي نفوذ پديده از که کسري مرتبه از سهموي
مي شوند گرفته نظر در زير معادله به صورت مي کنند توجيه به خوبي را فرايند اين که کسري نفوذ معادلات از مهم دسته يک دهد، رخ پيوسته

:[۱۴ ،۱۱ ،۷]

∂αt u(x, t) =
∂

∂x
(p(x)

∂u

∂x
(x, t)) + f(x, t) (۱ . ۱)

نظر در کاپوتو مشتق به صورت تحقيق اين در که است کسري مشتق نشان دهنده ∂αt و متوسط ناهمگوني نمايان گر p(x) آن در که
:[۱۹] مي شود گرفته

∂αt f(t) =
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

f ′(s)

(t− s)α
ds, ٠ ≤ t ≤ ١, ٠ < α < ١.

بررسي مورد همکاران و � چنگ توسط p(x) تابع يکتاي تعيين معکوس مساله يک به عنوان متناسب مرزي و اوليه شرايط با معادله اين اخيرا
است. پرداخته است، p(x) = ١ که حالتي براي f(x, t) منبع تابع تخمين مساله به [۲۳] در ** ژانگ همچنين . [۱] است گرفته قرار

مورد و معرفي مدل اين اساس بر معکوس اوليه-مرزي مقدار مساله يک فوق، ارائه شده مدل کاربرد و اهميت به توجه با حاضر تحقيق در
بحث مورد مساله در است. p(x) = ١ ازاي به (۱ . ۱) مدل از خاص حالتي مقاله اين در گرفته شده نظر در مدل مي گيرد. قرار بررسي
با مرتبط معکوس مسائل اغلب اين که به توجه با اند. مجهول مرزي نقاط از يکي در شار توجيه کننده تابع نيز و منبع تابع که است آن بر فرض
که کرد خواهيم ملاحظه است. شده استفاده موليفيکيشن بر مبتني متناهي تفاضلات روش يک از تحقيق اين در اند، بدوضع سهموي مسائل
مي کند. عمل مناسب بسيار مساله خروجي بر ورودي داده هاي اختلال تاثير کاهش در و است منظم سازي روش يک حقيقت در ذکر شده روش
روش اين .[۱۲ ،۶–۴ ،۲] است رسيده اثبات به عمل در آن کارايي و است گرفته قرار استفاده مورد مختلفي محققين توسط موليفيکيشن روش
مي گردد. مناسب خروجي هاي به منتج زيادي نه چندان عملياتي حجم با و بوده مناسب بسيار تحقيق اين در مورد نظر معکوس مساله حل براي

است: زير به صورت مقاله اين ساختار
رويکرد به سوم بخش مي گيرد. قرار بررسي مورد آن جواب يکتايي و وجود و مي گردد معرفي موردنظر معکوس مساله دوم بخش در
همگرايي و پايداري و معرفي موليفيکيشن روش نيز و مارچينگ روش پايه بر عددي روش يک آن در که دارد اختصاص مساله حل عددي
که مثال دو مقاله، اين در مورداستفاده عددي روش کارايي دادن نشان به منظور چهارم بخش در شد. خواهد اثبات ارائه شده عددي روش جواب

شده اند. مقايسه تحليلي و عددي جواب هاي از حاصل نتايج و گرفته ايم نظر در را دارد وجود آنها براي تحليلي جواب

§Nigmatullin
¶Luchko
�Cheng

**Zhang



۲۷۳ ... مجهول مرزي شار و منبع توابع تعيين

معکوس مساله رياضي مدل ۲
مي گيريم: نظر در را زير زماني کسري نفوذ معکوس مساله مقاله اين در

∂αt u(x, t) =
∂٢u(x, t)

∂x٢
+ f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١ (۱ . ۲)

u(x, ٠) = ϕ(x), ٠ ≤ x ≤ ١, (۲ . ۲)
∂u

∂x
(٠, t) = p(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۳ . ۲)

∂u

∂x
(١, t) = q(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۴ . ۲)

مانند مثبتي ثابت ديگر به عبارتي است کران دار تابعي f(x, t) تابع مجهول اند. f(x, t) منبع جمله و q(t) مرزي شار تابع آن در که
که دارد وجود MF

max
٠≤x,t≤١

|f(x, t)| ≤MF .

(۴ . ۲) − (۱ . ۲) مساله جواب يکتايي و وجود اثبات براي همچنين و q(t) مجهول مرزي شار و f(x, t) مجهول منبع توابع تخمين به منظور
مي گيريم نظر در را زير اضافي فوق شرط

u(٠, t) = ψ(t). (۵ . ۲)

آن در که u = u١ + u٢ کنيم فرض (۵ . ۲) − (۱ . ۲) مساله در

u٢(x, t) =
q(t)− p(t)

٢
x٢ + p(t)x

است: زير مساله جواب u١ و

∂αt u١(x, t) =
∂٢u١
∂x٢

(x, t) + F (x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١, (۶ . ۲)

u١(x, ٠) = Φ(x), ٠ ≤ x ≤ ١, (۷ . ۲)
∂u١
∂x

(٠, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۸ . ۲)
∂u١
∂x

(١, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۹ . ۲)

u٠)١, t) = ψ(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۰ . ۲)

آن در که

F (x, t) = f(x, t) + {(q(t)− p(t)} − ∂αt (q(t)− p(t))
x٢

٢
− ∂αt p(t)x,

و

Φ(x) = ϕ(x)− q(٠)− p(٠)
٢

x٢ − p(٠)x.

به کارگيري با حال است. (۵ . ۲) − (۱ . ۲) مساله در (u, f, q) تعيين با معادل (۱۰ . ۲) − (۶ . ۲) در (u١(x, t), F (x, t),Φ(x)) تعيين
مساله جواب v آن در که u١ = v + w گفت: مي توان برهمنهي اصل

∂αt v(x, t) =
∂٢v

∂x٢
(x, t) + F (x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١, (۱۱ . ۲)

v(x, ٠) = ٠, ٠ ≤ x ≤ ١, (۱۲ . ۲)
∂v

∂x
(٠, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۳ . ۲)

∂v

∂x
(١, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۴ . ۲)

v(٠, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۵ . ۲)
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زيرند: مساله جواب w و

∂αt w(x, t) =
∂٢w

∂x٢
(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١, (۱۶ . ۲)

w(x, ٠) = Φ(x), ٠ ≤ x ≤ ١, (۱۷ . ۲)
∂w

∂x
(٠, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۸ . ۲)

∂w

∂x
(١, t) = ٠, ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۹ . ۲)

w(٠, t) = ψ(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۲۰ . ۲)

يکتا جواب داراي (۱۰ . ۲) − (۶ . ۲) مساله دهيم نشان که است اين بخش اين از اصلي هدف مواجه ايم. معکوس مساله دو با که است واضح
: [۲۳] آورد: به دست را زير نتيجه مي توان †† دوهامل اصل بردن به کار با است.

باشد زير مساله جواب ،τ مثبت پارامتر هر ازاي به c(x, t; τ) کنيم فرض .۱ . ۲ گزاره

∂αc(x, t, τ)

∂tα
=

∂٢c

∂x٢
(x, t; τ), (x, t) ∈ (٠, ١]× (τ, T ), (۲۱ . ۲)

c|t=τ =
∂١−αf(x, t)

∂t١−α
|t=τ (۲۲ . ۲)

∂c

∂x
(٠, t, τ) = ٠, (۲۳ . ۲)

∂c

∂x
(١, t, τ) = ٠. (۲۴ . ۲)

است. (۱۵ . ۲) − (۱۱ . ۲) مساله جواب ،v(x, t) =
∫ t

٠ c(x, t, τ)dτ آن گاه

شود. مراجعه [۲۳] مرجع به اثبات براي اثبات.

.[۲۳] بود خواهد سودمند بسيار زير لم (۲۰ . ۲) − (۱۶ . ۲) و (۱۵ . ۲) − (۱۱ . ۲) مسائل در جواب يکتايي بررسي به منظور

کنيم فرض .۲ . ۲ لم

w١(x, t), w٢(x, t) ∈ C((٠.T ], L٢(I)
∩

C(٠, T ), H٢(I)
∩

H١
٠ (I))

اگر صورت اين در باشند. Φ٢(x) و Φ١(x) اوليه شرايط با به ترتيب (۲۰ . ۲) − (۱۶ . ۲) مساله جواب هاي

w٠)١, t) = w٠)٢, t) = Ψ(t)(t ∈ (٠, T ]),

آن گاه
Φ١(x) = Φ٢(x) ∈ L٢(I).

شود. مراجعه [۲۳] مرجع به اثبات براي اثبات.

گزاره از استفاده با همچنين يکتاست. جواب داراي (۲۰ . ۲) − (۱۶ . ۲) معکوس مساله که گرفت نتيجه مي توان لم، اين از استفاده با
c(x, t, τ) تعيين به منجر (۲۴ . ۲) − (۲۱ . ۲) مساله به اضافي شرط به عنوان c(٠, t, τ) = ٠ افزودن که گرفت نتيجه مي توان ۱ . ۲
يکتا جواب داراي نيز (۱۰ . ۲) − (۶ . ۲) مساله يکتايند، جواب داراي فوق مسائل که اين به توجه با که گرفت نتيجه مي توان بنابراين مي گردد.

مي بريم. پايان به را جواب يکتايي و وجود بحث زير قضيه بيان با است.

است. يکتا (۵ . ۲) − (۱ . ۲) مساله جواب ϕ(x) ∈ L٢(I), p(t), ψ(t) ∈ L٠)٢, t) براي .۳ . ۲ قضيه

شود. مراجعه قضيه از قبل آناليز به اثبات.
††Duhamel
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معکوس مساله حل عددي روند ۳
مي کنيم. معرفي را (۵ . ۲)− (۱ . ۲) مساله جواب تعيين براي موليفيکيشن روش و مکاني مارچينگ روش براساس کارا الگوريتم يک بخش اين در
مرور با بعد بخش در منظور به همين است. شده آورده کامل مطالب [۲۲ ،۱۶ ،۱۵ ،۱۲ ،۶–۴ ،۲] منابع در آن ويژگي و موليفيکيشن مورد در

مي کنيم. بيان مي آيند، به کار معکوس مساله حل روند در که را آن ويژگي هاي و کسري مشتق موليفيکيشن موليفيکيشن، بر مختصري

کسري مشتق و موليفيکيشن ۱ . ۳
بر f -موليفيکيشن δ ، a > ٠, p > ٠, به ازاي و I = [٠, ١] بازه بر تعريف شده f مانند موضعي انتگرال پذير تابع يک براي

مي شود: تعريف زير به صورت p < ١
٣δ براي Iδ = [pδ, ١− pδ]

Jδf(x) = (ρδ ∗ f)(x),

آن در که

ρδ(x) =

{
Apδ

−١exp(−x٢

δ٢
), |x| < pδ,

٠, |x| > pδ.

مجموعه گسسته، موليفيکيشن بيان براي حال .Ap = (
∫ p

−p
exp(−s٢)ds)−١ و

K = {xj : xj+١ − xj > d > ٠, j ∈ Z}

مي دهيم: قرار باشد. K روي تعريف شده گسسته تابع يک G = {gj}j∈Z کنيم فرض مي گيريم. نظر در را

sj =
١
٢
(xj + xj+١), j ∈ Z.

مي شود: تعريف زير به صورت G از گسسته موليفيکيشن −δ

JδG(x) =
∞∑

j=−∞

(

∫ sj

sj−١

ρδ(x− s)ds)gj.

که است واضح
∞∑

j=−∞

(

∫ sj

sj−١

ρδ(x− s)ds) =

∫ −ρδ

−ρδ

ρδ(s)ds = ١.

مي کنيم: تعريف زير نماد با را D مرکزي تفاضل مشتق عملگر کاپوتو، کسري مشتق عملگر بررسي از قبل

D(f(x)) =
f(x+∆x)− f(x−∆x)

٢∆x
,

مي کنيم: بيان زير به صورت به ترتيب را D− پسرو و D+ پيشرو مشتق عملگر همچنين و

D+(f(x)) =
f(x+∆x)− f(x)

∆x
,

D−(f(x)) =
f(x)− f(x−∆x)

∆x
.

g(t) تابع کاپوتو کسري مشتق منظور اين براي مي دهيم. شرح کاپوتو کسري مرتبه از مشتق تخمين براي را -موليفيکيشن δ ادامه در
مي گيريم: نظر در را

∂αt g(t) =
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

g′(s)

(t− s)α
ds, ٠ ≤ t ≤ ١, ٠ < α < ١. (۱ . ۳)
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نوشت: زير صورت به مي توان را (۱ . ۳) رابطه
∂αt g(t) = k ∗ g′

مي گردد: تعريف زير به صورت k هسته تابع آن در که

k(t) =

{
t−α

Γ(١−α)
, t > ؛٠

٠, t ≤ ٠.

آن گاه بگيريم، نظر در را gε يعني g شده مختل نسخه اگر حال

Jδ(∂
α
t (g

ε))(t) = ∂αt g
ε(t) ∗ ρδ = k ∗ (gε ∗ ρδ)′(t) = k ∗ (Jδgε)′(t)

گفت: مي توان بنابراين

Jδ(∂
α
t (g

ε))(t) =
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

(Jδg
ε)′(s)

(t− s)α
ds. (۲ . ۳)

ثابتي صورت اين در . ||g − gε||∞,I ≤ ε و بوده ليپشيتز يکنواخت به طور I = [٠, ١] بر gε(t) و g′(t) کنيم فرض .۱ . ۳ قضيه
که دارد وجود δ از مستقل C مانند

||Jδ(∂αt (gε)(t))− ∂αt (g)(t)||∞,I ≤
C

(١− α)Γ(١− α)
(δ +

ε

δ
). (۳ . ۳)

شود. رجوع [۱۶] به اثبات براي اثبات.

مي گيريم: نظر در را زير عملگر عددي به صورت ، Jδ(∂αt (g)(t)) محاسبه براي

Jδ(∂
α
t (g

ε))(t) =
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

(Jδg
ε)′(s)

(t− s)α
ds, (۴ . ۳)

I از افراز يک ٠ = t٠ < t١ < ... < tn = T کنيم فرض ، n مثبت صحيح عدد براي است. g مختل شده نسخه gε آن در که
آن در که باشد،

ti = i∆t, i = ٠, ١, ..., n, ∆t =
T

n
,

t = ti گره اي نقطه در را (۴ . ۳) معادله مقدار ، [۳, ۸] در ارائه شده متناهي تفاضل روش از استفاده با انتگرال گسسته سازي براي آن گاه
مي آوريم: به دست

Jδ(∂
α
t (g

ε))(ti) =
١

Γ(١− α)

∫ ti

٠

(Jδg
ε)′(s)

(ti − s)α
ds

=
١

Γ(١− α)

i−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(Jδg
ε)′(s)

(ti − s)α
ds

≃ ١
Γ(١− α)

i−١∑
k=٠

(JδG
ε)′(tk+١)− (JδG

ε)′(tk)

k

∫ tk+١

tk

١
(ti − s)α

ds

=
i−١∑
k=٠

D+(JδG
ε)(tk)Ai,k = Dα(Gε)δ(ti), (۵ . ۳)

و پيشرو متناهي تفاضل عملگر D+ آن در که

Ai,k =
١

Γ(١− α)

∫ tk+١

tk

ds

(ti − s)α
.
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که باشند gε و g از گسسته نسخه به ترتيب Gε و G و بوده ليپشيتز يکنواخت به طور I = [٠, ١] بر gε و g′ کنيم فرض .۲ . ۳ قضيه
که دارد وجود δ از مستقل C مانند ثابتي صورت اين در . ||G−Gε||∞,K ≤ ε

||Jδ(Dα(gε))− Jδ(D
α(Gε))||∞,I ≤ C∆t

(١− α)Γ(١− α)
, (۶ . ۳)

و

||Jδ(Dα(Gε))−Dα(g)||∞,I ≤ C

(١− α)Γ(١− α)
(δ +

ε

δ
+∆t). (۷ . ۳)

شود. رجوع [۱۶] به اثبات براي اثبات.

که دارند وجود ، C٢α > ٠ و C١α > ٠ مانند ثابت هايي .۳ . ۳ لم

(i)

|Dα(Gε)δ(ti)| ≤
C١α

|δ|
∥Gε∥∞, i = ١, ..., N,

(ii)
|W n

i − ∂αt v(ih, nk)| ≤ C٢α
ε

δ
+O(∆t).

([۱۵] مرجع ۶− ۴ (قضيه زير رابطه به توجه با ، (i) قسمت اثبات اثبات.

|D+(G)| ≤
C

|δ|
∥G∥∞, (۸ . ۳)

گرفت: نتيجه مي توان است، ثابتي عددي C آن در که

|Dα(Gε)δ(ti)| ≤
i−١∑
k=٠

|D+(JδG
ε)(tk)||Ai,k|

≤ C

|δ|
∥Gε∥∞

١
Γ(١− α)

∫ ti

٠
|(ti − s)−α|ds

=
Ct١−α

i

(١− α)Γ(١− α)|δ|
∥Gε∥∞

≤ C

(١− α)Γ(١− α)|δ|
∥Gε∥∞ =

C١α

|δ|
∥Gε∥∞,

آن در که

C١α =
C

(١− α)Γ(١− α)
.

روابط به توجه با ، (ii) قسمت اثبات

W n
i = Dα

t v(ih, nk) = ∂αt Jδu
ε(ih, nk) +O(∆t),

و
∂αt v(ih, nk) = ∂αt Jδu(ih, nk) +O(∆t),
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گفت: مي توان

|W n
i − ∂αt v(ih, nk)| = |∂αt Jδuε(ih, nk)− ∂αt Jδu(ih, nk) +O(∆t)|

≤ ١
Γ(١− α)

∫ nk

٠

C ε
δ

(nk − s)α
ds+O(∆t)

≤ C

Γ(١− α)

ε

δ

(nk)١−α

١− α
+O(∆t)

≤ C٢α
ε

δ
+O(∆t),

آن در که
C٢α =

C

(١− α)Γ(١− α)
.

مارچينگ روش و مساله منظم سازي ۲ . ۳
باشد: زير مساله حل هدف و باشند اختلال داراي قبل بخش در معرفي شده مساله داده هاي کنيم فرض بخش اين در

∂αt u(x, t) = uxx + f(x, t) ٠ < x < ١, ٠ < t < ١ (۹ . ۳)
u(x, ٠) = ϕε(x) ٠ ≤ x ≤ ١ (۱۰ . ۳)
ux(٠, t) = pε(t) ٠ ≤ t ≤ ١ (۱۱ . ۳)
u(٠, t) = ψε(t) ٠ ≤ t ≤ ١ (۱۲ . ۳)

مي کنند: صدق زير روابط در هستند، ،ψ و ϕ, p مختل شده به ترتيب که ψε و ϕε, pε توابع آن در که

∥ φε − φ ∥≤ ε, ∥ pε − p ∥≤ ε, ∥ ψε − ψ ∥≤ ε.

آن در و مي شود فرمول بندي زير به صورت شده منظم سازي مساله مي کنيم. منظم سازي را مساله ابتدا اوليه، داده هاي در خطا وجود به دليل
باشد: زير مساله جواب v(x, t) که مي آيند دست به به گونه اي [٠, ١] بازه در vx(x, t) و v(x, t)

∂αt v(x, t) = vxx + f(x, t), ٠ < x < ١, ٠ < t < ١, (۱۳ . ۳)
v(x, ٠) = Jδ٠ϕ

ε(x), ٠ ≤ x ≤ ١, (۱۴ . ۳)
vx(٠, t) = Jδ∗٠ p

ε(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۵ . ۳)
v(٠, t) = Jδ′٠ψ

ε(t), ٠ ≤ t ≤ ١, (۱۶ . ۳)

GCV روش توسط خودکار به طور δ′٠ و δ٠, δ∗٠ موليفيکيشن شعاع هاي همه و است u موليفايرشده نسخه v = Jδu آن در که
صحيح عدد دو N و M کنيم فرض عددي تقريب ارائه براي .( شود رجوع [۱۶ ،۱۵ ،۶–۴] منابع به بيشتر جزئيات (براي مي شوند انتخاب

و باشند مثبت
h = ∆x = ١/M, k = ∆t = ١/N,

مي کنيم: تعريف را زير گسسته تابع هاي بنابراين باشند. [٠, ١] بازه از متناهي تفاضلات گسسته سازي پارامترهاي

v(xi, tn) از تقريبي شده محاسبه مقادير :Un
i

vx(ih, nk) از تقريبي شده محاسبه مقادير :Qn
i

∂αt v(ih, nk) از تقريبي شده محاسبه مقادير :W n
i

f(ih, nk) از تقريبي شده محاسبه مقادير :F n
i
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مي دهيم. ارائه زير الگوريتم مکاني مارچينگ متناهي تفاضلات روش (۱۶ . ۳) − (۱۳ . ۳) مساله حل براي
شده: موليفاي مساله براي مارچينگ روش الگوريتم

مي کنيم انتخاب را δ′٠ و δ٠, δ∗٠ .۱

مي دهيم: قرار مي آوريم. به دست [٠, ١] بازه در را t و x به نسبت به ترتيب pε و ϕε توابع موليفيکيشن .۲

U ٠
i = Jδ(ϕ

ε(ih)), Qn
٠ = Jδ∗٠ (p(nk))

مي دهيم قرار مي دهيم. انجام را ψε تابع ، t به نسبت موليفيکيشن .۳

W n
٠ = Dα

t Jδ′٠ψ
ε(nk)

مي دهيم انجام را زير مراحل i ≤M − ١ که زماني تا و i = ٠ دهيم مي قرار .۴

Un
i+١ = Un

i + hQn
i , (۱۷ . ۳)

Qn
i+١ = Qn

i + h(W n
i − F n

i ), (۱۸ . ۳)
W n

i+١ = W n
i + hDα

t (Jδ∗Q
n
i )), (۱۹ . ۳)

F n
i+١ = W n

i+١ − D−(Jδ∗Q
n
i )). (۲۰ . ۳)

همگرايي آناليز و پايداري ۳ . ۳
(۱۷ . ۳) − مارچينگ روش پايداري زير قضيه مي کنيم. بررسي را قبل بخش در ذکرشده مارچينگ روش همگرايي و پايداري بخش، اين در

مي دهد. نشان را (۲۰ . ۳)

که به طوري دارد وجود ، C مانند ثابتي عدد الگوريتم) (پايداري .۴ . ۳ قضيه

max
١≤i≤M

{|UN
i |, |QN

i |, |FN
i |} ≤ Cmax{|UN

٠ |, |QN
٠ |, |MF |}.

کنيم فرض اثبات.

Mi = max
١≤n≤M

{|Un
i |, |Qn

i |, |F n
i |}, |δ|−∞ = min

i
{δ٠, δ∗٠ , δ′٠},

داريم (۱۸ . ۳) و (۱۷ . ۳) به توجه با

|Un
i+١| ≤ |Un

i |+ h|Qn
i | ≤ (١+ h)Mi, (۲۱ . ۳)

|Qn
i+١| ≤ |Qn

i |+ h(|W n
i |+ |F n

i |), (۲۲ . ۳)

مي آوريم: دست به را زير بالاي کران W n
i براي ۳ . ۳ لم به کارگيري با

|W n
i | ≤

C١α

|δ|−∞
|Un

i |, (۲۳ . ۳)

داشت: خواهيم را زير رابطه ، (۲۲ . ۳) در (۲۳ . ۳) جاي گذاري با

|Qn
i+١| ≤ (١+ C١h)Mi, (۲۴ . ۳)

آن در که
C١ =

C١α

|δ|−∞
+ ١,
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داشت: خواهيم (۱۹ . ۳) و ۳ . ۳ لم به توجه با

|W n
i+١| ≤ |W n

i |+ h|Dα
t (Jδ∗Q

n
i )| =

C١α

|δ|−∞
(١+ h)Mi. (۲۵ . ۳)

داشت: خواهيم را زير نتيجه (۲۰ . ۳) رابطه در (۸ . ۳) به کارگيري با حال

|F n
i+١| ≤ |W n

i+١|+ |D−(JδiQ
n
i+١)| = (C٢ + C٣h)Mi, (۲۶ . ۳)

آن در که
C٢ =

C١α

|δ|−∞
+

C

|δ|−∞
, C٣ =

C١α

|δ|−∞
.

مي شود: گرفته نتيجه زير رابطه ، (۲۶ . ۳) و (۲۴ . ۳) ، (۲۱ . ۳) روابط از

Mi+١ = max{|Un
i+١|, |Qn

i+١|, |F n
i+١|} ≤ (A١ + A٢h)Mi = A١)١+

A٢h

A١
)Mi, (۲۷ . ۳)

آن در که
A١ = max{١, C٢}, A٢ = max{١, C١, C٣}.

مي شود: حاصل زير رابطه (۲۷ . ۳) تکراري رابطه به توجه با

Mi ≤ (A١ + A٢h)
iM٠ ≤ A١(exp(

A٢

A١
h))M٠.

است. پايدار روش که گرفت نتيجه مي توان آمده به دست رابطه از

به (۲۰ . ۳) − (۱۷ . ۳) مساله از گسسته موليفايرشده جواب کنند ميل صفر به ε و h, k هرگاه ثابت، λ براي الگوريتم) (همگرايي .۵ . ۳ قضيه
است. همگرا (۱۶ . ۳) − (۱۳ . ۳) مساله دقيق جواب

کنيم: تعريف زير به صورت را گسسته خطاي توابع i = ٠, ١, ...,M, n = ٠, ١, ..., N به ازاي اگر اثبات.

∆Un
i = Un

i − v(ih, nk), ∆Qn
i = Qn

i − vx(ih, nk),

∆W n
i = Dα

t (v(ih, nk)−W n
i , ∆F n

i = F n
i − f(ih, nk),

داشت: خواهيم تيلور بسط از استفاده با آن گاه

∆Un
i+١ = Un

i+١ − v((i+ ١h), nk)
= Un

i+١ − Un
i + Un

i + v(ih, nk)− v(ih, nk)− v((i+ ١)h, nk)
= ∆Un

i + (Un
i+١ − Un

i )− (v(i+ ١)h, nk)− v(ih, nk))

= ∆Un
i + hQn

i − hvx(ih, nk) +O(h٢)

= ∆Un
i + h∆Qn

i +O(h٢), (۲۸ . ۳)

و

∆Qi+١ = Qn
i+١ − vx((i+ ١)h, nk) +Qn

i −Qn
i + vx(ih, nk)

+ vx(ih, nk)− vx(ih, nk)

= ∆Qn
i +Qn

i+١ −Qn
i − (vx((i+ ١)h, nk)− vx(ih, nk))

= ∆Qn
i +Qn

i+١ −Qn
i − hvxx(ih, nk) +O(h٢)

= ∆Qn
i + h(W n

i −Dα
t v(ih, nk))− h(F n

i − f(ih, nk)) +O(h٢). (۲۹ . ۳)
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مي آوريم: به دست را زير روابط ، ۳ . ۳ لم و (۲۹ . ۳) و (۲۸ . ۳) روابط به توجه با

|∆Un
i+١| ≤ |∆Un

i |+ h|∆Qn
i |+O(h٢), (۳۰ . ۳)

و

|∆Qn
i+١| ≤ |∆Qn

i |+ h|W n
i −Dα

t v(ih, nk))|+ h|(f(ih, nk)− F n
i )|+O(h٢)

≤ |∆Qn
i |+ C٢αh(

ε

|δ|−∞
) + h|∆F n

i |+O(h٢), (۳۱ . ۳)

نوشت: مي توان ∆F n
i+١ تعريف و (۲۰ . ۳) به توجه با

∆F n
i+١ = F n

i+١ − f((i+ ١)h, nk)

= W n
i+١ − D−(JδQ

n
i+١)− (Dα

t v((i+ ١)h, nk)− ∂

∂x
vx(ih, nk))

= (W n
i+١ −Dα

t v((i+ ١)h, nk)) + (D−(JδQ
n
i+١)−

∂

∂x
vx(ih, nk)). (۳۲ . ۳)

مي آيد: به دست زير رابطه ، (۳۲ . ۳) در ۳ . ۳ لم به کارگيري با

|∆F n
i+١| ≤ |W n

i+١ −Dα
t v((i+ ١)h, nk)|+ | ∂

∂x
vx((i+ ١)h, nk)−D(JδQ

n
i+١)|

≤ C٢α(
ε

|δ|−∞
) + C

(ε+ h)

|δ|−∞
+O(h), (۳۳ . ۳)

مي يابيم: دست زير رابطه به (۳۱ . ۳) در (۳۳ . ۳) جاي گذاري با

|∆Qn
i+١| ≤ |∆Qn

i |+ C٢αh(
ε

|δ|−∞
)

+ h(C٢α(
ε

|δ|−∞
) + C

(ε+ h)

|δ|−∞
+O(h٢). (۳۴ . ۳)

که به طوري دارند وجود C ′ و C٠ مانند ثابت هايي ،∆i+١ = max{|∆Un
i+١|, |∆Qn

i+١|} تعريف با

∆i+١ ≤ (١+ C٠h)∆i + C
′
h+O(h٢) ≤ (١+ hC٠)(∆i + C

′
) +O(h٢),

داشت: خواهيم تکرار، l از بعد
∆l ≤ (١+ C٠h)

l(∆٠ + C
′
).

نمود. خواهد ميل صفر به ∆l ، ميل مي کند صفر به δ و ε, h هرگاه بنابراين

عددي نتايج ۴
دقيق اند. جواب داراي معادلات اين مي بريم. به کار معکوس مسائل از مثال دو براي را ٣ بخش در مطرح شده عددي روش بخش، اين در
روش براي همچنين کرد. خواهيم مقايسه مساله دقيق جواب با را آمده به دست تقريبي جواب ، عددي الگوريتم دقت بررسي و تحليل براي
مي شود GCVانتخاب الگوريتم توسط خودکار به طور هميشه موليفيکيشن شعاع .p = ٣ مي کنيم فرض بخش اين در موليفيکيشن عددي
آورد. به دست را مختل شده داده هاي مي توان اوليه و مرزي شرايط مانند مساله ورودي داده هاي به گاوسي تصادفي متغير خطاي افزودن با

مي گيريم: نظر در زير به صورت را ، β(xi, tj) تابع گسسته مختل شده نسخه مثال به عنوان

βεj, n = β(xj, tn) + εj,n, j = ٠, ١, . . . , N, n = ٠, ١, . . . , T,
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.۱ . ۴ مثال در ε = ٠/٠١, ٠/٠٠١, ٠/٠٠٠١ اختلال هاي به ازاي f(x, t) و u(x, t) براي l٢ نرم نسبي خطاي :۱ جدول
M = N ε 40 80 120 160 200

ε = 0.01 0.0924604 0.0586993 0.0544712 0.0446477 0.0356181
u ε = 0.001 0.0361546 0.0204527 0.0104739 0.0100474 0.0084491

ε = 0.0001 0.0362434 0.0214453 0.0104747 0.0087487 0.0071497
ε = .01 0.6738696 0.5603235 0.4595709 0.1359193 0.0950129

f ε = .001 0.5600621 0.1159482 0.0581105 0.0859341 0.0559227
ε = .0001 0.5600747 0.1059491 0.0845936 0.0525927 0.0465922

به صورت که را l٢ خطاي نرم عددي، هاي جواب و دقيق هاي جواب مقايسه براي است. ε٢ واريانس با گاوسي تصادفي متغير ها εj,n در که
مي بريم: کار به مي شود، تعريف ]زير

(١/(M + ١)(N + ١))ΣM
i=٠ Σ

N
j=٠|u(ih, jl)− Ui,j|٢

]١/٢[
(١/(M + ١)(N + ١))ΣM

i=٠ Σ
N
j=٠|u(ih, jl)|٢

]١/٢ ,

هستند. u تابع عددي جواب و دقيق جواب مقادير به ترتيب Ui,j و u(ih, jl) آن در که

کنيم فرض ، (۵ . ۲) − (۱ . ۲) مساله در .۱ . ۴ مثال

ϕ(x) = ٠, p(t) = ٠, ψ(x) = ٠,

است: زير صورت به مساله دقيق جواب فوق، مفروضات با

u(x, t) = (
x٣

٣
− x٢

٢
)t, q(t) = ٠, f(x, t) = (

x٣

٣
− x٢

٢
)

t١−α

Γ(٢− α)
− (٢x− ١)t.

ε = ٠/٠١, ٠/٠٠١, اختلال هاي٠/٠٠٠١ به ازاي f(x, t) و u(x, t)دقيق جواب هاي و تقريبي جواب هاي بين l٢ نرم نسبي خطاي
از است. f(٠/۵, t) و u(٠/۵, t), q(t) براي تقريبي و دقيق نتايج نشان دهنده ۳ و ۲ ،۱ شکل هاي است. شده آورده ۱ درجدول
با که دارد را توانايي اين روش کوچک، اختلال هاي همچنين و زماني و مکاني کوچک گام طول از استفاده با که دريافت مي توان عددي نتايج

بزند. تقريب را مجهول منبع تابع و مرزي مجهول مقادير مناسب دقت
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.۱ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي u(٠/۵, t) تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۱ شکل

کنيم فرض (۵ . ۲) − (۱ . ۲) مساله در بخش، اين در ديگري مثال براي .۲ . ۴ مثال

ϕ(x) =
١

x٢ + ١
, p(t) = ٠, ψ(x) =

١
٢+ t

,
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.۱ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي q(t) کرانه اي تابع تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۲ شکل
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.۱ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي f(٠/۵, t) منبع تابع تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۳ شکل

زيرند: به صورت مساله اين دقيق جواب هاي فوق، داده هاي با

u(x, t) =
١

x٢ + t+ ١
, q(t) =

−٢t
(٢+ t)٢

,

و

f(x, t) =
١

Γ(٢− α)

t١−α

x٢ + t+ ١
− ٨x٢

(x٢ + t+ ٢(١
+

٢
(x٢ + t+ ٢(١

.

ε = ٠/٠١, ٠/٠٠١, اختلال هاي٠/٠٠٠١ به ازاي f(x, t) و u(x, t)دقيق جواب هاي و تقريبي جواب هاي بين l٢ نرم نسبي خطاي
است. شده آورده ۲ جدول در

.۲ . ۴ مثال در ε = ٠/٠١, ٠/٠٠١, ٠/٠٠٠١ اختلال هاي به ازاي f(x, t) و u(x, t) براي l٢ نرم نسبي خطاي :۲ جدول
M = N ε 40 80 120 160 200

ε = 0.01 0.0225863 0.0197079 0.0056283 0.0029337 0.0018519
u ε = 0.001 0.0175332 0.0102657 0.0017728 0.0016598 0.0014816

ε = 0.0001 0.0159385 0.0085664 0.0025854 0.0015664 0.0012044
ε = .01 0.0722489 0.0412402 0.0312589 0.0138023 0.0120499

f ε = .001 0.0518602 0.0200421 0.0051876 0.0046872 0.0029839
ε = .0001 0.0203311 0.0098159 0.0036533 0.0017074 0.0013984
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دريافت مي توان عددي نتايج از است. f(٠/۵, t) و u(٠/۵, t), q(t) براي تقريبي و دقيق نتايج نشان دهنده ۶ و ۵ ،۴ شکل هاي
مرزي مجهول مقادير مناسب دقت با دارد را توان اين روش کوچک، اختلال هاي همچنين و زماني و مکاني کوچک گام طول از استفاده با که

بزند. تقريب را مجهول منبع تابع و
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.۲ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي u(٠/۵, t) تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۴ شکل

.۲ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي q(t) کرانه اي تابع تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۵ شکل
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.۲ . ۴ مثال در اختلال مقدار سه به ازاي f(٠/۵, t) منبع تابع تقريبي و دقيق جواب نتايج مقايسه :۶ شکل

پيشنهاد و نتيجه گيري ۵
مرتبه از سهموي معکوس مساله يک در مجهول مرزي شار و منبع تابع تخمين براي مارچينگ روش و موليفيکيشن روش کاربرد مقاله اين در
چند حل با و است همگرا و پايدار مکاني مارچينگ و موليفيکيشن روش که شد ثابت ادامه در گرفت. قرار بررسي و بحث مورد زماني کسري
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طول و کسري مشتق مرتبه اختلال، تاثير مثال ها اين در گرفت. قرار تحليل و تجزيه مورد روش کارآيي و دقت دقيق اند، جواب داراي که مثال
ضريب تعيين داد. تعميم نيز (۱ . ۱) معادله براي را بحث مورد معکوس مساله مي توان است. شده بررسي عددي نتايج در مکاني و زماني گام
که است مسائلي جمله از تحقيق اين در گرفته شده نظر در اضافي فوق شرط اساس بر مجهول کرانه اي توابع و منبع تابع به همراه p(x) نفوذ

پرداخت. خواهند آن بررسي به آتي کارهاي به عنوان نويسندگان
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Determination of unknown source term and boundary flux in a
time-fractional inverse diffusion problem
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Abstract: In this work, we consider an inverse fractional parabolic problem that has many applications
in different fields. Simultaneously determination of a source term and a boundary flux function in a time-
fractional order parabolic equation is investigated using a mollified space marching method. Superposition
and Duhamel’s principles, the uniqueness of solution with respect to an over determination condition is
proved. The stability and convergence of the numerical method are proved and two numerical test problems
are conducted to illustrate the ability and accuracy of the numerical method.
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