
٢٢- ٨٠٨٨۵١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2022.39941.2008
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مرزي شرايط با دوم مرتبه واکنش-انتشار معادله عددي حل همگرايي تحليل
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با ،(RPDEs) واکنش-انتشار دوم مرتبه ي جزئي مشتقات با معادلات حل براي خاص رويه يک مقاله اين در چکيده:
اپراتور به نسبت انتگرال اپراتور عددي نظر نقطه از که آنجا از مي گردد. ارائه تاو طيفي روش به کارگيري با مرزي، شرايط
مي کنيم تبديل فردهُلم ولترا- انتگرال معادله يک به را مسئله اين ابتدا بنابراين، است برخوردار بالاتري پايداري از مشتق
بر متعامد توابع برحسب سري يک به صورت را تقريبي جواب مي گيريم. به کار آن حل براي را تاو طيفي روش سپس و
معادلات دستگاه يک به تاو روش به کارگيري با و کرده بيان زمان متغير حسب بر مجهول ضرايب و مکان متغير حسب
روش همگرايي تحليل هم چنين جواب يکتايي و وجود تحليل مي رسيم. مجهول ضرايب حسب بر معمولي ديفرانسيل
حالت در مي گيريم؛ به کار معادله اين حل براي حالت دو در تاو عددي روش شد. خواهد ارائه معادله اين حل براي تاو
مستقيم به طور دوم حالت در و انتگرال) (حالت ولترا-فردهُلم انتگرال معادله  فرم به معادله يافته تبديل مسئله ي براي اول
حالت فوق همگرايي عددي مثال هاي ادامه در مي دهيم. قرار استفاده مورد تاو روش معادله خود براي مستقيم) (حالت

داد. خواهند نمايش را مستقيم حالت به نسبت انتگرال

همگرايي. تحليل ولترا-فردهلم، انتگرال معادله تاو، طيفي روش دوم، مرتبه ي واکنش-انتشار معادله کليدي: واژه هاي

35G05, 35R30, 45A05, 65N35,46A19 رياضي: رده بندي

مقدمه ١
است. گرفته قرار محققان بيشتر توجه مورد انتگرال معادلات و ديفرانسيل معادلات انواع تقريبي حل براي طيفي روش هاي اخير دهه ي دو در
گرفته به  کار هموار جواب با انتگرال معادلات و جزئي مشتقات با معادلات حل براي تقريب، بهينه خواص از بودن دارا دليل به طيفي روش هاي
را تاو روش مؤلف آن در که گردد، مشاهده [١٩] مرجع مثال براي است، مشهور طيفي روش هاي از يکي تاو روش .[٢٣ ،٩ ،۶ ،٣] مي شوند

مي گيرد. به کار اختياري ضرايب با چندجمله اي هايي به صورت
ديفرانسيل معادلات براي و ([٢١ ،٨–١٢] نمونه (براي است يافته گسترده اي کاربرد ديفرانسيل معادلات حل براي اخير سال هاي در تاو روش
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گرفته به کار متعددي مقالات در لژاندر و چُبيشف چندجمله اي هاي اساس بر عددي روش هاي .( شود ديده [١٨ ،١٧ ،١۴]) جزئي مشتقات با
.([٢١ ،٢٠ ،١٧ ،١۴–٨] مثال (براي شده اند

فقط بسيار شده تلاش وجود با که مي شوند ظاهر مهندسي و فيزيک علوم در غيرخطي و خطي دوم مرتبه معادلات توجهي قابل تعداد
مسئله که کرده اند تلاش محققان از تعدادي بود. خواهند حل قابل عددي نظر از آن ها بيشتر اما هستند، حل قابل تحليلي نظر از آن ها از برخي
سينک-گالرکين روش و متناهي تفاضل مربعات، کمترين روش مانند بالا تقريب با عددي روش هاي از استفاده با را مرزي مقدار با دوم مرتبه

ببينيد). را [٢۴ ،٢٢ ،٧ ،۵ ،١]) کنند حل
زير فرم به مرزي مقدار با جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادله حل براي را تاو روش راستا اين در که يافته ايم انگيزه ما مسئله اهميت بنابه

بگيريم: به کار

∂u(x, t)

∂t
= a٢∂

٢u(x, t)

∂x٢ + bu(x, t), (١. ١)

اوليه مقدار شرايط با

u(x, ٠) = f(x), ٠ ≤ x ≤ L, (١. ٢)

ديريکله مرزي شرايط با

u(٠, t) = g١(t) , u(L, t) = g٢(t), t ≥ ٠. (١. ٣)

و شيميايي جنبش هاي پديده هاي در جمله از دارد، به سزايي کاربرد معادله اين .(RDEs) است انتشار واکنش- معادله يک (١. ١) معادله
شيميايي. واکنش هاي

حل براي را تاو عددي روش سپس مي کنيم، تبديل (VFIEs) ولترا-فردهُلم انتگرال معادله  به را (١. ١) RDEs معادله  ما مقاله اين در
مي بريم. به کار را آمده به دست انتگرال معادله

اين عددي حل ساختار ولترا-فردهُلم، انتگرال به (١. ١) RDEs مسئله ي تبديل با ٢ بخش در که است صورت بدين مقاله اجمالي روند
را عددي روش همگرايي ٣ بخش در مي کنيم. بررسي متعامد چندجمله اي هاي پايه بر تاو طيفي روش به کارگيري با را يافته تبديل معادله
قرار تحليل و تجزيه مورد هيلبرت فضاهاي در (VFIEs) ولترا-فردهُلم انتگرال يافته تبديل معادله براي مي گيرد، نشأت تاو طيفي روش از که
پايان، در مي دهيم. ارائه ۴ بخش در مسأله، دقيق جواب داشتن به توجه با عددي، مثال چند از استفاده با را پيش نهادي روش دقت مي دهيم.

است. شده آورده مقاله نتيجه گيري ۵ بخش در

تاو طيفي روش و VFIE مسئله ي به RDE مسئله ي تبديل ٢

پايداري خاصيت به دليل عمل اين مي کنيم. تبديل (VFIEs) ولترا-فردهُلم انتگرال معادله به را (١. ١) RDEs مسأله ابتدا بخش، اين در
شد. خواهد آورده عددي نتايج بخش در ادعا اين نتيجه و مي گيرد انجام مشتق عملگرهاي به نسبت انتگرال معادلات عددي

مي کنيم: بازنويسي زير فرم به را (١. ١) معادله ي

∂٢u(x, t)

∂x٢ =
١
a٢
∂u(x, t)

∂t
− b

a٢u(x, t), ٠ ≤ x ≤ L, t > ٠, (٢. ١)

با .∂
٢u(x,t)
∂x٢ = ϕ(x, t) که مي کنيم فرض بنابراين، است. ولترا-فردهُلم انتگرال معادله  به (٢. ١) مرزي مقدار با مسئله ي تبديل ما هدف

داريم: ،[٠, x] بازه ي در معادله اين طرفين از انتگرال گيري

∂u(x, t)

∂x
=
∂u(٠, t)
∂x

+

∫ x

٠
ϕ(t١, t)dt١, (٢. ٢)

که، به طوري مي گيريم انتگرال [٠, x] بازه ي در فوق معادله ي طرفين از
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u(x, t) = u(٠, t) + x
∂u(٠, t)
∂x

+

∫ x

٠

∫ t١

٠
ϕ(t٢, t)dt٢dt١

= u(٠, t) + x
∂u(٠, t)
∂x

+

∫ x

٠
(x− t١)ϕ(t١, t)dt١,

(٢. ٣)

مي شود: حاصل زير به صورت (٢. ٣) در x = L داشتن نظر در با و u(٠, t) = g١(t) ،(١. ٣) مرزي شرايط از استفاده با حال

∂u(٠, t)
∂x

=
١
L
(g٢(t)− g١(t))−

١
L

∫ L

٠
(L− t١)ϕ(t١, t)dt١. (۴ .٢)

داشت: خواهيم ،(٢. ٣) در (۴ .٢) از ∂u(t,٠)
∂x

کردن جاي گزين با حال

u(x, t) = g١(t) +
x

L
(g٢(t)− g١(t))−

x

L

∫ L

٠
(L− t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
(x− t١)ϕ(t١, t)dt١. (۵ .٢)

مي گيريم، نتيجه ،t متغير به نسبت (۵ .٢) طرفين از جزئي مشتق گيري با سپس

∂u(x, t)

∂t
= g′١(t)+

x

L
(g′٢(t)−g′١(t))−

x

L

∫ L

٠
(L−t١)

∂ϕ(t١, t)

∂t
dt١+

∫ x

٠
(x−t١)

∂ϕ(t١, t)

∂t
dt١. (۶ .٢)

شد: خواهد حاصل زير ولترا-فردهُلم انتگرال معادله  ،(٢. ١) معادله ي در (۶ .٢) و (۵ .٢) روابط حاصل جاي گذاري با سرانجام

ϕ(x, t) = f̂(x, t) +

∫ L

٠
K١(x, t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ L

٠
K٢(x, t١)

∂ϕ(t١, t)

∂t
dt١

+

∫ x

٠
K٣(x, t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
K۴(x, t١)

∂ϕ(t١, t

∂t
dt١,

(٢. ٧)

آن، در که

f̂(x, t) = − b

a٢

(
g١(t) +

x

L
(g٢(t)− g١(t))

)
+

١
a٢

(
g′١(t) +

x

L
(g′٢(t)− g′١(t))

)
,

K١(x, t) =
b

a٢L
(L− t)x , K٢(x, t) =

−١
a٢ (L− t)x,

K٣(x, t) =
−b
a٢ (x− t) , K۴(x, t) =

١
a٢ (x− t),

هستند. (٢. ١) در ثابت ضرايب a , b و
ولترا-فردهُلم انتگرال معادله  جواب ساختار يکتايي و وجود از استفاده با مي تواند (١. ١) RDE مسئله ي جواب يکتايي و وجودي قضيه ي

شود. بررسي [٢] در (٢. ٧)
مي گردد: جستجو زير به صورت (٢. ٧) معادله ي تقريبي جواب تاو، طيفي روش در

ϕN(x, t) =
N∑
k=٠

ak(t)ψk(x), (٢. ٨)

است، هيلبرت فضاهاي در داخلي ضرب به نسبت متعامد چندجمله اي هاي از مجموعه اي ψk(x), x ∈ [٠, L] آن در که

⟨ψk(x), ψj(x)⟩w =

∫ b

a

ψk(x)ψj(x)w(x)dx.
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مي آوريم: به دست (٢. ٧) در (٢. ٨) کردن جاي گزين با

N∑
k=٠

ak(t)ψk(x) = f̂(x, t) +
N∑
k=٠

ak(t)(α١k(x) + α٣k(x)) + a′k(t)(α٢k(x) + α۴k(x)), (٢. ٩)

آن، در که

α١k(x) =

∫ b

a

K١(x, t)ψk(t)dt, α٢k(x) =

∫ b

a

K٢(x, t)ψk(t)dt,

α٣k(x) =

∫ x

a

K٣(x, t)ψk(t)dt, α۴k(x) =

∫ x

a

K۴(x, t)ψk(t)dt, k = ٠, · · · , N.

داشت: خواهيم {ψl(x)}Nl=٠ در (٢. ٩) طرفين داخلي ضرب با

al(t) ⟨ψl(x), ψl(x)⟩w =
⟨
f̂(x, t), ψl(x)

⟩
w
+

N∑
k=٠

ak(t)λkl + a′k(t)ηkl, l = ٠, · · · , N, (٢. ١٠)

آن، در که
λkl = ⟨α١k(x) + α٣k(x), ψl(x)⟩w , ηkl = ⟨α٢k(x) + α۴k(x), ψl(x)⟩w .

فرض، با حال

Υ = {λkl}Nk,l=٠,D = diag(⟨ψ٠(x), ψ٠(x)⟩w , · · · , ⟨ψN(x), ψN(x)⟩w),Λ = {ηkl}Nk,l=٠

و
F(t) = (

⟨
f̂(x, t), ψ٠(x)

⟩
w
, · · · ,

⟨
f̂(x, t), ψN(x)

⟩
w
)T

مي شود. ختم زير فرم به ،ā = (a٠, . . . , aN)
T مجهول، N + ١ و معادله (N + ١) با اوليه ي مقدار مسئله به روند اين

Λā′(t) = (D−Υ)ā(t)− F(t), (٢. ١١)

اوليه ي شرايط با

al(٠) =

⟨
d٢f(x)
dx٢ , ψl(x)

⟩
w

⟨ψl(x), ψl(x)⟩w
, l = ٠, · · · , N.

داشت: خواهيم را زير رده ي دو ،(٢. ١١) اوليه  مقدار با مسئله ي در Λ ماتريس گرفتن نظر در با .٢. ١ ملاحظه
داشت. خواهيم برخورد معمولي ديفرانسيل معادلات با آن گاه ،det(Λ) ̸= ٠ اگر (١
داشت. خواهيم برخورد ديفرانسيل-جبري معادلات با آن گاه ،det(Λ) = ٠ اگر (٢

مي بريم: به کار زير شرح به (٢. ١١) اوليه  مقدار با مسئله ي جواب تقريب براي [۴] تکه اي چندجمله اي پهلوگذاري روش حال،
شبکه اي نقاط با [٠, T ] بازه ي روي بر يکنواخت افراز يک Ih = {٠ = t٠ < t١ < ... < tn = T} کنيم فرض

مي گردد: تعيين زير به صورت Θ و است شده گرفته نظر در گام طول را h همچنين باشد. tn = nh (n = ٠, ..., N١)

Θ = {tnj = tn + cjh : ٠ ≤ c١ < c٢ < ... < cm ≤ ١, ٠ ≤ n ≤ N١ − ١},

زيربازه هاي تعريف با هست اند. پهلوگذاري نقاط و پارامتر به ترتيب tnj و cj (j = ١, · · · ,m) آن در که
زير: به صورت m ≥ ٠ درجه ي تکه اي چندجمله اي هاي فضاي و σn = (tn, tn+١], n = ٠, . . . , N١ − ١,

S٠
m(Ih) =

{
υ ∈ C(I) : υ|σn ∈ Πm, (٠ ≤ n ≤ N١ − ١)

}
,
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از (٢. ١١) براي āh ∈ S٠
m(Ih) پهلوگذاري جواب است. m از نابيشتر درجه ي با حقيقي چندجمله ايهاي فضاي نمايان گر Πm آن در که

مي شود، تعريف زير پهلوگذاري معادله ي طريق

Λā′
h(t) = (D−Υ)āh(t)− F(t), t ∈ Θ, āh(٠) = ā(٠) = ā٠. (٢. ١٢)

شد: خواهند برقرار زير معادله هاي ،ρ ∈ [٠, ١] براي ،ā′
h|σn ∈ Πm−١ چون

ā′
h(tn + ρh) =

m∑
j=١

Lj(ρ)Ānj, Ānj = ā′
h(tn + cjh), (٢. ١٣)

مي شوند: تعريف زير به صورت که است {cj} پارامترهاي متناظر لاگرانژ متعارف جمله ايهاي چند Lj(ρ) آن در که

Lj(ρ) =
∏
k ̸=j

(ρ− ck)

(cj − ck)
, j = ١, ...,m.

داشت: خواهيم ،āh ∈ S٠
m(Ih) براي ،βj(ρ) =

∫ ρ

٠ Lj(s)ds, j = ١, . . . ,m و ān = āh(tn) دادن قرار با

āh(tn + ρh) = ān + h
m∑
j=١

βj(ρ)Ānj, ρ ∈ [٠, ١]. (١۴ .٢)

مي آوريم: به دست ،(٢. ١٢) پهلوگذاري معادله ي در (١۴ .٢) و (٢. ١٣) نمودن جاي گزين با

ΛĀni = (D−Υ)(ān + h
m∑
j=١

βj(ci)Ānj)− F(tni) i = ١, . . . ,m. (١۵ .٢)

مقدار با مسئله ي تقريبي جواب مي توان ،(١۴ .٢) در (١۵ .٢) خطي جبري معادلات سيستم جواب به عنوان Ānj جاي گذاري با حال
آورد. به دست ρ ∈ [٠, ١] اختياري مقدار به ازاي را (٢. ١١) اوليه 

با مسئله ي براي را شود) ديده [۴] ) پيوسته اي ضمني رانگ-کوتا روش (١۵ .٢) و (١۴ .٢) معادلات که باشيم داشته توجه .٢. ٢ ملاحظه
به صورت (٢. ١١) براي ضمني m-مرحله اي رانگ-کوتا روش ،(١۴ .٢) در ρ = ١ فرض با همچنين مي کند. تعريف (٢. ١١) اوليه  مقدار

داشت: خواهيم زير

ān+١ = āh(tn + h) = ān + h
m∑
j=١

βj(١)Ānj

.(١۵ .٢) مرحله ي معادلات بعلاوه

همگرايي تحليل ٣
مي کنيم فرض مسئله کليت به خلل بدون متعامد، پايه اي معادلات عنوان به [٠, ١] بازه در لژاندر جابه جا شده جمله ايهاي چند از استفاده دليل به

مي گيريم: درنظر زير به صورت را (١. ١) معادله ي بنابراين .I = [٠, ١]{
∂٢u(x,t)

∂x٢ = ١
a٢

∂u(x,t)
∂t

− b
a٢u(x, t), ٠ ≤ x ≤ ١, t ≥ ٠,

u(x, ٠) = f(x), u(٠, t) = g١(t) , u(L, t) = g٢(t).
(٣. ١)

داريم: ،٢ بخش در مشابه روند اعمال با

u(x, t) = g١(t) + x(g٢(t)− g١(t))− x

∫ ١

٠
(١ − t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
(x− t١)ϕ(t١, t)dt١, (٣. ٢)
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و

ϕ(x, t) = f̂(x, t) +

∫ ١

٠
K١(x, t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ ١

٠
K٢(x, t١)

∂ϕ(t١, t)

∂t
dt١

+

∫ x

٠
K٣(x, t١)ϕ(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
K۴(x, t١)

∂ϕ(t١, t

∂t
dt١,

(٣. ٣)

داريم. نياز زير لم هاي به خطا، تخمين اثبات براي

Λ = (٠, ١)p روي x = (x١, · · · , xp) که ϕ(x) توابع تمام سوبولوف فضاي Hm
w (Λ) که اين فرض با [۶] .٣. ١ لم

PN(Λ) که کنيد فرض باشد. داشته قرار L٢
w(Λ) بر m مرتبه تا آن ضعيف مشتق هاي تمامي و ϕ(x) بهطوريکه p)باشد، = ١, ٢)

به ازاي باشد. P(Λ) بر L٢
w(Λ) از متعامد تصوير عمل گرهاي نماد PN باشد. Λ بر N از نابيشتر درجه با چندجمله اي هاي تمامي فضاي

است برقرار يافته انتقال لژاندر سري براي زير تقريب ،m ≥ ١, ϕ ∈ Hm
w (Λ) تمامي

∥ϕ− PNϕ∥L٢
w(Λ) ≤ CN−m|ϕ|Hm,N

w (Λ), (۴ .٣)

است زير به صورت شده تعريف نيمنرم |.| آن در که

|ϕ|Hm,N
w (Λ) =

 m∑
j=min(m,N+١)

p∑
i=١

||Dj
iϕ||٢

L٢
w(Λ)

١/٢

,

است. Dαϕ = ∂α١+···+αpϕ

∂x
α١
١ ···∂xαp

p
در نامنفي انديس-چندتايي يک α = (α١, · · · , αp) آن در که

يافته تعميم هاردي نامساوي ،f ≥ ٠ اندازه پذير تابع هر براي [١۵] .٣. ٢ ∫)لم b

a

|(Tf)(x)|qw١(x)dx
) ١

q ≤ C
(∫ b

a

|f(x)|pw٢(x)dx
) ١

p
,

زير رابطهي اگر فقط و اگر است برقرار

sup
a<x<b

(∫ b

x

w١(t)dt
) ١

q
(∫ x

a

w١−p′

٢ (t)dt
) ١

p′
<∞, p′ =

p

p− ١
,

است: زير به  صورت عملگر يک T باشد. برقرار ١ < p ≤ q <∞ ازاي به

(Tf)(x) =

∫ x

a

k(x, t)f(t)dt,

.−∞ ≤ a < b ≤ ∞ و وزن توابع w٢ و w١ هسته، يک k(x, t) آن در که

کند صدق زير نامساوي در [t,∞) بازه بر تعريف شده u(t) نامنفي تابع کنيم فرض [١۶] .٣. ٣ قضيه

u(t) ≤ c+

∫ t

t٠

k(t, s)u(s)ds+

∫ t

t٠

∫ s

t٠

G(t, s, σ)u(σ)dσds,

زير نتيجه بنابراين هست اند. پيوسته مشتق پذير نامنفي توابع ،c > ٠ و t ≥ s ≥ σ ≥ t ازاي به ،G(t, s, σ) و k(t, s) آن در که
مي شود: حاصل

u(t) ≤ c exp{
∫ t

t٠

[
k(s, s) +

∫ s

t٠

(∂k(s, σ)
∂s

+G(s, s, σ)
)
dσ +

∫ s

t٠

∫ σ

t٠

∂G(s, σ, r)

∂s
drdσ

]
ds}
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مي کنيم. استنتاج قبل بخش در پيش نهاد شده تاو عددي روش براي وزندار L٢
w نُرم در را خطا تخمين زير قضيه در حال

شده گرفته نظر در هموار کافي به اندازه که باشد، (١. ١) مرزي مقدار با واکنش-انتشار مسئله دقيق جواب u(t, x) کنيم فرض .۴ .٣ قضيه
u(x, t) ∈ اگر ميشود. تعريف (٣. ٢) رابطهي از استفاده با که باشد u(t, x) براي طيفي لژاندر تقريب uN(t, x) کنيم فرض است.

داشت: خواهيم m ≥ ١ ازاي به آن گاه ، Hm
w (٠, ١)× R+

∥u− un∥L٢
w(٠,١) ≤ CN−m|f̂ |Hm,N

w (٠,١)

≤ CN−mK١|
H

m,N(٠,١)
w

(∥∂
٢u

∂x٢∥L٢
w(٠,١) + CN−m|∂

٢u

∂x٢ |Hm,N(٠,١)
w

)

+ CN−m|K٢|
H

m,N(٠,١)
w

(∥ ∂٣u

∂t∂x٢∥L٢
w(٠,١) + CN−m| ∂

٣u

∂t∂x٢ |Hm,N(٠,١)
w

)

+ CN−m|K٣|
H

m,N(٠,١)
w

(∥∂
٢u

∂x٢∥L٢
w(٠,١) + CN−m|∂

٢u

∂x٢ |Hm,N(٠,١)
w

)

+ CN−m|K۴|
H

m,N(٠,١)
w

(∥ ∂٣u

∂t∂x٢∥L٢
w(٠,١) + CN−m| ∂

٣u

∂t∂x٢ |Hm,N(٠,١)
w

)

(۵ .٣)

است. N از مستقل ثابت يک C و بزرگ کافي اندازه به N آن در که
مي گيريم. درنظر زير فرم به را (١. ١) معادله ي اثبات.

∂٢u(x, t)

∂x٢ =
١
a٢
∂u(x, t)

∂t
− b

a٢u(x, t), ٠ ≤ x ≤ ١, t ≥ ٠ (۶ .٣)

داشت: خواهيم ،(٣. ٣ ) و (٣. ٢) معادلات از استفاده با و ديريکه شرايط به کارگيري با .∂
٢uN (x,t)
∂x٢ = ϕN(x, t) که کنيد فرض

uN(x, t) = g١(t)+x(g٢(t)−g١(t))−x
∫ ١

٠
(١−t١)ϕN(t١, t)dt١+

∫ x

٠
(x−t١)ϕN(t١, t)dt١, (٣. ٧)

و

ϕN(x, t) = f̂(x, t) +

∫ ١

٠
K١(x, t١)ϕN(t١, t)dt١ +

∫ ١

٠
K٢(x, t١)

∂ϕN(t١, t)

∂t
dt١

+

∫ x

٠
K٣(x, t١)ϕN(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
K۴(x, t١)

∂ϕN(t١, t

∂t
dt١, hh

(٣. ٨)

مي شود: حاصل زير نتيجه ي (٣. ٨) از (٣. ٣) تفريق با

e(x, t) =

∫ ١

٠
K١(x, t١)e(t١, t)dt١ +

∫ ١

٠
K٢(x, t١)

∂e(t١, t)

∂t
)dt١

+

∫ x

٠
K٣(x, t١)e(t١, t)dt١ +

∫ x

٠
K۴(x, t١)

∂e(t١, t)

∂t
)dt١

+ e١ + e٢ + e٣ + e۴ + e۵

(٣. ٩)

و است خطا تابع e(x, t) = ϕ(x, t)− ϕN(x, t) آن در که

e١ = f̂(x, t)− f̂N(x, t),

e٢ =

∫ ١

٠
(K١(x, t١)−K١,N(x, t١))ϕN(t١, t)dt١,

e٣ =

∫ x

٠
(K٢(x, t١)−K٢,N(x, t١))

∂ϕN(t١, t)

∂t
dt١,

e۴ =

∫ ١

٠
(K٣(x, t١)−K٣,N(x, t١))ϕN(t١, t)dt١,

e۵ =

∫ x

٠
(K۴(x, t١)− K̂۴,N(x, t١))

∂ϕN(t١, t)

∂t
dt١.
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نوشت: زير به صورت را (٣. ٩) معادله ي مي توان بنابراين

e(x, t) =

∫ ١

٠
K١(x, t١)e(t١, t)dt١ +

∫ ١

٠

∫ t

٠
K٢(x, t١)e(t١, t٢)dt٢dt١

+

∫ x

٠
K٣(x, t١)e(t١, t)dt١ +

∫ x

٠

∫ t

٠
K۴(x, t١)e(t١, t٢)dt٢dt١

+ e١ + e٢ + e٣ + e۴ + e۵

(٣. ١٠)

(٣. ١٠) در w١(x) = w٢(x) = ١ همچنين و p = q = ٢ ازاي به ٣. ٢ لم و ٣. ٣ قضيهي از گرونووال نامساوي به کارگيري با
شد: خواهد حاصل زير نتيجه

∥e∥L٢
w(٠,١) ≤ C∥e١ + e٢ + e٣ + e۴ + e۵∥L٢

w(٠,١). (٣. ١١)

که، مي کند ايجاب ٣. ١ لم در (۴ .٣) نامساوي

∥e١∥L٢
w(٠,١) ≤ CN−m|f̂ |Hm,N

w (٠,١)

مي شود: نتيجه (۴ .٣) نامساوي و ٣. ٢ لم در هاردي نامساوي از و

∥e٢∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥K١ −K١,N∥L٢

w(٠,١)∥ϕN∥L٢
w(٠,١)

≤ CN−m|K١|Hm,N
w (٠,١)(∥ϕ∥L٢

w(٠,١)∥+ ∥e∥L٢
w(٠,١)),

∥e٣∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥K٢ −K٢,N∥L٢

w(٠,١)∥
∂ϕN

∂t
∥L٢

w(٠,١)

≤ CN−m|K٢|Hm,N
w (٠,١)(∥

∂ϕ

∂t
∥L٢

w(٠,١) + ∥∂e
∂t

∥L٢
w(٠,١)),

(٣. ١٢)

مشابه، طور به و

∥e۴∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥K٣ −K٣,N∥L٢

w(٠,١)∥ϕN∥L٢
w(٠,١)

≤ CN−m|K̂٣|Hm,N
w (٠,١)(∥ϕ∥L٢

w(٠,١)∥+ ∥e∥L٢
w(٠,١)),

∥e۵∥L٢
w(٠,١) ≤ ∥K۴ −K۴,N∥L٢

w(٠,١)∥
∂ϕN

∂t
∥L٢

w(٠,١)

≤ CN−m|K̂۴|Hm,N
w (٠,١)(∥

∂ϕ

∂t
∥L٢

w(٠,١) + ∥∂e
∂t

∥L٢
w(٠,١)),

(٣. ١٣)

ارائه شده عددي روش همگرايي ،٣. ١ لم و (٣. ١٢) ،(٣. ١٣) در آمده به دست تقريب هاي از ،∂
٢u(x,t)
∂x٢ = ϕ(x, t) يادآوري با سرانجام

مي شود. حاصل

بزرگي و جواب بودن هموار مانند عواملي که شود توجه ميآيد. N−mبهدست همگرايي سرعت ،۴ .٣ قضيه داشتن نظر در با .۵ .٣ ملاحظه
مي دهد. نتيجه را بهتر تقريب m مقدار

عددي نتايج ۴
اين مي گيريم. به کار است، مشخص آن ها دقيق جواب هاي که خاص مسئله سه حل براي را ٢ بخش از آمده به دست رويه ي بخش اين در
طور به (١. ١) مرزي مقدار با واکنش-انتشار معادله حل ، مستقيم حالت در مي کنيم. حل تاو عددي روش از استفاده با حالت، دو در را مسائل
عددي روش طريق از را (٢. ٩) ولترا-فردهُلم انتگرال فرم به يافته تبديل مسئله انتگرال، حالت در و مي کنيم حل تاو روش از استفاده با مستقيم
مَتمَتيکا نرم افزار طريق از محاسبات تمام مي کنيم. استفاده [٠, ١] بازه ي در لژاندر داده شده انتقال چندجمله ايهاي از کرد. خواهيم حل تاو

است. شده انجام
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ازاي به را (١. ١) معادله ي .١ .۴ مثال

a =
√

٢/٢ , b = −١,
u(x, ٠) = e−x cosx, u(٠, t) = e−t cos t, u(١, t) = e−١−t cos(١ − t),

است. u(x, t) = e−x−t cos(x− t) دقيق جواب آن در که مي گيريم درنظر

مي گيريم: درنظر (١. ١) مسئله ي تقريبي حل براي را ساختار دو
نموده تبديل (٢. ٩) ولترا-فردهُلم انتگرال فرم به را مسئله اين ابتدا ،٢ بخش در شده پيش نهاد روش مطابق حالت اين در انتگرال: حالت
آمده، به دست اوليه ي مقدار با مسئله حل براي همچنين مي دهيم. قرار بررسي مورد لژاندر تاو طيفي روش از استفاده با را تقريبي جواب سپس
h = ٠٫٠١ گام طول با پهلوگذاري پارامترهاي عنوان به (c١ = ١

١٠(۵ −
√

١۵), c٢ = ١
٢ , c٣ = ١

١٠(۵ +
√

١۵)) گاوس نقاط
مي کنيم. انتخاب [٠, ١] بازه ي در

است. شده آورده ١ جدول در tn نقاط بعضي در N مختلف مقادير براي ,٠)L٢-نرم ١) در خطا
مي گيريم. به کار انتگرال) معادله  به تبديل (بدون (١. ١) واکنش-ارتعاش معادله  حل براي را تاو لژاند طيفي روش حالت، اين در مستقيم: حالت

است. شده آورده ٢ جدول در tn نقاط بعضي در N مختلف مقادير براي ,٠)L٢-نرم ١) در خطا

انتگرال). (حالت ١ .۴ مثال در N = ۶ با (چپ) u تقريبي جواب و (راست) u دقيق جواب نمودار :١ شکل

tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ١٫٣٢ × ٧−١٠ ١٫٣٠ × ٨−١٠ ۴٫٨٧ × ١٠−١٠

٠٫٢ ١٫۴٧ × ٧−١٠ ١٫٢٢ × ٨−١٠ ۴٫٢٠ × ١٠−١٠

٠٫٣ ١٫۵٧ × ٧−١٠ ١٫١٣ × ٨−١٠ ٣٫۵٧ × ١٠−١٠

٠٫۴ ١٫۶٢ × ٧−١٠ ١٫٠۴ × ٨−١٠ ٣٫٠٠ × ١٠−١٠

٠٫۵ ١٫۶٣ × ٧−١٠ ٩٫۴۵ × ٩−١٠ ٢٫۴٧ × ١٠−١٠

٠٫۶ ١٫۶١ × ٧−١٠ ٨٫۵٠ × ٩−١٠ ٢٫٠٠ × ١٠−١٠

٠٫٧ ١٫۵٧ × ٧−١٠ ٧٫۵٧ × ٩−١٠ ١٫۵٧ × ١٠−١٠

٠٫٨ ١٫۵٠ × ٧−١٠ ۶٫۶٧ × ٩−١٠ ١٫١٩ × ١٠−١٠

٠٫٩ ١٫۴٢ × ٧−١٠ ۵٫٨١ × ٩−١٠ ٨٫۶٩ × ١١−١٠

.١ .۴ مثال انتگرال- حالت
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tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ١٫٣٨ × ١٠−۴ ٢٫٧۵ × ١٠−۶ ١٫٣١ × ٧−١٠

٠٫٢ ١٫٢۴ × ١٠−۴ ١٫٩٠ × ١٠−۶ ١٫٩٠ × ٧−١٠

٠٫٣ ١٫٠۵ × ١٠−۴ ١٫١٧ × ١٠−۶ ١٫۵۶ × ٧−١٠

٠٫۴ ٨٫٩٠ × ١٠−۵ ۵٫۶۵ × ٧−١٠ ١٫۶٢ × ٧−١٠

٠٫۵ ٧٫٣۵ × ١٠−۵ ٢٫٣۵ × ٧−١٠ ١٫۶٣ × ٧−١٠

٠٫۶ ۵٫٩۶ × ١٠−۵ ۵٫٢٣ × ٧−١٠ ١٫۶٢ × ٧−١٠

٠٫٧ ۴٫٧٠ × ١٠−۵ ٨٫۵۵ × ٧−١٠ ١٫۵٩ × ٧−١٠

٠٫٨ ٣٫۵٩ × ١٠−۵ ١٫١٢ × ١٠−۶ ١٫۵١ × ٧−١٠

٠٫٩ ٢٫۶٢ × ١٠−۵ ١٫٣٣ × ١٠−۶ ١٫۴٣ × ٧−١٠

.١ .۴ مثال مستقيم- حالت

ازاي به را (١. ١) مسئله .٢ .۴ مثال

a = ٢ , b = −٣,
u(x, ٠) = ex, u(٠, t) = et, u(١, t) = e١+t

است. u(x, t) = ex+t دقيق جواب آن در که مي گيريم درنظر

جدول هاي در tn نقاط بعضي در N مختلف مقادير براي ,٠)L٢-نرم ١) خطاي و مي شود حل حالت دو در مسئله ،١ .۴ مثال مشابه
است. شده آورده ۴ و ٣

انتگرال). (حالت ٢ .۴ مثال در N = ۶ با (چپ) u تقريبي جواب و (راست) u دقيق جواب نمودار :٢ شکل
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tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ١٫٠٠ × ٧−١٠ ٢٫٩۴ × ٩−١٠ ٧٫٧٩ × ١١−١٠

٠٫٢ ١٫١١ × ٧−١٠ ٣٫٢۵ × ٩−١٠ ٨٫۶١ × ١١−١٠

٠٫٣ ١٫٢٣ × ٧−١٠ ٣٫۵٩ × ٩−١٠ ٩٫۵١ × ١١−١٠

٠٫۴ ١٫٢۶ × ٧−١٠ ٣٫٩٧ × ٩−١٠ ١٫٠۵ × ١٠−١٠

٠٫۵ ١٫۵٠ × ٧−١٠ ۴٫٣٩ × ٩−١٠ ١٫١۶ × ١٠−١٠

٠٫۶ ١٫۶۶ × ٧−١٠ ۴٫٨۵ × ٩−١٠ ١٫٢٨ × ١٠−١٠

٠٫٧ ١٫٨٣ × ٧−١٠ ۵٫٣۶ × ٩−١٠ ١٫۴١ × ١٠−١٠

٠٫٨ ٢٫٠٣ × ٧−١٠ ۵٫٩٢ × ٩−١٠ ١٫۵۶ × ١٠−١٠

٠٫٩ ٢٫٢۴ × ٧−١٠ ۶٫۵۵ × ٩−١٠ ١٫٧٣ × ١٠−١٠

.٢ .۴ مثال انتگرال- حالت

tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ٩٫١٢ × ١٠−۵ ٣٫١٣ × ١٠−۶ ١٫٠٣ × ٧−١٠

٠٫٢ ١٫٠٠ × ١٠−۴ ٣٫۴۶ × ١٠−۶ ١٫١١ × ٧−١٠

٠٫٣ ١٫١١ × ١٠−۴ ٣٫٨٢ × ١٠−۶ ١٫٢٣ × ٧−١٠

٠٫۴ ١٫٢٣ × ١٠−۴ ۴٫٢٢ × ١٠−۶ ١٫۴١ × ٧−١٠

٠٫۵ ١٫٣۶ × ١٠−۴ ۴٫۶٧ × ١٠−۶ ١٫۵١ × ٧−١٠

٠٫۶ ١٫۵٠ × ١٠−۴ ۵٫١۶ × ١٠−۶ ١٫۶۶ × ٧−١٠

٠٫٧ ١٫۶۶ × ١٠−۴ ۵٫٧٠ × ١٠−۶ ١٫٨٣ × ٧−١٠

٠٫٨ ١٫٨٣ × ١٠−۴ ۶٫٣٠ × ١٠−۶ ٢٫٠٣ × ٧−١٠

٠٫٩ ٢٫٠٣ × ١٠−۴ ۶۶٫٩٧ × ١٠−۶ ٢٫٢٧ × ٧−١٠

.٢ .۴ مثال مستقيم- حالت

ازاي به را (١. ١) مسئله .٣ .۴ مثال

a = ١ , b = ٠,

u(x, ٠) = erf(
١ − x

٢
), u(٠, t) = erf(

١
٢(
√

١ + t)
), u(١, t) = ٠

است. u(x, t) = erf( ١−x
٢(
√

١+t)
) دقيق جواب آن در که مي گيريم درنظر

در tn نقاط بعضي در N مختلف مقادير براي ,٠)L٢-نرم ١) خطاي و مي شود حل حالت دو در مسئله ،٢ .۴ و ١ .۴ مثال هاي مشابه
انتگرال حالت در تاو روش از آمده به دست نتايج که شد داده نشان ۶ ،۴ ،٢ و ۵ ،٣ ،١ جداول طريق از است. شده آورده ۶ و ۵ جدول هاي

است. مستقيم حالت از دقيق تر خيلي



٢٨٩- ٣٠٣ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / شکري ج. ٣٠٠

انتگرال). (حالت ٣ .۴ مثال در N = ۶ با (چپ) u تقريبي جواب و (راست) u دقيق جواب نمودار :٣ شکل

tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ٢٫۶٢ × ٨−١٠ ١٫۵٩ × ٩−١٠ ۵٫۴۴ × ١١−١٠

٠٫٢ ٢٫٠٢ × ٨−١٠ ١٫٠٩ × ٩−١٠ ٣٫٩٢ × ١١−١٠

٠٫٣ ١٫۵٨ × ٨−١٠ ٧٫٢۵ × ١٠−١٠ ٢٫٨٨ × ١١−١٠

٠٫۴ ١٫٢۶ × ٨−١٠ ۵٫۶٢ × ١٠−١٠ ٢٫١۵ × ١١−١٠

٠٫۵ ١٫٠١ × ٨−١٠ ۴٫١۶ × ١٠−١٠ ١٫۶٣ × ١١−١٠

٠٫۶ ٨٫٢٩ × ٩−١٠ ٣٫١۴ × ١٠−١٠ ١٫٢۶ × ١١−١٠

٠٫٧ ۶٫٨٣ × ٩−١٠ ٢٫۴١ × ١٠−١٠ ٩٫٨٧ × ١٢−١٠

٠٫٨ ۵٫۶٩ × ٩−١٠ ١٫٨٧ × ١٠−١٠ ٧٫٨١ × ١٢−١٠

٠٫٩ ٢٫٢٧ × ٧−١٠ ١٫۴٨ × ١٠−١٠ ۶٫٢۵ × ١٢−١٠

.٣ .۴ مثال انتگرال- حالت

tn N = ۴ N = ۵ N = ۶
٠٫١ ١٫٢٢ × ١٠−۵ ۵٫۴۵ × ٧−١٠ ٢٫۶٣ × ٨−١٠

٠٫٢ ١٫٠١ × ١٠−۵ ۴٫١٧ × ٧−١٠ ٢٫٠۵ × ٨−١٠

٠٫٣ ٨٫۵٠ × ١٠−۶ ٣٫٢۶ × ٧−١٠ ١٫۶٠ × ٨−١٠

٠٫۴ ٧٫٢٠ × ١٠−۶ ٢٫۵۴ × ٧−١٠ ١٫٢٨ × ٨−١٠

٠٫۵ ۶٫١۶ × ١٠−۶ ٢٫٠٠ × ٧−١٠ ١٫٢٢ × ٨−١٠

٠٫۶ ۵٫٣٢ × ١٠−۶ ١٫۶١ × ٧−١٠ ٢٫٠٣ × ٨−١٠

٠٫٧ ۴٫۶٣ × ١٠−۶ ١٫٣٠ × ٧−١٠ ٩٫٨۵ × ٩−١٠

٠٫٨ ۴٫٠۶ × ١٠−۶ ١٫٠٧ × ٧−١٠ ۶٫٠٢ × ٩−١٠

٠٫٩ ٣٫۵٨ × ١٠−۶ ٩٫٠١ × ٨−١٠ ۴٫٩٩ × ٩−١٠

.٣ .۴ مثال مستقيم- حالت
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نتيجه گيري ۵
معادله مي کند. پيش نهاد مرزي شرايط با واکنش-انتشار جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادله حل براي عددي طيفي روش يک مقاله اين
با مي بريم. به کار انتگرال معادله اين حل براي را تاو روش پس مي کنيم؛ تبديل ولترا-فردهُلم انتگرال معادله به را جزئي مشتقات با ديفرانسيل
چشم گيري طور به انتگرال معادله براي تاو روش به کارگيري حالت در عددي جواب همگرايي مرتبه که داده ايم نشان عددي مثال هاي از استفاده
پيش نهاد شده عددي روش همگرايي تحليل همچنين بگيريم. به کار مسئله حل براي مستقيم به طور را تاو عددي روش که است حالتي از بالاتر

است. گرفته قرار بررسي مورد
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Convergence Analysis of Numerical solution of Secon-order
reaction-diffusion equation with boundary conditions
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Abstract: The aim of this work is to provide a specific process for solving a reaction-diffusion partial
differential equation with boundary conditions (RPDEs). We first convert this RPDE problem to Volterra-
Fredholm integral equation (VFIE), because of the good numerical stability properties of integral operators
in compare to differential operator, then apply the numerical Tau method to solve the obtained integral
equation. We present the convergence analysis and error estimation of the Tau method based on the pro-
posed process. Applying the Tau method yields a system of the ordinary differential equation such that
this system is solved by piecewise polynomial collocation methods. Intended to show advantages of con-
verting RPDE to an integral equation, we consider two cases to solve the proposed examples. In the first
case, we apply the Tau method to solve the converted RPDE problem (integral form) and in the second
case, we solve the RPDE problem directly (direct form) by Tau method. Comparing the numerical results,
we observe that the results obtained from the integral form are higher than which obtained from the direct
form.

Keywords: Second-order reaction-diffusion equations, spectral Tau method, Volterra-Fredholm integral
equations, Convergence analysis.
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