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موضعي كوهمولوژي مدول هاي براي ليختنبام-هارتشورن صفر شدن قضيه
تعميم يافته
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١۴٠٢/۵/١١ پذيرش: تاريخ ١۴٠٢/٢/٣٠ دريافت: تاريخ

R-مدول  يك M كنيم فرض است. R سره ايده آل يك a و است نوتري و جابه جايي حلقه يك R كنيم فرض چکيده:
متناهي مولد R-مدول يك N كنيم فرض هم چنين است. p متناهي تصويري بُعد داراي كه است ناصفر متناهي مولد
i-امين ،Hi

a(N) كه است خاصيت اين با i نامنفي صحيح عدد بزرگ ترين c و N ̸= aN به طوري كه است ناصفر
تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول i-امين ،Hi

a(M,N) است. ناصفر ،a به نسبت N موضعي كوهمولوژي مدول
Hp+c

a (M,N) هم وابسته اول ايده آل هاي مقاله اين در است. صفر ،p+c < i كه i هر براي ،a به Nنسبت Mو
لازم شرط است، N بُعد برابر c و است موضعي حلقه يك R كه حالتي در مطلب، اين از استفاده با مي آوريم. به دست را
مدول هاي به را ليختنبام-هارتشورن صفر شدن قضيه كه مي آوريم به دست را Hp+c

a (M,N) صفرشدن براي كافي و
مي دهد. گسترش تعميم يافته موضعي كوهمولوژي

هم وابسته، اول ايده آل ليختنبام-هارتشورن، صفر شدن قضيه تعميم يافته، موضعي كوهمولوژي مدول کليدي: واژه هاي
چسبيده. اول ايده آل

13D45; 13E05; 13E15 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
گروتنديك،† است. R-مدول يك N و R ايده آل يك a كنيم فرض است. نوتري و يك دار جابه جايي، حلقه يك R مقاله اين سراسر در

است: كرده تعريف زير به صورت را a به نسبت N موضعي كوهمولوژي مدول i-امين

Hi
a(N) := lim−→

n∈N
ExtiR(R/an, N);
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٢۵١ ليختنبام-هارتشورن قضيه

منبع در هرزوگ موضعي، كوهمولوژي مدول از تعميمي به عنوان باشد، ديگري R-مدول ،M اگر شود. مراجعه [٢] به بيش تر جزئيات براي
مي كند: تعريف زير به صورت را a ايده آل به نسبت N و M تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول [١٣]

Hi
a(M,N) := lim−→

n∈N
ExtiR(M/anM,N);

و a به نسبت N كوهمولوژي بُعد است. Hi
a(N) همان Hi

a(R,N) كه است واضح شود. مراجعه [١٣] و [١] به بيش تر جزئيات براي
مي شوند: تعريف زير به صورت به ترتيب a به نسبت N و M كوهمولوژي بُعد

cda(N) := sup{i ∈ N٠ : H
i
a(N) ̸= ٠},

cda(M,N) := sup{i ∈ N٠ : H
i
a(M,N) ̸= ٠}.

،٢] است صفر Hi
a(N) موضعي كوهمولوژي مدول ،d < i كه i هر براي است. d متناهي بُعد داراي و متناهي مولد N كنيم فرض

ياسمي و ديبايي است، موضعي حلقه وقتي .[٧. ١. ٧ تمرين ،٢] است آرتيني Hd
a(N) و (cda(N) ≤ d ديگر (به عبارت [١. ٢ .۶ قضيه

كه: كرده اند ثابت اول] قضيه ،۴] در اصلي قضيه به  عنوان

AttR(H
d
a(N)) = {p ∈ AssR(N) : cda(R/p) = d}.

بُعد داراي و متناهي مولد M اگر هم چنين ببينيد). را [۵ .٢ قضيه ،۵]) است برقرار نيز حلقه بودن موضعي شرط بدون فوق تساوي
(cda(M,N) ≤ p+ d (يعني [١ .۵ لم ،١] است صفر Hi

a(M,N) ،p+ d < i كه i هر براي آن گاه باشد، p متناهي تصويري
و گو كند). مراجعه [٣. ١ گزاره ،١٢] يا [٢. ٩ قضيه ،١۵] به نمونه به عنوان اثبات براي مي تواند (خواننده است آرتيني Hp+d

a (M,N) و
كه: مي دهند نشان ديبايي-ياسمي قضيه از تعميمي به عنوان است موضعي R اين كه فرض با [٢. ٣ قضيه ،١١] منبع در چو

AttR(H
p+d
a (M,N)) = {p ∈ AssR(N) : cda(M,R/p) = p+ d}.

اين كه فرض با آن ها هم چنين كرده اند. حذف فوق تساوي براي را R حلقه بودن موضعي شرط ذاكري و تهرانيان فتحي، [٣ .۵ قضيه ،١٠] در
كه: مي دهند نشان [۶ .۵ قضيه ،١٠] در است كامل و نيم موضعي R/AnnR(H

d
a(N)) حلقه

AttR(H
p+d
a (M,N)) = SuppR(Ext

p
R(M,R)) ∩ AttR(H

d
a(N)). (١. ١)

Hp+d
a (M,N) بالايي تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول چسبيده اول ايده آل هاي محاسبه كه دارد اهميت جهت آن از فوق تساوي

در .c := cda(N) مي دهيم قرار مي دهد. تقليل Hd
a(N) بالايي موضعي كوهمولوژي مدول چسبيده اول ايده آل هاي محاسبه به را

براي تيزتري بالاي كران p + c ،c ≤ d چون و [٢. ٨ گزاره ،١٢] است صفر Hi
a(M,N) ،p + c < i كه i هر براي اين صورت

اول ايده آل هاي ابتدا مقاله اين در باشند. آرتيني Hp+c
a (M,N) و Hc

a(N) كه ندارد لزومي ديگر ولي مي كند ارائه cda(M,N)
مي كنيم ثابت ٣. ١ قضيه در دقيق تر به عبارت محاسبه مي كنيم. Hc

a(N) هم وابسته اول ايده آل هاي توسط را Hp+c
a (M,N) هم وابسته 

CoassR
(
Hp+c

a (M,N)
)
= {p ∈ SuppR(M) ∩ CoassR (Hc

a(N)) : proj dimRp
(Mp) = p}

(١. ١) تساوي برقراري جهت را R/AnnR(H
d
a(N)) حلقه بودن كامل و نيم موضعي شرط ٣. ٢ نتيجه در آن از نتيجه اي به عنوان و

كه: مي دهيم نشان و مي كنيم حذف

AttR
(
Hp+d

a (M,N)
)
= {p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) : proj dimRp

(Mp) = p, cda(R/p) = d}.
(١. ٢)

كه: مي دهيم نشان ٣. ٣ نتيجه در آن گاه باشد، كوهن-مكالي M و موضعي R اگر به ويژه

AttR(H
p+d
a (M,N)) = {p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) : cda(R/p) = d}.

مي كنيم. اثبات تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول هاي براي را ليختنبام-هارتشورن صفر شدن قضيه ،(١. ٢) تساوي از استفاده با نهايت در
براي اگر فقط و اگر است صفر Hp+d

a (M,N) آن گاه باشد، موضعي حلقه يك R اگر كه داد خواهيم نشان ۵ .٣ قضيه در دقيق تر به عبارت
مي كند، صدق proj dimR̂P

(M̂P) = p و dimR̂(R̂/P) = d شرايط در كه P ∈ SuppR̂(M̂) ∩ AssR̂(N̂) هر
.dimR̂(R̂/(aR̂ +P)) > ٠ باشيم داشته
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اوليه مفاهيم ٢

ايده آل هاي تمام مجموعه و مي دهيم نشان Mp با را p در M موضعي سازي است. R اول ايده آل يك p و R-مدول يك M كنيم فرض
به صورت را R در M مدول پوچ ساز هم چنين مي دهيم. نشان SuppR(M) نماد با و گفته M محمل را است ناصفر Mp كه p اول
براي اگر است. R از ايده آلي به وضوح كه مي كنيم تعريف AnnR(M) := {r ∈ R : x ∈ M همه براي rx = ٠}
را M وابسته اول ايده آل هاي تمام مجموعه و مي ناميم M وابسته اول ايده آل يك را آن باشد، اول  ايده آلي AnnR(Rx) اي x ∈ M

داد. خواهيم نشان N٠ با را نامنفي صحيح اعداد تمام مجموعه و N با را طبيعي اعداد تمام مجموعه مي دهيم. نشان AssR(M) با
معرفي [١۴] مقاله در ثانويه نمايش و چسبيده اول ايده آل عناوين تحت مك دونالد توسط اوليه تجزيه و وابسته اول ايده آل مفاهيم دوگان
x ∈ M هر براي كه µr : M → M ضربي درون ريختي r ∈ R هر براي و M ̸= ٠ هرگاه گوييم ثانويه را M مدول است. شده
اول ايده آلي p :=

√
AnnR(M) آن گاه باشد، ثانويه M مدول اگر باشد. پوچ توان يا و پوشا مي شود، تعريف µr(x) = rx ضابطه با

و باشد p-ثانويه خارج قسمتي مدول داراي M هرگاه گوييم M مدول چسبيده اول ايده آل را p اول ايده آل مي گوييم. p-ثانويه را M و است
زير مدول هاي از متناهي جمع به صورت به توان را M مدول اگر مي دهيم. نشان AttR(M) با را آن چسبيده اول ايده آل هاي تمام مجموعه

مانند ثانويه اش
M = M١ + · · ·+Mt

اول ايده آل هاي و كرد حذف نتوان ١ ≤ i ≤ t آن در كه را Miها از هيچ كدام اگر و است ثانويه نمايش داراي M مي گوييم نوشت،
دو جمع اين كه به توجه با مي گوييم. مينيمال را فوق نمايش باشند، متمايز pt :=

√
AnnR(Mt) ،... ،p١ :=

√
AnnR(M١)

مينيمال فوق ثانويه نمايش اگر كرد. تبديل مينيمال ثانويه نمايش يك به مي توان را ثانويه نمايش هر است، p-ثانويه p-ثانويه، زيرمدول 
همان طور هستند. M مينيمال ثانويه نمايش از مستقل {p١, . . . , pt} و t بنابراين و AttR(M) = {p١, . . . , pt} آن گاه باشد،

ثانويه اند. نمايش داراي نيز آرتيني مدول هاي اوليه اند، تجزيه داراي نوتري مدول هاي كه
ياسمي، تعريف در است. كرده معرفي را مي شود ناميده هم وابسته اول ايده آل  كه وابسته اول ايده آل  از ديگري دوگان [١٨] در ياسمي
هم  وابسته و چسبيده اول ايده آل هاي مجموعه هاي است ثانويه نمايش داراي مدول كه وقتي و ندارد وجود مدول داشتن ثانويه نمايش محدوديت

شود). مراجعه [١۴ .١ قضيه ،١٨] (به مي شوند يك سان آن

،E(R/m) زيرمدول M به طوري كه باشد داشته وجود R در m ماكسيمال ايده آل هرگاه گوييم هم دوري را M R-مدول .٢. ١ تعريف
باشد. ،R/m انژكتيو پوش

باشد داشته وجود M از L مانند هم دوري هم ريخت تصوير هرگاه گوييم M R-مدول هم وابسته اول ايده آل را p اول ايده آل .٢. ٢ تعريف
مي دهيم. نشان CoassR(M) با را M هم وابسته اول ايده آل هاي تمام مجموعه .p = AnnR(L) به طوري كه

اصلي نتايج ٣

كوهمولوژي مدول هم وابسته اول ايده آل هاي توسط را بالايي تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول هم وابسته اول ايده آل هاي زير قضيه در
مي يابيم. بالايي موضعي

فرض هم چنين است. p متناهي تصويري بُعد با ناصفر متناهي مولد R-مدول يك M و است R ايده آل يك a كنيم فرض .٣. ١ قضيه
داريم p + c < n كه n هر براي اين صورت در .c := cda(N) و N ̸= aN به طوري كه است R-مدول يك N كنيم

و Hn
a (M,N) = ٠

Hp+c
a (M,N) ∼= ExtpR(M,R)⊗R Hc

a(N).

به ويژه

CoassR
(
Hp+c

a (M,N)
)
= {p ∈ SuppR(M) ∩ CoassR (Hc

a(N)) : proj dimRp
(Mp) = p}.

هم چنين و است صفر Hn
a (M,N) مدول ،p + c < n كه n هر براي داده اند نشان [٢. ٨ گزاره ،١٢] در وحيدي و حسن زاده اثبات.

دارد وجود زير يك ريختي كه كرده اند ثابت

Hp+c
a (M,N) ∼= ExtpR(M,Hc

a(N)).



٢۵٣ ليختنبام-هارتشورن قضيه

ExtpR(M, ·) است، نوتري حلقه روي متناهي مولد مدولي M چون هم چنين است. دقيق راست و جمعي ExtpR(M, ·) تابع گون حال
.ExtpR(M, ·) ∼= ExtpR(M,R) ⊗R (·) داريم [۴۵ .۵ قضيه ،١٧] طبق نتيجه در و [١۶ .٣. ١ لم ،٩] است مستقيم جمع حافظ

بنابراين
Hp+c

a (M,N) ∼= ExtpR(M,R)⊗R Hc
a(N).

داريم: [١. ٢١ قضيه ،١٨] طبق نتيجه در

CoassR
(
Hp+c

a (M,N)
)
= SuppR (ExtpR(M,R)) ∩ CoassR (Hc

a(N)) .

دهيم نشان است كافي اثبات اتمام براي اكنون

SuppR(Ext
p
R(M,R)) = {p ∈ SuppR(M) : proj dimRp

(Mp) = p}.

داريم: [٧. ٣٩ گزاره ،١٧] طبق است، R نوتري حلقه روي متناهي مولد مدولي M چون .p ∈ SuppR(Ext
p
R(M,R)) كنيم فرض

ExtpRp
(Mp, Rp) ∼= (ExtpR(M,R))p ̸= ٠.

كنيم فرض برعكس .proj dimRp
(Mp) = p مي شود نتيجه آن از .proj dimRp

(Mp) ≥ p و p ∈ SuppR(M) بنابراين
در .ExtpRp

(Mp, Rp) ̸= ٠ داريم [١٩ بخش ١ لم سوم بند ،١۶] طبق .proj dimRp
(Mp) = p و p ∈ SuppR(M)

مي كند. كامل را اثبات اين و (ExtpR(M,R))p ̸= ٠ نتيجه

است، كامل و نيم موضعي B := R/AnnR(H
d
a(N)) حلقه اين كه فرض با است. ٣. ٢ نتيجه مانند مفروضات كه كنيم فرض

كه: مي دهند نشان [۶ .۵ قضيه ،١٠] در ذاكري و تهرانيان فتحي،

AttR(H
p+d
a (M,N)) = SuppR(Ext

p
R(M,R)) ∩ AttR(H

d
a(N)).

است. برقرار نيز B حلقه بودن كامل و نيم موضعي شرط بدون فوق تساوي كه است شده داده نشان زير نتيجه در

p := proj dimR(M) < ∞ كه ناصفرند متناهي مولد R-مدول هاي ،N و M و است R ايده آل يك a كنيم فرض .٣. ٢ نتيجه
و است آرتيني Hp+d

a (M,N) اين صورت در .d := dimR(N) < ∞ و

AttR(H
p+d
a (M,N)) = {p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) : proj dimRp

(Mp) = p, cda(R/p) = d}.

قضيه طبق .c := cda(N) مي دهيم قرار است. شده مشخص (١. ٢) شماره با مقدمه بخش در فوق تساوي كه مي كنيم يادآوري اثبات.
Hp+d

a (M,N) كرديم اشاره قبلي قضيه در كه همان طور آن گاه ،c < d اگر حال .c ≤ d داريم [١. ٢ .۶ قضيه ،٢] گروتنديك صفرشدن
p ∈ AssR(N) هر براي [١. ٢ قضيه ،٧] به توجه با ديگر سوي از است. تهي آن چسبيده اول ايده آل هاي مجموعه بنابراين و است صفر
حالت اين در (١. ٢) تساوي و بود خواهد تهي نيز (١. ٢) تساوي در راست سمت مجموعه نتيجه در .cda(R/p) ≤ c < d داريم
متناهي مولد ExtpR(M,R) چون و است آرتيني Hd

a(N) ،[٧. ١. ٧ تمرين ،٢] طبق .c = d مي كنيم فرض بنابراين است. برقرار
است، Hp+d

a (M,N) با يك ريخت ٣. ١ قضيه به توجه با مدول اين كه آن جا از و است آرتيني ExtpR(M,R)⊗R Hd
a(N) است،

قضيه ،١۵] به مي تواند خواننده نمونه براي نيست، جديدي مطلب Hp+d
a (M,N) بودن (آرتيني بود خواهد آرتيني نيز Hp+d

a (M,N)
هم وابسته شان اول ايده آل هاي مجموعه  Hp+d

a (M,N) و Hd
a(N) مدول هاي براي بنابراين كند). مراجعه [٣. ١ گزاره ،١٢] يا [٢. ٩

تساوي ٣. ١ قضيه آخر قسمت و [۵ .٢ قضيه ،۵] از نتيجه در .[١۴ .١ قضيه ،١٨] است يك سان چسبيده شان اول ايده آل هاي مجموعه  با
مي آيد. به دست (١. ٢)

ناصفرند متناهي مولد R-مدول هاي ،N و M كنيم فرض است. R ايده آل يك a و موضعي حلقه يك R كنيم فرض .٣. ٣ نتيجه
داريم: اين صورت در .d := dimR(N) و p := proj dimR(M) < ∞ است، كوهن-مكالي M به طوري كه

AttR Hp+d
a (M,N) = {p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) : cda(R/p) = d}.

داريم: [١. ٣. ٣ قضيه ،٣] آسلاندر-بوكسبام فرمول و [٨ .۴ .٩ تذكر اول بند و ۶ .۴ .٩ نتيجه ،٣] طبق اثبات.

dimR(R) ≤ proj dimR(M) + dimR(M) = depthR(R).
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آسلاندر- فرمول طبق لذا و dimR(R/p) = dimR(M/pM) آن گاه ،p ∈ SuppR(M) اگر است. كوهن-مكالي R بنابراين
داشت: خواهيم [٢. ١. ٣ قضيه دوم بند ،٣] و بوكسبام

proj dimRp
(Mp) = dimRp(Rp)− dimRp(Mp)

= (dimR(R)− dimR(R/p))− (dimR(M)− dimR(M/pM))

= dimR(R)− dimR(M)

= p.

آمد. خواهد به دست حكم قبلي نتيجه از حال

ولي گسترش دهيم. تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول هاي به را ليختنبام-هارتشورن صفر شدن قضيه داريم قصد ،۵ .٣ قضيه در
نياز مورد مي دهد گسترش تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول هاي به را [٣. ٢ .۴ قضيه ،٢] يك دست پايه تغيير قضيه كه زير لم آن از قبل
بايد هم چنين مي كنيم. ارائه آن براي اثباتي ابتدا خواننده راحتي جهت اينجا در است. آمده اثبات بدون [٢. ١ لم دوم بند ،٨] در لم اين است.
اثباتي در ولي نمي دهند قرار تعميم يافته موضعي كوهمولوژي مدول در اول مدول براي محدوديتي نويسندگان فوق، لم در كه كنيم نشان خاطر

كنيم. فرض متناهي مولد را اول مدول كه داريم نياز مي كنيم، ارائه زير لم در ما كه

است. دل خواه R-مدول يك N و متناهي مولد R-مدول يك M است، R ايده آل يك a كنيم فرض .([٢. ١ لم دوم بند ،٨]) ۴ .٣ لم
داريم: i ∈ N٠ هر براي اين صورت در است. يك دست R-جبر يك B كنيم فرض

B ⊗R Hi
a(M,N) ∼= Hi

aB(B ⊗R M,B ⊗R N).

داريم: را زير يك ريختي n ∈ N٠ هر براي اثبات.

B ⊗R (M/anM) ∼= B ⊗R M ⊗R (R/an)
∼= (B ⊗R M)⊗B B ⊗R (R/an)
∼= (B ⊗R M)⊗B (B/anB)
∼= (B ⊗R M)⊗B (B/(aB)n)
∼= (B ⊗R M)/(aB)n(B ⊗R M).

داريم: فوق يك ريختي و [۵ .٣. ٢ قضيه ،٩] ،[٢٧ .۵ قضيه ،١٧] طبق حال

B ⊗R Hi
a(M,N) ∼= B ⊗R lim−→

n

ExtiR(M/anM,N)

∼= lim−→
n

(B ⊗R ExtiR(M/anM,N))

∼= lim−→
n

(ExtiB((B ⊗R M)/(aB)n(B ⊗M), B ⊗R N)

∼= Hi
aB(B ⊗R M,B ⊗R N)

مي كند. كامل را اثبات اين و

موضعي حلقه يك (R,m) كنيم فرض تعميم يافته). موضعي كوهمولوژي مدول هاي براي ليختنبام-هارتشورن صفر شدن (قضيه ۵ .٣ قضيه
p := proj dimR(M) < ∞ به طوري كه ناصفرند متناهي مولد R-مدول دو N و M كنيم فرض است. R سره ايده آل يك a و

هستند: معادل  زير گزاره هاي اين صورت در .d := dimR(N) و

Hp+d؛
a (M,N) = ٠ (آ)

صدق proj dimR̂P
(M̂P) = p و dimR̂(R̂/P) = d شرايط در كه P ∈ SuppR̂(M̂) ∩ AssR̂(N̂) هر براي (ب)

.dimR̂(R̂/(aR̂ +P)) > ٠ داريم مي كند،
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داريم L مانند متناهي مولد R-مدول هر براي و [٨. ١٢ قضيه ،١۶] است mR̂ ماكسيمال ايده آل با نوتري و موضعي حلقه يك R̂ اثبات.
داريم: ۴ .٣ لم طبق ،[٨. ٨ قضيه ،١۶] است يك دست R-جبر يك R̂ چون .[٨. ٧ قضيه ،١۶] L⊗R R̂ = L̂

R̂⊗R Hi
a(M,N) ∼= Hi

aR̂
(M̂, N̂).

اگر تنها و اگر است صفر Hi
a(M,N) فوق يك ريختي طبق ،[١۴ .٨ قضيه ،١۶] است وفادار يك دست R-مدول عنوان به R̂ چون

داريم: [٢. ١. ٨ نتيجه اول بند ،٣] طبق L مانند متناهي مولد مدول هر براي هم چنين باشد. صفر Hi
aR̂
(M̂, N̂)

depthR̂(L̂) = depthR(L), dimR̂(L̂) = dimR(L).

آزاد تحليل يك R̂ در آزاد تحليل اين تانسور با كه است متناهي مولد آزاد R-مدول هاي از متناهي آزاد تحليل داراي M آن بر علاوه
فرمول و بالا در چپ سمت تساوي طبق نتيجه در .proj dimR̂(M̂) < ∞ بنابراين و مي آيد به دست M̂ براي R̂ حلقه روي متناهي

داريم: [١. ٣. ٣ قضيه ،٣] آسلاندر-بوكسبام

proj dimR̂(M̂) = proj dimR(M).

است. كامل حلقه فرض كنيم و كرده عوض R و N ،M با را R̂ و N̂ ،M̂ مي توانيم شود كاسته مساله كليت از اين كه بدون بنابراين
به گونه اي p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) كنيم فرض هم چنين .Hp+d

a (M,N) = ٠ كنيم فرض (آ)⇐(ب).
داريم ٣. ٢ نتيجه طبق ،AttR(Hp+d

a (M,N)) = ∅ چون .proj dimRp
(Mp) = p و dimR(R/p) = d كه است

.Hd
a+p(R/p) ∼= Hd

a(R/p) = ٠ داريم [٢. ١ .۴ قضيه ،٢] استقلال قضيه از .Hd
a(R/p) = ٠ بنابراين ،cda(R/p) < d

بنابراين و باشد m-اوليه نمي تواند a+ p سره ايده آل [۴ .١ .۶ قضيه ،٢] گروتنديك ناصفرشدن قضيه طبق ،dimR(R/p) = d چون
.dimR(R/(a+ p)) > ٠

بنابراين و نيست تهي AttR(Hp+d
a (M,N)) آن گاه ،Hp+d

a (M,N) ̸= ٠ اگر باشد. برقرار (ب) شرط كنيم فرض (ب)⇐(آ).
.proj dimRp

(Mp) = p و cda(R/p) = d به طوري كه دارد وجود p ∈ SuppR(M) ∩ AssR(N) ،٣. ٢ نتيجه طبق
اكنون .dimR(R/p) = d بنابراين .cda(R/p) ≤ dimR(R/p) داريم [١. ٢ .۶ قضيه ،٢] گروتنديك صفرشدن قضيه طبق
مدول براي ([٨. ٢. ٣ تمرين و ٨. ٢. ١ قضيه ،٢]) ليختنبام-هارتشورن قضيه از نتيجه در .dimR(R/(a+ p)) > ٠ (ب)، شرط طبق

.Hp+d
a (M,N) = ٠ بنابراين است. تناقض كه cda(R/p) < d مي شود نتيجه آن از .Hd

a(R/p) = ٠ داريم R/p

تصويري بعد داراي كه است ناصفر متناهي مولد R-مدول يك M كنيم فرض است. موضعي حلقه يك (R,m) كنيم فرض .۶ .٣ ملاحظه
،٢] گروتنديك صفرنشدن و صفرشدن قضاياي به توجه با است. d بُعد با ناصفر متناهي مولد R-مدول يك N هم چنين و است p متناهي
اگر البته است. نامعلوم فوق مفروضات با cdm(M,N) دقيق مقدار .cdm(N) = dimR(N) مي دانيم [۴ .١ .۶ و ١. ٢ .۶ قضاياي

كه: مي دهند نشان [۵ .٣ قضيه ،۶] در حاجي كريمي و ديواني آذر باشد، نيز كوهن-مكالي R فوق مفروضات بر علاوه

cdm(M,N) = dimR(R)− gradeR(AnnR(N),M).

هر براي چون كه شود تصور اشتباه به است ممكن ۵ .٣ قضيه در a = mفرض با و است cdm(M,N)براي بالايي كران p+d مي دانيم
Hp+d

m (M,N) بنابراين و است نادرست ۵ .٣ قضيه در (ب) گزاره پس dimR̂(R̂/mR̂+P) = ٠ داريم R̂ حلقه از P اول ايده آل
كران است ممكن p+ d و نيست درست تساوي اين كه مي دهد نشان زير مثال ولي .cdm(M,N) = p+ d درنتيجه و است ناصفر
كه باشد نداشته وجود SuppR̂(M̂)∩AssR̂(N̂) در P اول ايده آل هيچ اگر كه كنيم نشان خاطر باشد. cdm(M,N) اكيد بالاي
بنابراين و است درست مقدم انتفاي به (ب) گزاره آن گاه كند، صدق proj dimR̂P

(M̂P) = p و dimR̂(R̂/P) = d شرايط در
شد. خواهد صفر Hp+d

m (M,N) ،۵ .٣ قضيه طبق

در است. K در ضرايب با y و x تواني سري هاي حلقه R := K[[x, y]] و متغيرند y و x است، ميدان يك K كنيم فرض .٣. ٧ مثال
از .M := R/(x٢, xy) مي دهيم قرار است. m := (x, y) ماكسيمال ايده آل با ٢ بُعد از كامل منظم موضعي حلقه يك R اين صورت
حلقه چون .dimR(M) = dimR(R/(x)) = ١ و depthR(M) = ٠ مي شود نتيجه AssR(M) = {(x), (x, y)}
بنابراين .proj dimR(M) = ٢ داريم آسلاندر-بوكسبام فرمول از نتيجه در و متناهي اند تصويري بُعد داراي مدول ها تمام است منظم
در و SuppR(M) ∩ AssR(R) = ∅ پس ،AssR(R) = {٠} چون اينك .proj dimR(M) + dimR(R) = ۴
.cdm(M,R) < proj dimR(M) + dimR(R) بنابراين .H۴

m(M,R) = ٠ داريم ٣. ٢ نتيجه يا ۵ .٣ قضيه طبق نتيجه
كه ديد مي توان ديواني آذر-حاجي كريمي فرمول طبق است، متناهي تصويري بُعد داراي M و است كوهن-مكالي حلقه چون البته

cdm(M,R) = dimR(R)− gradeR(AnnR(R),M) = ٢− ٠ = ٢.
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قدرداني و تشكر
كيفيت ارتقا موجب ارزشمند و آموزنده پيشنهادات و راهنمايي ها ارائه و مقاله دقيق مطالعه با كه محترم داوران از مي داند لازم خود بر نويسنده

باشد. داشته را تشكر و سپاس نهايت شدند مقاله
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Abstract: Let R be a commutative Noetherian ring, and let a be a proper ideal of R. Let M be a
non-zero finitely generated R-module with the finite projective dimension p. Also, let N be a non-zero
finitely generatedR-module withN ̸= aN , and assume that c is the greatest non-negative integer with the
property thatHi

a(N), the i-th local cohomology module ofN with respect to a, is non-zero. Hi
a(M,N),

the i-th generalized local cohomologymodule ofM andN with respect to a, is zero for all iwith i > p+c.
In this paper, we obtain the coassociated prime ideals of Hp+c

a (M,N). Using this, in the case when R is
a local ring and c is equal to the dimension of N , we obtain a necessary and sufficient condition for the
vanishing ofHp+c

a (M,N)which extends the Lichtenbaum-Hartshorne vanishing theorem for generalized
local cohomology modules.

Keywords: Generalized local cohomology module, Lichtenbaum-Hartshorne vanishing theorem,
coassociated prime ideal, attached prime ideal.
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