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چکيده:
از بسياري در شده تعريف جبري عملگرهاي مقايسه و مطالعه براي مناسبي چارچوب راف، مجموعه هاي نظريه ي
و اينشتين نسبيت نظريه در فضا‐زمان علّي ساختار بين ارتباطي مقاله، اين در مي کند. فراهم را رياضي ساختارهاي
علّي ساختار براي را پوششي تقريب عملگرهاي آن به وسيله و مي کنيم برقرار پوشش اساس بر راف مجموعه هاي نظريه
علّي ساختار در متداول و اساسي عملگرهاي همان عملگرها، اين از برخي که مي دهيم نشان سپس مي کنيم؛ تعريف
عملگرهاي به نسبت متفاوتي عملگرهاي ،⊥′⊥′ و ⊥′ مانند عملگرها برخي و ،⊥ ،D ،J± ،I± جمله از فضا‐زمان
همه از متشکل کاملي ارتومدولار مشبکه به وسيله فضا‐زمان ها روي علّي منطق اخيراً، مي باشند. علّي ساختار در متداول
معرفي ديگري کامل مشبکه ي ،⊥′ متعامد عملگر طريق از اينجا، در است. شده معرفي ،⊥⊥ بستار عملگر ثابت هاي
بودن ارتومدولار براي کافي و لازم شرط همچنين، و مي کنيم تعيين علّي فضا‐زمان هاي در را مشبکه اين عناصر و
حالت در مشبکه، دو اين مي دهيم نشان نهايت، در مي کنيم. ارائه سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان هاي در مشبکه اين

نيست. برقرار لزوماً مطلب اين کلي حالت در ولي هستند، يک ريخت هم با دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان

علّي. منطق علّي، ساختار زمان، فضا‐ راف، مجموعه هاي مشبکه، کليدي: واژه هاي
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مقدمه ۱
صدق پوشش قاعده در که است شده تعريف هيلبرت فضاي روي تصوير عملگرهاي ارتومدولار مشبکه ي اساس بر کوانتوم مکانيک منطق
فراهم کوانتوم نظريه و اينشتين نسبيت نظريه ميان مناسبي ارتباطي راه فضا‐زمان، ساختار به مشبکه اي رويکرد طبيعي، طور به .[۲۴] مي کند
بر و تعامد رابطه کمک با ،[۵] در کاسيني و [۱۰] در جادچک و سگلا انگيزه، اين با است. اهميت با فيزيک در ارتباطي چنين يافتن که مي آورد
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واقع، در کردند. تعريف را اينشتين خاص نسبيت نظريه در ارتومدولار ساختار کوانتوم)، استاندارد (منطق فوليس و راندال تجربي منطق اساس
تشکيل کامل ارتومدولار مشبکه مينکوفسکي، فضاي در دوم مرتبه ارتو‐بسته ي مجموعه هاي گردايه  به عنوان علّي منطق دادند نشان آن ها
توليد مشبکه هاي و دادند توسيع توابع از خانواده اي تصوير توسط شده توليد علّي ساختار به را نتيجه اين همکارانش و سگلا همچنين، مي دهد.

.[۱۱ ،۹–۶] کردند مطالعه را ⊥ تعامد و D علّي بستار عملگرهاي توسط شده
زمينه هاي در نظريه اين .[۲۲] است شده معرفي ميلادي ۱۹۸۲ سال در پائولاک توسط که است رياضياتي مدل راف، مجموعه هاي نظريه
مجموعه هاي کلاسيک نظريه است. شده برده به کار ... غيره و پزشکي انفورماتيک الگو، شناخت داده کاوي، تصوير، پردازش شامل مختلف
نظريه به را راف مجموعه هاي نظريه محققان از بسياري اخيراً، مي باشد. مي کند، افراز را مرجع مجموعه که هم ارزي، رابطه اساس بر راف
استفاده مرجع مجموعه براي دلخواه پوشش از هم ارزي رابطه به جاي آن در که گونه اي به داده اند تعميم پوشش اساس بر راف مجموعه هاي
منطق توپولوژي، علّي، ساختار همچون رياضي ساختارهاي از برخي با مشابه پوشش، اساس بر راف مجموعه هاي رويکرد در واقع، در مي شود.
رويکرد اين مي شود. داده نسبت پوششي تقريب عملگر چندين ،G مانند آن از پوششي و ،Z مانند مرجعي مجموعه به تجربي، منطق مودال،
عملگرهاي يافتن مقاله اين اصلي هدف آورد. فراهم را آن ها با مرتبط نظريه هاي و رياضي ساختارهاي بين ارتباط از بهتري درک مي تواند
شده بخش بندي زير به صورت مقاله اين مي باشد. فضا‐زمان علّي ساختار در آن، متناظر مشبکه بررسي و تعامد عملگرهاي به خصوص پايه اي،

است:
تعاريف ابتدا، مي کنيم: فراهم فضا‐زمان علّي ساختار در را پوشش اساس بر تقريب نظريه ساختارهاي و عملگرها از استفاده امکان ،۲ بخش در
اساس بر تقريب عملگرهاي آن، از پس و مي کنيم يادآوري را آن به مربوط رايج عملگرهاي ويژگي هاي و پوشش اساس بر تقريب فضاي
مي کنيم مطالعه را آن ها مختلف ويژگي هاي و مي کنيم تعريف را پائيني و بالايي مضاعف پوششي تقريب عملگرهاي و مي دهيم توسيع را پوشش
هستند کامل مشبکه پوششي تقريب عملگرهاي برخي ثابت نقاط مجموعه که مي دهيم نشان سپس، بنگريد). را ۳ .۲ گزاره و ۱ .۲ (تعريف
اين پايان در مي شوند. گرفته نظر در نظريه آن منطق به عنوان جبري ساختارهاي اين نظريه ها، برخي در بنگريد). را ۹ .۲ نتيجه و ۷ .۲ (گزاره
خم هاي همه مجموعه با M فضا‐زمان ،۳ بخش در مي کنيم. معرفي پوششي تقريب فضاي از مثال يک عنوان به را علّي ساختار بخش،
عملگر همچنين، مي کنيم. تعبير فضا‐زمان اين در را پوششي تقريب عملگرهاي و مي گيريم نظر در علّي ساختار عنوان به را آن در موجود علّي
در نهايت، و مي کنيم مشخص را علّي فضا‐زمان يک در ⊥′ تعامد رابطه توسط شده توليد کامل مشبکه  عناصر سپس، و معرفي را ⊥′ تعامد

بنگريد). را ۱۰ .۳ (گزاره مي کنيم. ارائه را سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان هاي در مشبکه اين بودن ارتومدولار براي کافي و لازم شرط
خوانندگان مي کنيم. مرور اجمال به است، نياز مورد بعد فصل هاي در که را مشبکه نظريه در معمول مفاهيم و پايه اي تعاريف برخي اينجا، در

بنگرند. را [۳ ،۱] منابع مي توانند علاقمند
مجموعه يک است، P بر شده تعريف دوتايي رابطه يک ≤ و دلخواه اي مجموعه P آن در ،که (P,≤) دوتايي که مي آوريم به ياد ،[۳] از ما

باشد: برقرار زير شرايط هرگاه مي شود، ناميده مرتب جزئاً

a؛ ≤ a باشيم داشته ،a ∈ P هر براي انعکاسي: .۱

a؛ ≤ c آنگاه ،b ≤ c و a ≤ b اگر ،a, b, c ∈ P هر براي تعدي: .۲

.a = b آنگاه ،b ≤ a و a ≤ b اگر ،a, b ∈ P هر براي پادمتقارني: .۳

ناميده X مجموعه از پايين) کران (بزرگترين رَسَند a ∈ P باشد. P زير مجموعه  X و مرتب جزئاً مجموعه (P,≤) کنيد فرض
باشد: برقرار زير شرايط اگر مي شود، داده نشان a =

∧
X عبارت با و مي شود

a؛ ≤ x باشيم داشته ،x ∈ X هر براي يعني، باشد؛ X زيرمجموعه براي پايين کران a عنصر .۱

.b ≤ a باشيم داشته ،X از b مانند پايين کران هر براي .۲

وضوح به مي شود. استفاده ۱ نماد از ،
∧

∅ به جاي باشد، تهي X اگر و مي کنيم استفاده نگارش مان در x∧ y عبارت از ،
∧
{x, y} به جاي

است. P عضو بزرگترين وجود، صورت در ،۱
قابل مي شود، داده نشان

∨
X نماد با و مي شود ناميده X وِست بالا،که کران کوچکترين ،X زيرمجموعه براي دوگان، به صورت

مجموعه  عضو کوچک ترين وجود، صورت در ،
∨

∅ و برد. خواهيم بهره نگارش مان، در x∨y از ،
∨
{x, y} به جاي همچنين، است. تعريف

مي دهيم. نشان ۰ با را آن و است (P,≤) مرتب جزئاً
باشد؛ وِست و رَسَند داراي تهي) مجموعه جمله (از متناهي زيرمجموعه هر اگر مي شود، ناميده مشبکه ،(L,≤) مرتب جزئاً مجموعه 
توزيع پذير را مشبکه همچنين، و باشد داشته وِست و رَسَند نامتناهي) يا (متناهي آن مجموعه ي زير هر اگر مي گويند، کامل مشبکه را آن و

کند: صدق زير معادل شرط دو از يکي در اگر گويند،

x؛ ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) باشيم داشته ،x, y, z ∈ L هر براي .۱

.x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) باشيم داشته ،x, y, z ∈ L هر براي .۲
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موجود y ∈ L عنصر ،x ∈ L هر براي ديگر، عبارت به باشد، داشته متمم آن عنصر هر هر گاه مي گويند، متمم دار مشبکه را L مشبکه
.x ∨ y = ۱ و x ∧ y = ۰ به طوري که باشد

x′ با را آن که مي باشد يکتايي متمم داراي بولي جبر در x مانند دلخواه عضو هر مي گويند. بولي جبر را توزيع پذير متمم دار مشبکه
مي دهيم. نشان

شرايط در هرگاه است، متعامد متمم ،(L,≤) ي مشبکه بر شده تعريف (.)⊥ : L −→ L نگاشت که مي آوريم خاطر به ،[۴] از
کند: صدق زير

.(x⊥)⊥ = x باشيم داشته ،x ∈ L هر براي .۱

.y⊥ ≤ x⊥ آن گاه ،x ≤ y اگر ،x, y ∈ L هر براي .۲

.x ∨ x⊥ = ۱ و x ∧ x⊥ = ۰ باشيم داشته ،x ∈ L هر براي .۳

مقاله موضوع ارتباط به توجه با .y = x ∨ (y ∧ x⊥) شود نتيجه x ≤ y از ،x, y ∈ L هر براي اگر است، ارتومدولار L به علاوه،
۳ بخش ابتداي در مطالب، پيوستگي دادن دست از اجتناب براي که مي باشد ضروري نظريه اين اوليه تعاريف از برخي مرور نسبيت، نظريه به

مي پردازيم. آن به

علّي ساختار و پوششي تقريب فضاي ۲
را آن ها ترکيب از حاصل عملگرهاي و عملگرها اين رفتار و تعريف را پوششي تقريب فضاي يک پوششي تقريب عملگرهاي بخش، اين در
Z روي بستار عملگرهاي مطالعه معادل P(Z) در کامل مشبکه هاي همه مطالعه مي دهيم. قرار بررسي مورد و مي کنيم مقايسه يکديگر با
.[۱۹] است موجود Z روي بستار عملگرهاي ثابت نقاط مجموعه هاي و P(Z) در کامل مشبکه هاي ميان يک به يک تناظري زيرا مي باشد؛
يا مرجع مجموعه Z که مي کنيم فرض بخش، اين سرتاسر در مي دهيم. قرار توجه مورد بيشتر را بستار عملگرهاي بخش، اين در اين رو، از
اساس بر راف مجموعه هاي نظريه در .Z =

∪
G و است Z زيرمجموعه  G اعضاي يعني، باشد؛ Z از پوششي G و بحث مورد جهان

G عناصر همه مجموعه ،Z در z عضو هر براي .[۳۰ ،۲۸ ،۲۶ ،۱۴] مي نامند پوششي تقريب فضاي را (Z,G) مرتب زوج پوشش،
مي شود: داده نشان زير نماد با z شامل

β(z) := {f ∈ G : z ∈ f}.

نگاشت G در بالايي پوششي تقريب عملگر از منظور ،Z از G پوشش هر براي که مي کنيم يادآوري ،[۳۰ ،۱۳] مرجع مطابق

G : P(Z) → P(Z)

مي شود: تعريف زير به صورت X ∈ P(Z) هر براي که است

G(X) = {z ∈ Z : ∃f ∈ β(z), f ∩X 6= ∅} =
∪

{f ∈ G : f ∩X 6= ∅};

مي شود: تعريف زير به صورت ،X ∈ P(Z) هر براي که است G در پائيني پوششي تقريب عملگر G همچنين و

G : P(Z) → P(Z)

G(X) = {z ∈ Z : ∃f ∈ β(z), f ⊆ X} =
∪

{f ∈ G : f ⊆ X}.

در پوششي تقريب عملگرهاي از ديگري نوع اينجا، در .[۲۹ ،۲۸] است شده تعريف پوشش اساس بر راف مجموعه هاي از مختلفي انواع البته
مي دهيم. قرار مطالعه مورد را آن ها ويژگي هاي و مي کنيم تعريف را Z

و بالايي مضاعف پوششي تقريب عملگرهاي ،X ∈ P(Z) هر براي باشد. پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۱ .۲ تعريف
مي کنيم: تعريف زير به صورت را پائيني

G,G : P(Z) → P(Z)

G(X) = {z ∈ Z : ∀f ∈ β(z), f ∩X 6= ∅},
G(X) = {z ∈ Z : ∀f ∈ β(z), f ⊆ X}.
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مي کنيم: تعريف زير به صورت را ⊥ تعامد عملگر X ∈ P(Z) هر براي همچنين،

⊥: P(Z) → P(Z)

X⊥ = {z ∈ Z | ∀f ∈ β(z), f ∩X = ∅}.

با بنابراين، .{x, z} ⊆ f به طوري که نباشد موجود f ∈ G مانند عنصري هيچ اگر فقط و اگر z ∈ X⊥ ،X = {x} که حالتي در
کرد. تعريف Z روي را تعامد تقارني و غيرانعکاسي رابطه مي توان تعامد، عملگر اين کمک

و G عملگرهاي آنگاه بگيريم، نظر در X فضا از پوشش به عنوان را G = τ اگر باشد. توپولوژي فضاي (X, τ) کنيد فرض .۲ .۲ مثال
مي باشند. توپولوژي فضاي در درون و بستار عملگرهاي همان G

و f+ عناصر با f عنصر تفاوت همچنين و . . . و G+
, G

− مانند عملگر هايي با . . . و G عملگرهاي تعريف در تفاوت علي رغم
مشابه زير گزاره قسمت هاي از برخي هستند)، انتهايي و ابتدايي نقطه داراي (Z,≤) مرتب فضاي در ترتيب به (که ،[۲۶] مرجع در f−

هستند. اثبات قابل مرجع آن در ۱ .۳ گزاره برهان روند

x, y مانند دلخواهي عناصر و Z از X,Y مانند زير مجموعه هايي هر براي باشد. پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۳ .۲ گزاره
است: برقرار زير گزاره هاي Z در

.G(X) ⊆ G(Y ) و G(X) ⊆ G(Y ) آنگاه ،X ⊆ Y اگر (۱)

.G(X) ⊆ G(Y ) و G(X) ⊆ G(Y ) آنگاه ،X ⊆ Y اگر (۲)

.G(X) = Z \G(Z \X) و G(X) = Z \G(Z \X) (۳)

و G(G(X)) = G(X) = G(G(X)) = G(G(G(X))) (۴)
.G(G(X)) = G(X) = G(G(X)) = G(G(G(X)))

.G(G(X)) ⊆ G(G(X)) ⊆ G(X) ⊆ G(G(X)) ⊆ G(X) ⊆ X (۵)

.X ⊆ G(X) ⊆ G(G(X)) ⊆ G(X) ⊆ G(G(X)) ⊆ G(G(X)) (۶)

.G(X ∪ Y ) ⊇ G(X) ∪G(Y ) و G(X ∩ Y ) = G(X) ∩G(Y ) (۷)

،G(X ∪ Y ) ⊇ G(X) ∪G(Y ) و G(X ∩ Y ) ⊆ G(X) ∩G(Y ) (۸)

.G(X ∩ Y ) ⊆ G(X) ∩G(Y ) و G(X ∩ Y ) ⊆ G(X) ∩G(Y ) (۹)

.G(X ∪ Y ) ⊇ G(X) ∪G(Y ) (۱۰)

.G(
∪

λ∈ΛXλ) =
∪

λ∈ΛG(Xλ) آنگاه ،{Xλ}λ∈Λ ⊆ P(Z) اگر (۱۱)

.x ∈ G(y) آنگاه ،y ∈ G(x) اگر (۱۲)
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.x ∈ G(X ∪ {y}) آنگاه ،y 6∈ G(X) و y ∈ G(X ∪ {x}) اگر (۱۳)

.Y ⊥ ⊆ X⊥ آنگاه X ⊆ Y اگر و X⊥ = Z \G(X) (۱۴)

.X⊥ = X⊥⊥⊥ و X⊥⊥ = G(G(X)) ،X ∩X⊥ = ∅ (۱۵)

است. [۱۴] مرجع در ۲۰ گزاره و ،[۲۶] مرجع در ۱ .۳ گزاره اثبات روند مشابه (۱۴) تا (۱) قسمت هاي برهان اثبات.
:(۱۵) قسمت اثبات

داريم: ،z ∈ Z هر براي

z ∈ G
(
G(X)

)
⇔ ∀f ∈ β(z), f ⊆ G(X)

⇔ ∀f ∈ β(z), f ∩
(
Z \G(X)

)
= ∅

⇔ ∀ ∈ β(z), f ∩ (X⊥) = ∅
⇔ z ∈ X⊥⊥.

.X⊥⊥ = G
(
G(X)

)
بنابراين،

.X ∩X⊥ = ∅ لذا و X⊥ = Z \G(X) ⊆ Z \X که گرفت نتيجه مي توان X ⊆ G(X) اين که از
داريم: ،(۴) و (۳) قسمت هاي طبق سرانجام،

Z \G(X) = G(Z \X)

و
G(X) = G

(
G(G(X))

)
.

بنابراين،
X⊥ = Z \G(X)

= Z \G
(
G
(
Z \ (Z \G(X))

))
= Z \G

(
Z \G(Z \G(X))

)
=

(
(X⊥)⊥

)⊥
.

مي کند. تضمين را ۴ .۲ تعريف در دوتايي رابطه بودن متقارن ۳ .۲ گزاره از (۱۲) قسمت

برقرار زير شرط دو هر اگر تنها و اگر x ⊥′ y مي گوييم .x, y ∈ Z و باشد پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۴ .۲ تعريف
باشد:

،x 6= y (۱)

.{x, y} ⊆ f به طوري که باشد موجود f ∈ G مانند عنصري (۲)

است. Z روي تعامد رابطه ⊥′ بنابراين، است. Z روي متقارن و غيرانعکاسي رابطه ⊥′ آشکارا

است: برقرار زير گزاره هاي باشد. پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۵ .۲ گزاره

.Z × Z =⊥ ∪ ⊥′ ∪{(z, z) | z ∈ Z} (۱)

.{x}⊥′
= {y ∈ Z \ {x} | y ⊥′ x} = G(x) \ {x} (۲)

.A⊥′
= {y ∈ Z \ A | y ⊥′ x, x ∈ A هر براي } =

(∩
x∈A G(x)

)
\ A (۳)

.A⊥′
= A⊥′⊥′⊥′ و A ∩ A⊥′

= ∅ (۴)



۵۷ ‐۳۹ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و وطن دوست مهدي ۴۴

.B⊥′ ⊆ A⊥′ آنگاه ،A ⊆ B اگر (۵)

است. سرراست برهان اثبات.

مي گردد: يادآوري [۱۷] از زير تعاريف ،L مرتب جزئاً مجموعه  براي

مي نامند. L روي تصويري عملگر را p : L → L ترتيب حافظ و خودتوان نگاشت (۱)

.x ≤ c(x) باشيم داشته ،x ∈ L براي هرگاه مي نامند، بستار عملگر را L روي c تصويري عملگر (۲)

.k(x) ≤ x باشيم داشته ،x ∈ L براي هرگاه مي نامند، هسته اي عملگر را L روي k تصويري عملگر (۳)

اين صورت در باشد. بستار عملگر c : P(Z) → P(Z) و دلخواه مجموعه Z کنيد فرض .۶ .۲ لم

k
(
A 7→ Z \ c(Z \ A)

)
: P(Z) → P(Z)

است. هسته اي عملگر

است. سرراست برهان اثبات.

عملگرهاي باشد. پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۷ .۲ گزاره

G, (.)⊥⊥, (.)⊥
′⊥′

: P(Z) → P(Z)

عملگرهاي و هستند بستار عملگر
G,GG : P(Z) → P(Z)

مي باشند. هسته اي عملگر

هستند. خودتوان عملگرها اين که دهيم نشان است کافي ،۳ .۲ گزاره طبق اثبات.
اين که از دارد. وجود y ∈ f ∩ G(A) عنصر اين صورت در .f ∈ β(z) و z ∈ G(G(A)) ،A ∈ P(Z) کنيد فرض
ديگر، طرفي از .G(G(A)) ⊆ G(A) و z ∈ G(A) بنابراين، .f ∩A 6= ∅ که مي گيريم نتيجه ،f ∈ β(y) و y ∈ G(A)

.G(A) ⊆ G(G(A)) که گرفت نتيجه مي توان يکنواست، G اين که از .A ⊆ G(A) ،۳ .۲ گزاره طبق آنگاه ،A ∈ P(Z) اگر
رو، ازاين

G(G(A)) = G(A).

داريم: ۳ .۲ گزاره از (۹) و (۱۵) قسمت هاي از

GGG(G(A)) = G(G(A)),

همچنين و
GG = (.)⊥⊥.

مي باشند. بستار عملگر (.)⊥⊥ و G(.) عملگرهاي پس،
است. بستار عملگر يک (.)⊥′⊥′ که داد نشان مي توان ،۵ .۲ گزاره از (۵) قسمت به وسيله همچنين،

به کارگيري با .G(A) = Z \G(Z \A) و GG(A) = Z \GG(Z \A) که گرفت نتيجه مي توان ،۳ .۲ گزاره از سرانجام،
هستند. هسته اي عملگر G,GG عملگرهاي که گرفت نتيجه مي توان ،۶ .۲ لم

توپولوژي فضاي در اگر که کرد کشف ميلادي ۱۹۲۲ سال در لهستاني معروف رياضيدان کوراتوسکي، کازيميرز بار، اولين براي
قضيه به که آمد؛ خواهد به وجود متمايز مجموعه ۱۴ حداکثر کنند اثر دلخواه مجموعه روي ترتيبي و تعداد هر به متمم و بستار عملگرهاي
متمايز مجموعه ۱۴ بتواند A مجموعه يک X توپولوژي فضاي در اگر مي باشد. معروف ۱۴‐مجموعه مساله يا کوراتوسکي بستار‐متمم

مجموعه هاي که کرد بررسي مي توان به راحتي مي نامند. K‐مجموعه را A آنگاه کند، توليد را خود

A = (۰, ۱) ∪ (۱, ۲) ∪ {۳} ∪ [۴, ۵] ∩Q
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مي باشند. خودتوان شکل چپ سمت عملگرهاي که مي آيند به وجود a و c عملگر دو ترکيب از عملگر ۱۴ حداکثر :۱ شکل

و
B = {۱/n|n = ۱, ۲, ۳, · · · } ∪ (۳, ۴) ∪ {۴, ۵} ∪ [۶, ۷] ∪ (۷, ۸) ∩Q

.[۲۵] هستند K‐مجموعه معمول توپولوژي با حقيقي اعداد خط در
تصويري عملگرهاي kc و ck آنگاه باشند، P(Z) به P(Z) از دلخواهي هسته اي و بستار عملگرهاي k و c اگر که است واضح

هستند.
مي باشد. برقرار نيز پوششي فضاهاي در کوراتوسکي بستار‐متمم معروف قضيه که مي دهيم نشان اکنون

متمم عملگر و c دلخواه بستار عملگر .۸ .۲ نتيجه

a
(
A 7→ (Z \ A)

)
: P(Z) → P(Z)

از مکرر ترکيب هاي اعمال با Z پوشش فضاي در A دلخواه مجموعه از متمايز مجموعه ۱۴ حداکثر اين صورت در بگيريد. نظر در را
مي شود. توليد A روي a و c عملگرهاي

تصويري عملگرهاي ،(k := aca (يعني آن با متناظر هسته اي عملگر و c بستار عملگر از ck و kc ترکيب دو که است واضح اثبات.
ديگر، عبارتي به مي باشند.

cacacaca = (ck)۲ = ck = caca.

کرد بررسي مي توان به راحتي اکنون مي آيد. به دست cacacac = cac عبارت ،a۲ = ۱ اين که و طرفين به a عملگر ترکيب با همچنين
مي شود. توليد است، شده داده نشان ۱ شکل در که متمايز، عملگر ۱۴ حداکثر a و c عملگرهاي از مکرر ترکيب هاي اعمال با که

واقع، در .[۱۹] دارد وجود P(Z) روي بستار عملگرهاي و P(Z) در کامل مشبکه هاي بين يک به يک تناظر که مي کنيم يادآوري
،c ثابت نقاط همه مجموعه c : P(Z) → P(Z) بستار عملگر هر براي

Fix(c) = Lc = {X | X ⊆ Z, c(X) = X}

مي شوند: تعريف زير صورت به آن وِست و رَسَند که است کامل ∨مشبکه
Xj = c(

∪
Xj),

∧
Xj =

∩
Xj.

هر براي به طوري که دارد وجود cL : P(Z) −→ P(Z) مانند بستاري عملگر آنگاه باشد، کامل مشبکه L ⊆ P(Z) اگر برعکس،
.cL(Y ) :=

∧
{H ∈ L | Y ≤ H} باشيم داشته ،Y ⊆ Z

هستند. کامل مشبکه هاي G,GG = (.)⊥⊥, (.)⊥
′⊥′ پوششي تقريب عملگرهاي ثابت نقاط همه مجموعه .۹ .۲ نتيجه

است. سرراست اثبات قبلي، مطالب و ۷ .۲ گزاره طبق اثبات.
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گزاره ،f۱, f۲ ∈ G عناصر براي اگر فقط و اگر است متعدي G پوشش باشد. پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۱۰ .۲ تعريف
.{x, z} ⊆ f۳ که است موجود f۳ ∈ G مانند عنصري دهد نتيجه {y, z} ⊆ f۲ و {x, y} ⊆ f۱ هاي

معادلند: هم با زير شرايط اين صورت در باشد. تعامد فضاي (Z,⊥) کنيد فرض [۱۵] .۱۱ .۲ قضيه

است. کامل ارتومدولار مشبکه ξ(Z,⊥) := {A ⊆ Z : A = A⊥⊥} (۱)

.D⊥⊥ = A آنگاه باشد، A از ماکسيمال متعامد مجموعه زير D و A = A⊥⊥ اگر (۲)

اين صورت، در باشد. متعدي پوششي تقريب فضاي (Z,G) کنيد فرض .۱۲ .۲ گزاره

Fix(⊥⊥) = ξ(Z,⊥) = {A ⊆ Z : A = A⊥⊥}

است. کامل ارتومدولار مشبکه

که دهيم نشان است کافي باشد. A از ماکسيمال متعامد مجموعه زير D و A = A⊥⊥ کنيد فرض اثبات.

GG(D) = D⊥⊥ = A⊥⊥ = GG(A).

داريم: هستند، يکنوا تقريب عملگرهاي و D ⊆ A اين که از

GG(D) ⊆ GG(A).

y ∈ A مانند عنصري آنگاه ، x ∈ f اگر همچنين .f ⊆ G(A) داريم ،f ∈ β(z) هر براي بنابراين .z ∈ GG(A) کنيد فرض
دارند وجود f۲ ∈ G و d ∈ D عناصر که مي دهد نتيجه D بودن ماکسيمال .{x, y} ⊆ f۱ به طوري که دارد وجود f۱ ∈ G و
x ∈ f هر براي بنابراين، .{x, d} ⊆ f۳ به طوري که دارد وجود f۳ ∈ G تعدي، خاصيت طبق اين رو از .{y, d} ⊆ f۲ به طوري که
اکنون .z ∈ GG(D) لذا .f ⊆ G(D) مي شود نتيجه ،f ∈ β(z) هر براي ديگر، عبارت به  x؛ ∈ G(D) مي شود نتيجه

مي کند. کامل را اثبات ۹ .۲ نتيجه و ۱۱ .۲ قضيه به کارگيري

هستند. رياضي مختلف ساختارهاي در پايه اي عملگرهاي آن ها، ترکيب هاي و G, (.)⊥
′ ،G ،G ،G تقريب عملگرهاي .۱۳ .۲ ملاحظه

پاولاک توسط شده مطرح پاييني و بالايي تقريب عملگرهاي همان عملگرها اين باشد، Z مجموعه از افرازي G پوشش که زماني همچنين
.G = G و G = G حالت، اين در و هستند [۲۲–۲۰] منابع در

مکانيسم توضيح و (علّت ها) ديگر رويدادهاي به پيامدها) ) شده مشاهده رويدادها ي کردن مرتبط با تا مي شود تلاش علّيت، نظريه در
صورت مرتب جزئاً مجموعه هاي توسط رياضيات، بستر در نظريه اين مدل بندي معمولاً، شود. بخشيده معنا مشاهدات، به روابط اين پشت
نتيجه مي توان بخش، اين مطالب به توجه با که کرده اند مطرح علّي، منطق معرفي براي علّي، ساختار يک [۸] در همکارانش و سگلا مي گيرد.
معرفي را ساختار اين ۱۴ .۲ ملاحظه در ما و است بررسي و توجه قابل پوششي، تقريب فضاي از نمونه اي به عنوان علّي ساختار اين که گرفت

مي کنيم.

متعارف تصوير p نگاشت ،X توپولوژي فضاي و R حقيقي اعداد مجموعه دکارتي حاصل ضرب R × X کنيد فرض .۱۴ .۲ ملاحظه
همبند مجموعه زير يک Df از f : Df −→ X همچون اي پيوسته هاي نگاشت از اي مجموعه G و ،R مجموعه به روي R×X
ازاي به مي شود). گرفته نظر در نگاشت آن خود جاي به f نگاشت نمودار گاهي اين جا، در که مي شود نشان (خاطر باشد. X مجموعه به R
قابل زير به صورت G توسط شده توليد ،(Z,⊥)G و (Z,≤)G فضاي دو Z =

∪
f∈G{(t, f (t)) : t ∈ Df} مجموعه ي

است: تعريف

به طوري که باشد موجود f ∈ G عنصر اگر فقط و اگر است برقرار x ≤ y ي رابطه x, y ∈ Z عنصر دو هر ازاي به (۱
.p (x) ≤ p (y) و {x, y} ⊆ f

عنصري اگر فقط و اگر (x ≰ y)∧ (y ≰ x) اگر فقط و اگر است برقرار x ⊥ y ي رابطه x, y ∈ Z عنصر دو هر ازاي به (۲
.{x, y} ⊆ f به طوري که نباشد موجود f ∈ G همچون

ساختار هر مي نامند. علّي خم يک را f ∈ G عنصر هر و علّي مرتب مجموعه را (Z,≤)G علّي، ساختار را (Z,G) مرتب دوتايي
مي باشد. پوششي تقريب فضاي يک از مثالي (Z,G) علّي
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فضا‐زمان علّي ساختار در کامل ارتومدولار مشبکه هاي ۳

به مجهز مجموعه يک مي توان را فضا‐زمان هر است. شده توصيف ۱۴ .۲ ملاحظه ي در ، R × X توپولوژي فضاي روي علّي ساختار
پايه ريزي آن در عام نسبيت همچون مدرن، فيزيک مهم نظريه هاي از برخي رياضياتي، مدل يک عنوان به که گرفت؛ نظر در علّي ساختار
عنوان تحت که مي باشد آن از ديگر رويدادي روي فضا‐زمان در رويداد يک تأثير بررسي نسبيت نظريه در مسائل عمده ترين از يکي مي گردد.
واقعه دو بين از است. سر راست مسأله             اي زمان، بودن مطلق دليل به نيوتني فيزيک در علّيت مورد در بحث مي شود. پرداخته آن به علّيت
کمي پرسش اين به پاسخ نسبيت، نظريه در اما باشد. شده واقع زودتر که است آن علّت، رويداد مي گذارند، اثر يکديگر بر که هم زمان غير
با آن روي حرکت که خم يک توسط را رويداد دو اين بتوان اگر مي گذارند، اثر يکديگر بر فضا‐زمان در q و p رويداد دو است. پيچيده تر
ميان علّي روابط تشخيص ابزار به عنوان علّي، ها ي خم کرد. متصل يکديگر به علّي)، خم (يک باشد ميسر نور سرعت مساوي يا کمتر سرعت
علّي ها ي خم مجموعه مي توان فضا‐زمان علّي ساختار مطالعه براي اين رو، از مي کنند. ايفا اساسي نقشي علّيت بحث در فضا‐زمان نقاط
فضا‐ علّي ساختار توصيف براي داد. نسبت آن به را هندسي مختلف ساختارها ي و کرد بررسي را آن از خاصي زير مجموعه ها ي يا و فضا‐زمان

بنگريد. را [۲۳ ،۱۸] منابع بيشتر جزئيات براي باشد. مفيد مي تواند زمينه اين در اوليه تعاريف مرور خاص، به صورت زمان،
باشد: صادق زير ي سه گانه شرايط در که است (M, g) دوتايي فضا‐زمان، از منظور

است. بعدي −n هموار خمينه M (۱
توپولوژي فضاي يک بعدي −n هموار خمينه دقيق تر، به طور و است R۳ فضاي در رويه و خم مفهوم گسترش اصل، در خمينه

کرد؛ تعريف هموار نگاشت آن روي مي توان و است همسان ريخت Rn از بازي هاي زير مجموعه با موضعاً که است

p ∈ M نقطه هر به زير، شرح به که است لورنتسي متر g باشد، p ي نقطه در M بر مماس فضاي Tp(M) که آن فرض با (۲
و متقارن دوخطي نگاشت (يک اسکالر ضرب يک gp : Tp(M) × Tp(M) −→ R مي دهد: نسبت را gp اسکالر ضرب
{e۱, . . . , en} يکّه متعامد پايه ي يک که معني اين به مي باشد؛ n− ۲ با برابر آن شاخص که است Tp(M) روي ناتباهيده)

مي کند: صدق زير شرط در و است موجود Tp(M) براي

gp(ei, ej) =

{
۰ i 6= j
ϵi i = j

n−۲ با برابر (ϵ۱, . . . , ϵn) تايي −n در مثبت و منفي مؤلفه هاي تعداد تفاضل و ϵi = ±۱, (i = ۱, . . . , n) آن در که
است.

داشته p ∈ M هر ازاي به طوري که به مي شود يافت M خمينه بر X هموار برداري ميدان يعني است؛ زماني جهت پذير M (۳
.gp (Xp, Xp) > ۰ باشيم

را v ∈ TpM مماس بردار باشد. دلخواه فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۱ .۳ تعريف

,gp(v؛ v) > ۰ هرگاه مي نامند، زمان گونه بردار ‐

,gp(v؛ v) ≥ ۰ هرگاه مي نامند، علّي بردار ‐

,gp(v؛ v) = ۰ هرگاه مي نامند، نور گونه) يا ) پوچ بردار ‐

.gp(v, v) < ۰ هرگاه مي نامند، مکان گونه بردار ‐

بردار ، p ∈ M هر ازاي به يعني، ) باشد M روي زمان گونه برداري ميدان X و دلخواه فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۲ .۳ تعريف
را v ∈ TpM مماس بردار باشد). زمان گونه Xp

,g(X(p)؛ ν) > ۰ اگر مي نامند، جهت‐آينده در بردار ‐

.g(X(p), ν) < ۰ اگر مي نامند، جهت‐گذشته در بردار ‐

γ′(t) مماس بردار t ∈ I هر براي که صورتي در مي نامند جهت‐آينده در و زمان گونه خم را γ : I → M هموار خم .۳ .۳ تعريف
مي شود. تعريف مشابه به طور نيز جهت‐گذشته) در (يا جهت‐آينده در پوچ و مکان گونه علّي، خم باشد. جهت‐آينده در و زمان گونه بردار
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نقطه اي آن ها انتهاي که مختصات مبدأ ابتداي با بردارهايي مختصات: مبدأ در بعدي ‐۲ مينکوفسکي فضا‐زمان بر مماس فضاي :۲ شکل
ناحيه اين بيروني نقاط و هاشورخورده ناحيه ي مرزي نقاط به مبدأ از که بردارهايي و زمان گونه اند بردارهاي است، هاشورخورده ناحيه ي درون

هستند. مکان گونه و پوچ بردارهاي ترتيب به مي شوند منتهي

مماس بردار دو براي آن در که مي نامند؛ (n ⩾ ۲ ) بعدي −n مينکوفسکي فضا‐زمان را (M = Rn, η) فضا‐زمان .۴ .۳ مثال
تعريف زير به صورت ηp : Tp(M) × Tp(M) −→ R اسکالر ضرب ، Yp = (Y۱, . . . , Yn) و Xp = (X۱, . . . , Xn)

مي گردد:

ηp(X(p), Y (p)) = X۱(p)Y۱(p)−
∑n

i=۲Xi(p)Yi(p).

فضاي همان مي توان را نقطه هر در R۲ خمينه مماس فضاي اين که و بعدي ‐۲ مينکوفسکي فضا‐زمان گرفتن نظر در با خاص، به طور
آن توسط زمان جهت که است زمان گونه سرتاسري برداري ميدان يک Xp = (۱, ۰) ثابت برداري ميدان گرفت، نظر در R۲ برداري

است. شده مشخص ۲ شکل در فضا‐زمان اين در مکان گونه و زمان گونه پوچ، بردارهاي از هايي نمونه مي شود. تعيين

مي پردازيم. فضا‐زمان روي ≺ و � علّي رابطه ي دو تعريف و فضا‐زمان در رويداد يک علّي گذشته ي و آينده مفهوم به اکنون،

γ : [۰, ۱] → M جهت‐ آينده در و زمان گونه هموار خم اگر .p, q ∈ M و دلخواه فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۵ .۳ تعريف
مجموعه .p � q مي نويسيم: و دارد قرار p وقوع ترتيب با آينده در q مي گوييم آنگاه ،γ(۱) = q و γ(۰) = p که باشد داشته وجود
مي گوييم باشد، جهت‐ آينده در و علّي γ خم اگر همچنين، مي دهيم. نشان I+(p) نماد با را p رويداد وقوع ترتيب با آينده در نقاط همه
بر علاوه مي دهيم. نشان J+(p) نماد با را p علّي آينده در نقاط همه مجموعه .p ≺ q مي نويسيم: و دارد قرار p رويداد علّي آينده در q
فرض با ،(p علّي درگذشته نقاط همه (مجموعه J−(p) مجموعه و (p وقوع ترتيب با گذشته در نقاط همه (مجموعه I−(p) مجموعه اين،

مي شوند. تعريف مشابه به طور ،γ خم بودن جهت‐گذشته در

داد. تعميم نيز A ⊆ M دلخواه زير مجموعه هر براي مي توان را نقطه يک علّي آينده و جهت‐آينده در زمان گونه مجموعه مفاهيم

ناميده A زمان گونه آينده I+(A) مجموعه باشد. M از دلخواه زيرمجموعه يک A و فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۶ .۳ تعريف
دارد. وجود q نقطه به A نقاط از يکي از جهت‐آينده در زمان گونه خم يک که است M از q مانند نقاطي همه مجموعه برابر و مي شود
A مجموعه زمان گونه آينده ديگر عبارتي به مي شوند. تعريف مشابه به طور ،A علّي گذشته و زمان گونه گذشته علّي، آينده مجموعه هاي

به صورت

I+(A) =
∪

p∈A I+(p), J+(A) =
∪

p∈A J+(p);

است: بيان قابل زير به صورت A مجموعه علّي گذشته و زمان گونه گذشته و

I−(A) =
∪

p∈A I−(p), J−(A) =
∪

p∈A J−(p).

معرفي به اينجا، در که مي شوند تقسيم بندي متعددي دسته هاي به نقاطشان ميان علّي روابط اساس بر فضا‐زمان مختلف مدل هاي
مي پردازيم. سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان و علّي فضا‐زمان هاي
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در تيره خط پاره دو اجتماع A مجموعه اگر شد، خواهد (A)⊥⊥ با برابر خاکستري ناحيه و (A)⊥′⊥′ با برابر لوزي بزرگترين :۳ شکل
. شود گرفته نظر

معادل، به طور يا و p 6∈ J+(p) باشيم داشته p ∈ M هر ازاي به هرگاه مي نامند؛ علّي فضا‐زمان را (M, g) فضا‐زمان .۷ .۳ تعريف
نباشد. بسته اي علّي منحني هيچ شامل M

p 6∈ I+(p) باشيم داشته p, q ∈ M هر ازاي به هرگاه مي نامند؛ سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان را (M, g) فضا‐زمان .۸ .۳ تعريف
باشد. M از اي فشرده زيرمجموعه J+(p) ∩ J−(q) مجموعه علاوه براين، و

خمينه يک و R دکارتي حاصلضرب ،M = R × X صورت به تجزيه قابل M n‐بعدي سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان هر
فضا‐زمان روي علّي ساختار مي توان است شده توصيف ۱۴ .۲ ملاحظه در آنچه مشابه رو اين از و ؛ [۲] مي باشد X n‐بعدي − ۱
و M فضا‐زمان در علّي خم هاي همه مجموعه C(M) برابر G آن، در که گرفت؛ نظر در (Z,G) به صورت را M سرتاسري هذلولوي
ساختار مطالعه در بنابراين، و مي گذرد علّي خم يک M فضا‐زمان در نقطه هر از که است توجه قابل مطلب اين اينجا در .Z =

∪
f∈G f

است. M برابر Z فضا‐زمان، علّي
تجربي منطق اساس بر ارتومدولار ساختار اينشتين، خاص نسبيت نظريه در که دادند نشان [۵] در کاسيني و [۱۰] در جادچک و سگلا
هر براي که دادند نشان آن، تعميم با سپس بنگريد). را [۱۶] منبع منطق، اين مورد در بيشتر اطلاع براي ) مي شود ظاهر فوليس و راندال
ξ(Z,⊥) = {A ⊆ Z : A = A⊥⊥} يعني، ،(.)⊥⊥ بستار عملگر ثابت نقاط همه مجموعه M = R×X فرم به فضا‐زمان
علّي منطق را آن و ( A ∨ B = (A ∪ B)⊥⊥ و A ∧ B = A ∩ B ) مي باشد کامل ارتومدولار مشبکه ∨ و ∧ عملگر دو با

ناميدند. فضا‐زمان
به مربوط نتايج و قبل بخش در شده معرفي هاي عملگر همه بنابراين است، پوششي تقريب فضاي از مثالي (Z,G) علّي ساختار که آنجا از
حاصل مشبکه هاي و ⊥′ و ⊥ هاي عملگر به مربوط تعابير اينجا در است. معتبر نيز سرتاسري هذلولوي هاي فضا‐زمان علّي ساختار در آن ها
تساوي هاي A ⊆ M هر براي راستا، اين در مي دهيم. قرار بررسي مورد فضا‐زمان علّي ساختار در را ⊥′⊥′ و ⊥⊥ بستار هاي عملگر از

برقرارند: زير
A⊥ = M \ (J+(A) ∪ J−(A)), A⊥′

= (
∩
x∈A

(J+(x) ∪ J−(x))) \ A.

دارد؟“ وجود (.)⊥′⊥′ و (.)⊥⊥ بستار عملگرهاي ثابت نقاط مجموعه بين ارتباطي ”چه است: اين مي شود مطرح بي درنگ که طبيعي اي سوال
مينکوفسکي) فضا‐زمان در مثال، عنوان (به عملگر ها اين که مي دهند نشان ،۴ و ۳ شکل هاي مي شود. داده پاسخ نيز مساله اين به ادامه در

است: شده معرفي زير به صورت که باشد مجموعه اي J کنيد فرض نيستند. برابر

J ={J+(p) | p ∈ M} ∪ {J+(p) \ {p} | p ∈ M} ∪ {J−(q) \ {q} | q ∈ M} ∪ {J−(q) | q ∈ M} ∪ {M, ∅}.
(۱ .۳)

مي کند: القا زير صورت به J روي را علامت همين با ترتيبي M روي ≺ علّي ترتيب
منظور باشد. برقرار p ≺ q رابطه ، M در q ∈ B و p ∈ A هر براي اگر فقط و اگر است برقرار A ≺ B رابطه ،A,B ∈ J هر براي
،A,B ∈ L اگر (يعني، هستند مقايسه قابل هم با آن عنصر دو هر به طوري که است L ⊆ J مانند مجموعه زير ،J در زنجير يک از

.(B ≺ A يا A ≺ B آنگاه
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. است (A)⊥′⊥′ برابر خاکستري ناحيه بگيريم، نظر در A را تيره خط اگر :۴ شکل

L از A,B عضو دو هر براي اگر مي ناميم، گسسته زنجير را J از L زنجير باشد. مرتب مجموعه (J ,≺) کنيد فرض .۹ .۳ تعريف
.A ≺ F ≺ B که به طوري باشد موجود J \ L از F مانند عضوي ،A ≺ B که

مي کنيم: تعريف زير به صورت را J̃ مجموعه ، ۱ .۳ عبارت در (J,≺) مرتب مجموعه گرفتن نظر در با

J̃ =

{∩
α∈I

Aα | است Jعناصر از خانواده اي {Aα}α∈I

}
. (۲ .۳)

هر براي و باشد مي J عناصر از دلخواهي اشتراک آن ها از يک هر که است عناصري از متشکل (J̃ ,≺) مرتب مجموعه واقع، در
باشد. برقرار p ≺ q رابطه ، M در q ∈ B و p ∈ A هر براي اگر فقط و اگر است برقرار A ≺ B رابطه ،A,B ∈ J̃

کنيم: مشخص بعدي گزاره در را ξ(Z,⊥′) = {A ⊆ Z : A = A⊥′⊥′} مجموعه عناصر که آماده ايم ، J̃ از استفاده با اکنون

برقرارند: زير هاي گزاره آنگاه .(Z,G) = (M, C(M)) و باشد علّي فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۱۰ .۳ گزاره

مي شوند: تعيين زير به صورت آن عناصر و است کامل اتمي مشبکه ξ(Z,⊥′) مشبکه الف)

ξ(Z,⊥′) =

{∪
B∈L

B | است J̃ از گسسته اي زنجير L

}
;

است. ۲ .۳ عبارت در (J̃ ,≺) مرتب مجموعه همان J̃ از منظور آن در که

براي اگر تنها و اگر است ارتومدولار ، ξ(Z,⊥′) کامل اتمي مشبکه باشد، سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان (M, g) که صورتي در ب)
با برابر مجموعه اين يا و باشد تهي J±(p) ∩ J±(q) مجموعه ندارند، علّي رابطه يکديگر با که M در q و p رويداد دو هر

.E±(p) := J±(p) \ I±(p) و است E±(p) ∩ E±(q) مجموعه عضو تنها r آن، در که باشد J±(r)

است. کامل مشبکه ξ(Z,⊥′) آن ثابت عناصر همه مجموعه و است بستار عملگر (.)⊥′⊥′ که مي دانيم ۹ .۲ نتيجه از (الف): برهان اثبات.
داريم: p ∈ Z هر براي چون ازطرفي

{p}⊥′
= (J+(p) ∪ J−(p)) \ {p}

و
((J+(p) ∪ J−(p)) \ {p})⊥′

= {p}.

هستند. مشبکه اين اتم هاي تک عضوي مجموعه هاي و {p}⊥′⊥′
= {p} ∈ ξ(Z,⊥′) بنابراين،

اجتماع صورت به مجموعه اين عضو هر مي دهيم نشان و مي کنيم مشخص را ξ(Z,⊥′) عناصر همه زير، ادعاي سه اثبات و طرح با اکنون
است. J̃ در گسسته زنجير يک عناصر
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مي باشد. ξ(Z,⊥′) مجموعه زير J̃ مجموعه :۱ ادعاي
گرفت: نتيجه ،⊥′ عملگر تعريف از را زير عبارات مي توان به راحتي ادعا، اين اثبات براي

(Z)⊥
′
= ∅. (۳ .۳)

(∅)⊥′
= Z. (۴ .۳)

(J±(p))⊥
′
= J∓(p) \ {p}. (۵ .۳)

(J±(p) \ {p})⊥′
= J∓(p). (۶ .۳)

مي دهند: نتيجه ۴ .۳ و ۳ .۳ گزاره ها ي
(∅)⊥′⊥′

= ∅ و (Z)⊥′⊥′
= Z.

گرفت: نتيجه مي توان p ∈ Z هر براي ،۶ .۳ و ۵ .۳ گزاره ها ي طبق همچنين
(J±(p) \ {p})⊥′⊥′

= J±(p) \ {p} و (J±(p))⊥
′⊥′

= J±(p).

نتيجه فوراً J̃ ⊆ ξ(Z,⊥′) گزاره مي باشد، بسته دلخواه اشتراک به نسبت ξ(Z,⊥′) مشبکه اين که از .J ⊆ ξ(Z,⊥′) بنابراين،
مي شود.

.A⊥′⊥′
= J+(p)∩J−(q) آنگاه باشد، انتهايي اش نقاط با همراه q به p Zاز در اي پيوسته علّي خم Aنمودار مجموعه اگر ادعاي۲:

که است اين ۲ ادعاي از فوري نتيجه است. ۶ .۳ و ۵ .۳ عبارات و ،A⊥′
= J−(p) ∪ J+(q) تساوي مستقيم نتيجه ادعا اين درستي

کنيد فرض اکنون است. J+(p) ∩ J−(q) شامل A⊥′⊥′ آنگاه باشد، انتهايي اش نقاط با همراه q تا p از پيوسته علّي خم شامل A اگر
مي کنيم: تعريف p, q ∈ A هر براي را زير هم ارزي رابطه صورت اين در .A ∈ ξ(Z,⊥′) که

p ∼ q ⇐⇒ ((J+(p) ∩ J−(q)) ∪ (J+(q) ∩ J−(p))) ∩ A⊥′
= ∅.

مي باشند: J̃ عضو رابطه اين هم ارزي هاي کلاس از هريک زير، تساوي طبق

[p] = (
∩

z∈A⊥,z≺p

J+(z)) ∩ (
∩

w∈A⊥,p≺w

J−(w)), p ∈ A.

کنيد فرض است. J̃ در گسسته زنجير يک هم ارزي، رابطه اين هاي کلاس از مجزا اجتماع عنوان به A مجموعه مي دهيم نشان اينجا در
هم ارزي رابطه تعريف طبق باشد. برقرار [q] ≺ [p] رابطه يا [p] ≺ [q] رابطه بايد بودن، زنجير براي باشند. مجزا کلاس دو [q] و [p]

بنابراين: p 6∼ q چون
((J+(p) ∩ J−(q)) ∪ (J+(q) ∩ J−(p))) ∩ A⊥′ 6= ∅.

رابطه بنابراين، و s ∈ (J+(q) ∩ J−(p)) يا s ∈ (J+(p) ∩ J−(q)) که دارد وجود A⊥′ در s مانند عنصري نتيجه در
رابطه در هم با هم ارزي کلاس دو عناصر مي دهد نشان هر صورت در که است؛ برقرار [q] ≺ {s} ≺ [p] رابطه يا [p] ≺ {s} ≺ [q]
گسسته زنجير اين مي گيريم نتيجه s 6∈ A و است اتمي مشبکه و A ∩ A⊥′

= ∅ اين که از همچنين، است. زنجير A و مي باشند علّي
ديگر عبارت به است.

ξ(Z,⊥′) =

{∪
B∈L

B | است J̃ از گسسته زنجير L

}
.

ξ(Z,⊥′) نبودن يا بودن ارتومدولار تشخيص به که را ادعاي۳ ابتدا، باشد. سرتاسري هذلولوي (M, g) فضا‐زمان کنيد فرض (ب): برهان
مي کنيم. اثبات مي کند، کمک

است: برقرار زير تساوي ندارند، علّي رابطه يکديگر با که M در q و p رويداد دو براي :۳ ادعاي

J±(p) ∩ J±(q) =
∪

r∈E±(p)∩E±(q)

J±(r). (۷ .۳)

داريم: وضوح به تعاريف، به توجه با

J±(p) ∩ J±(q) ⊇
∪

r∈E±(p)∩E±(q)

J±(r);
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است. برقرار حکم تساوي اين رو از و E±(p) ∩ E±(q) = ∅ آنگاه J±(p) ∩ J±(q) = ∅ اگر شمول، عکس اثبات براي
را E±(p) ∩ E±(q) به متعلق r عنصر حالت هر در که دارد وجود حالت چهار .x ∈ J±(p) ∩ J±(q) 6= ∅ کنيد فرض اکنون
،x ∈ I±(q) چون .x ∈ I±(p)∩ I±(q) حالت اين در .x 6∈ E±(q) و x 6∈ E±(p) :۱ حالت . x ∈ J±(r)که مي يابيم
( x ∈ I−(q) گرفتن درنظر صورت در q به x از ) x ∈ I+(q) گرفتن نظر در صورت در x به q از γ۱ مانند زمان گونه خم يک حداقل
مي کند قطع z مانند نقطه اي در [ ۳ لم ،۲۷] طبق را E±(p) مجموعه γ۱ خم اين رو از ندارند، علّي رابطه يکديگر با q و p چون دارد. وجود
γ۲ مانند ديگري علّي خم بنابراين و z ∈ J±(p) پس است، بسته J±(p) چون است). برقرار I+(p) و q و x نقاط براي لم (شرايط
قطع را E±(q) مجموعه r مانند نقطه اي در γ۲ خم ،I+(q) و z و p نقاط براي مذکور لم مجدد به کارگيري با دارد. وجود z به p از
x ∈ I±(q) حالت اين در .x 6∈ E±(q) و x ∈ E±(p) :۲ حالت .x ∈ J±(r) نتيجه در و r ≺ z ≺ x بنابراين مي کند.
حالت اين در اين رو از کرديم، بررسي را E±(p) در z مانند اي نقطه وجود اثبات ابتدايي قسمت در چون باشد. مي ۱ حالت مشابه اثبات و
مجموعه در r مانند نقطه اي نتيجه، در . بگيريم بکار I+(q) و z و p نقاط براي را مذکور لم و بگيريم نظر در را z := x کافيست

.x ∈ J±(r) که دارد وجود E±(q)
باشد. مي ۲ حالت مشابه اثبات .x ∈ I±(p) حالت اين در .x 6∈ E±(p) و x ∈ E±(q) :۳ حالت

بنابراين بگيريم. نظر در را r := x کافيست x ∈ E±(p)∩E±(p) حالت اين در .x ∈ E±(p) و x ∈ E±(q) :۴ حالت
است. کامل ۳ ادعاي برهان و مي شود نتيجه x ∈ J±(r) عبارت فوراً

فرض بنابر مي بريم. پيش خلف برهان با را اثبات و است ارتومدولار ξ(Z,⊥′) کنيد فرض ابتدا (ب)، گزاره درستي دادن نشان براي
عضو يک از بيش داراي E±(p) ∩ E±(q) مجموعه و ندارند علّي رابطه يکديگر با که موجودند M در q و p همچون نقاطي خلف،

که موجودند E±(p) ∩ E±(q) عضو r۲ و r۱ همچون نقاطي ،۳ ادعاي بنابر اين صورت، در است.

A := J±(p) ∩ J±(q) = J±(r۱) ∪B;

بايد ۱۱ .۲ قضيه طبق پس است؛ ماکزيمال متعامد A در r۱ انتهايي نقطه با ،D ماکزيمال علّي منحني هر طرفي، از .J±(r۲) ⊆ B و
. D⊥′⊥′

= J±(r۱) 6= A و D⊥′
= J±(r۱) \ {r۱} که مي دهد نشان ۱ ادعاي ولي D⊥′⊥′

= A⊥′⊥′
باشيم داشته

در شده توصيف سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان در مثال، به عنوان ) است. باطل خلف فرض و نيست ارتومدولار اي مشبکه ξ(Z,⊥′) پس
نيست). ارتومدولار ξ(Z,⊥′) مشبکه و J−(r۱) ∪ J−(r۲) با است برابر A := J−(p) ∩ J−(q) مجموعه ، ۵ شکل

J±(p)∩J±(q) مجموعه ندارند، علّي رابطه يکديگر با که M در q و p رويداد دو هر براي کنيد فرض (ب)، ديگر طرف اثبات براي
.J±(p) ∩ J±(q) = J±(r) باشيم داشته E±(p) ∩ E±(q) مجموعه عضو ، r براي يا و باشد تهي

موجود rS همچون يکتايي عنصر آنگاه باشد، ناتهي مجموعه اي
∩

z∈S J
±(z) اگر ،M از S ناتهي مجموعه زير هر براي :۴ ادعاي

.
∩

z∈S J
±(z) = J±(rS) به طوري که است

M از بسته اي زير مجموعه بسته، زير مجموعه هاي از اشتراکي عنوان به ،A مجموعه .s ∈ S و x ∈ A :=
∩

z∈S J
±(z) کنيد فرض

ماکزيمال علّي منحني Dxيک کنيد فرض همچنين، است. فشرده و ناتهي Hxمجموعه اي := A∩(J±(s)∩J∓(x)) بنابراين، است.
که حالتي در است، انتهايي نقطه يک داراي ) است ابتدايي نقطه يک داراي Hx فشرده مجموعه در Dx اين صورت، در باشد؛ A در x شامل
A \ J±(rx) به متعلق y عضو يک آنگاه ؛ A 6= J±(rx) اگر مي ناميم. rx را آن که بگيريم) نظر در را A :=

∩
z∈S J

−(z)
با A به متعلق ry و rx ي نقطه دو مي کنيم. تکرار ( rx نقطه يافتن مراحل (مانند ry نقطه يافتن براي را، اثبات روند اکنون است. موجود
.S ⊆ (J∓(rx) ∩ J∓(ry)) = J∓(r۰) که است؛ موجود r۰ همچون اي نقطه فرض، طبق بنابراين، و ندارند علّي رابطه يکديگر
است. کامل ۴ ادعاي اثبات و A = J±(rx) بنابراين، است. تناقض در Dy و Dx منحني هاي بودن ماکزيمال با که r۰؛ ∈ A و
براي اکنون برعکس. و مي باشد J مجموعه از عنصر دو اشتراک برابر J̃ عنصر هر که داد نشان مي توان به راحتي ،۴ ادعاي از استفاده با
.A ∈ ξ(Z,⊥′) و باشد A از ماکسيمال متعامد زيرمجموعه ،D کنيد فرض مي کنيم. استفاده ۱۱ .۲ قضيه از بودن، ارتومدولار اثبات
D ′⊥‐تعامد خاصيت .A 6= ∅ که کنيد فرض بنابراين است. مطلوب نتيجه که D⊥′⊥′

= ∅ و D = ∅ آنگاه ،A = ∅ اگر
مانند گسترش غيرقابل و پيوسته علّي خم که مي دهد نتيجه آن بودن ماکسيمال و دارند علّي رابطه هم با D نقطه دو هر که مي دهد نتيجه
طبق .I ⊆ (a, b) ⊆ R آنگاه I := γ−۱(D) دهيد قرار .D ⊆ γ((a, b)) به طوري که دارد وجود γ : (a, b) ⊆ R → M
،int(I) =

∪∞
i=۱(ai, bi) بنابراين، مي باشند. مجزا باز بازه هاي شمارا حداکثر اجتماع R در I ناتهي باز مجموعه هر ،[۹ قضيه ،۱۲]

لذا و

I = (
∪

d∈I\cl(int(I))

[d, d]) ∪ (
∞∪
i=۱

I(ai,bi)).

که جايي
I(ai,bi) ∈ {(ai, bi), [ai, bi), (ai, bi], [ai, bi]}

.i = ۱, ۲, . . . هر براي ai, bi ∈ R و
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ارتفاع هم نقاط نظرگرفتن در يکي با مينکوفسکي فضاي در نوار يک از قسمتي خارج فضاي از متشکل استوانه، يک M فضا‐زمان :۵ شکل
A⊥′ رنگ قرمز مجموعه و ξ(Z,⊥′) مشبکه از عضو يک همچنين و گسسته زنجير يک A رنگ آبي مجموعه مي باشد. قائم، خط دو از
ξ(Z,⊥′) مشبکه ،۱۱ .۲ قضيه طبق اين رو، از .D⊥′⊥′

= A که ندارد D مانند ماکسيمال متعامد مجموعه زير هيچ A مجموعه است.
نيست. ارتومدولار فضا‐زمان اين در

به صورت R در همبند بازه هر براي را (.)⊥′⊥′ عملگر تصوير مي توان آنگاه ،pi = γ(, ai)) و qi = γ(, bi)) قراردهيد اگر اکنون،
يافت: زير

.(γ((a, b)))⊥′⊥′
= Z (۱

.(γ((a, bi)))⊥
′⊥′

= J−(qi) \ {qi} (۲

.(γ((a, bi]))⊥
′⊥′

= J−(qi) (۳

.(γ((ai, b)))⊥
′⊥′

= J+(pi) \ {pi} (۴

.(γ((a, bi]))⊥
′⊥′

= J+(pi) (۵

.(γ((ai, bi)))⊥
′⊥′

= J+(pi) ∩ J−(qi) \ {pi, qi} (۶

.(γ([ai, bi)))⊥
′⊥′

= J+(pi) ∩ J−(qi) \ {qi} (۷

.(γ((ai, bi]))⊥
′⊥′

= J+(pi) ∩ J−(qi) \ {pi} (۸

.(γ([ai, bi]))⊥
′⊥′

= J+(pi) ∩ J−(qi) (۹

همچنين،

D = (
∪

d∈I\cl(int(I))

γ([d, d])) ∪ (
∞∪
i=۱

γ(I(ai,bi)))

و

D⊥′⊥′
= (

∪
d∈I\cl(int(I))

(γ([d, d]))⊥
′⊥′

) ∪ (
∞∪
i=۱

(γ(I(ai,bi)))
⊥′⊥′

) = A.

نشان زير نتيجه است؛ ارتومدولار مشبکه دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان براي ξ(Z,⊥′) که گرفت نتيجه مي توان ،۱۰ .۳ گزاره از
کامل مشبکه يک باشد، دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان که حالتي در ξ(Z,⊥′) و ξ(Z,⊥) ارتومدولار مشبکه دو اشتراک که مي دهد

است. اتمي
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آنگاه ،(Z,G) = (M, C(M)) اگر باشد. دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۱۱ .۳ نتيجه

ξ(Z,⊥) ∩ ξ(Z,⊥′) = {J+(p) ∩ J−(q) | p, q ∈ Z} ∪ {Z, ∅}.

و باشد گسسته زنجير A اگر همچنين .J±(p) 6∈ ξ(Z,⊥) ،p ∈ Z هر براي پس ،(J±(p))⊥ = Z که مي دانيم اثبات.
،A ∈ (ξ(Z,⊥)∩ ξ(Z,⊥′)) وقتي ،۱۰ .۳ گزاره طبق بنابراين .J+(p)∩ J−(q) ⊆ A⊥⊥ آنگاه ،p ≺ q که p, q ∈ A

مي ماند. باقي J+(p) ∩ J−(q) ممکن حالت تنها و دارد. J در عنصر يک حداکثر A زنجير

مشبکه اين عناصر امّا است، شده اثبات سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان هر براي ξ(Z,⊥) مشبکه بودن ارتومدولار ،[۹] در اگرچه،
مينکوفسکي فضا‐زمان حالت در ξ(Z,⊥) علّي منطق عناصر همه کردن مشخص ۱۰ .۳ قضيه نتايج مهم ترين از يکي نشده اند. مشخص

است. دو بعدي

ξ(Z,⊥′
) مشبکه عناصر برابر ξ(Z,⊥) مشبکه عناصر آنگاه باشد؛ دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان (M, g) کنيد فرض .۱۲ .۳ نتيجه

است. (M,−g) فضا‐زمان براي

فضا‐زمان ساختار نيز (M,−g) آنگاه باشد، بعدي دو مينکوفسکي فضا‐زمان (M, g) اگر ،[۳ .۴۵ ۴۴. ۳و نتايج ،۲] به توجه با اثبات.
به (M, g) در ⊥′ و ⊥ عملگرهاي آن، بر علاوه برعکس؛ و است (M,−g) در مکان گونه خم يک (M, g) در زمان گونه خم هر و دارد
زمان گونه خم هاي تعويض و ۱۰ .۳ ي گزاره در ξ(Z,⊥′

) کردن مشخص با اکنون، هستند. (M,−g) در ⊥ و ⊥′ عملگرهاي ترتيب
شوند. مي مشخص ξ(Z,⊥) عناصر مکان گونه، و

با دو بعدي مينکوفسکي فضا‐زمان حالت در ξ(Z,⊥′
) و ξ(Z,⊥) مشبکه هاي مي دهد نشان ،۱۲ .۳ نتيجه در شده مطرح تناظر

در شده توصيف سرتاسري هذلولوي فضا‐زمان در مثال، به عنوان نيست. برقرار لزوماً مطلب اين کلي حالت در ولي هستند، يک ريخت هم
از و است ارتومدولار ξ(Z,⊥) مشبکه ،[۹] در آمده بدست نتايج به توجه با در حالي که نيست؛ ارتومدولار ξ(Z,⊥′) مشبکه ، ۵ شکل

نيستند. يک ريخت مشبکه دو اين رو،

گيري نتيجه ۴

توسط شده توليد علّي ساختار و عام، نسبيت نظريه در فضا‐زمان مدل هاي از خاصي دسته به عنوان سرتاسري، هذلولوي فضا‐زمان هاي ،[۹] در
ثابت هاي همه از متشکل کاملي، ارتومدولار مشبکه عنوان به فضا‐زمان، علّي منطق سپس، و شده اند؛ گرفته نظر در زمان گونه منحني هاي
رو پيش مقاله نتايج اساس، اين بر است. آمده به دست فضا‐زمان علّي رابطه از ⊥ تعامد رابطه آن در که است؛ شده معرفي ،⊥⊥ عملگر

مي باشد: زير اساسي سوال دو حل پيشبرد جهت در گام هايي

داد؟ تعميم نيز فضا‐زمان ديگر دسته هاي براي را مذکور نتايج مناسب، چارچوب يک معرفي با مي توان آيا ‐

باشند؟ فضا‐زمان علّي ساختار از برگرفته که يافت ديگري جبري ساختارهاي و عملگرها مي توان چگونه ‐

يک به عنوان ،(Z,G) دلخواه پوششي تقريب فضاي هر براي مقاله، اين دوم بخش از آمده به دست نتايج اول، سوال به پاسخ راستاي در
است درست حالتي براي تنها ،[۲۶ ،۹] در مشابه گزاره هاي که حالي در است؛ معتبر فضا‐زمان، هر علّي ساختار مطالعه براي مناسب چارچوب
ديگري، نظريه هاي در پوششي تقريب عملگرهاي تعابير يافتن با فضا‐زمان، علّي ساختار بر علاوه باشد. R× X از زير مجموعه اي Z که

مي باشند. نيز نظريه ها اين در کاربرد قابل آمده به دست نتايج گراف نظريه و توپولوژي همچون
تعميم (Z,G) دلخواه پوششي تقريب فضاي به توپولوژي فضاي از کوراتوسکي مشهور قضيه مقاله اين در دوم، سوال بررسي راستاي در
همچنين، مي کند. کمک يکديگر با آن ها ارتباط يافتن و پوششي تقريب عملگرهاي ساير شناسايي و مطالعه به مطلب اين که است؛ شده داده
مشخص علّي فضا‐زمان براي مشبکه اين عناصر و معرفي پوششي تقريب فضاي روي ξ(Z,⊥′

) کامل مشبکه ،⊥′ تعامد عملگر کمک با
براي مشبکه اين که سرتاسري اي هذلولوي فضا‐زمان هاي ادامه، در نيست. ارتومدولار علّي فضا‐زمان هر براي مشبکه اين امّا، است. شده
براي آن، ويژگي هاي مطالعه و فضا‐زمان ها روي ξ(Z,⊥′

) مشبکه معرفي با مقاله اين نتايج است. شده مشخص است، ارتومدولار آن ها
جبري ساختارهاي مقاله، اين در ديگري مختلف عملگرهاي معرفي به توجه با اين، علاوه بر مي باشد. کاربرد قابل فضا‐زمان ها دسته بندي

بود. خواهد تعريف قابل فضا‐زمان علّي ساختار با ارتباط در مشابهي
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Orthomodular lattices in causal structure of spacetime
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Abstract: Rough set theory provides a convenient framework to study and compare algebraic operators
in many mathematical structures. In this paper, we establish a connection between the causal structure of
space time in Einstein’s theory of relativity and the theory of Rough sets based on coverage, and by means
of this, we define the covering approximation operators for the causal structure and show that some of these
operators are the same basic and common operators in the causal structure of spacetime such as I±, J±,
D, and⊥, and some operators like⊥′ and⊥′⊥′ are different operators in the causal structure. Recently,
causal logic, a complete orthomodular lattice consisting of all constants of the clouser operator ⊥⊥, on
spacetimes has been introduced. Here, through the orthogonal operator⊥′, we introduce another complete
lattice and determine the elements of this lattice in causal spacetimes. Also, we provide a necessary and
sufficient condition for this lattice to be orthomodular in global hyperbolic spacetimes. Finally, we show
that these two lattices are isomorphic in the case of twodimensional Minkowski spacetime, but this is not
necessarily true in the general case.
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