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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١–١٣ ص ،١ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

اورليچ فضاهاي روي فردهلم WCT عملگرهاي درباره ي نتايجي

(٢) نجومي سهيلا و ١ (١) گمچي شمسي سعيده

ايران تهران، ،۴۶١٩٣٩- ٩٧۵ پستي صندوق پيام نور، دانشگاه رياضي، گروه (١)

ايران تهران، ،۴۶١٩٣٩- ٩٧۵ پستي صندوق پيام نور، دانشگاه رياضي، گروه (٢)

سامعي اسماعيل محمد مسئول: دبير
١۴٠٣/١١/١٧ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/٠٣/١٨ دريافت: تاريخ

موسوم ،Lp فضاهاي تعميم هاي از يکي روي (WCT ) وزن دار شرطي نوع عملگرهاي بررسي به مقاله اين در چکيده:
مي شود. ارائه (WCT ) عملگرهاي بردبسته بودن و کرانداري براي کافي و لازم شرط و پرداخته اورليچ فضاهاي به
فضاي در عملگرها نوع اين بودن فردهلم و بودن بسته برد بودن، دوسويي مفاهيم نزديک ارتباط بررسي به همچنين

مي پردازيم. باشد غيراتمي اندازه فضاي که زماني اورليچ

فردهلم، عملگرهاي وزن دار، شرطي اميد عملگرهاي وزن دار، شرطي نوع عملگرهاي اورليچ، فضاي کليدي: واژه هاي
اندازه. فضاي

33C45; 49-XX رياضي: ردهبندي

تاريخچه ١

فضاها آن روي عملگرها اين که زمينه اي فضاهاي شامل ديدگاه سه اين است. تحقيق قابل ديدگاه سه از عملگرها بررسي عملگرها، نظريه در
نهايتاً است. عملگري خواص ساير و بسته برد داشتن بودن، فردهلم فشردگي، کرانداري، شامل عملگري خواص بررسي بعد مي شوند. تعريف

مي باشد. عملگرها اين طيف بررسي
رده بررسي در که مهم ابزارهاي از ديگر يکي است. زمينه فضاهاي توپولوژيکي و جبري ساختارهاي تحليل و تجزيه در عملگرها اهميت
مطالعه احتمال نظريه در اصل در شرطي اميد مفهوم که کنيم نشان خاطر بايد است. E شرطي اميد عملگر دارد کاربرد عملگرها از وسيعي
عملگرهاي و ضربي عملگرهاي مانند ديگر عملگرهاي مطالعه در مفيد ابزارهاي از يکي ضربي عملگر و شرطي اميد عملگر ترکيب مي شود.
روي ترکيبي و ضربي عملگرهاي اساسي خواص زيادي، رياضيدانان مي باشد. وزن دار ضربي شرطي اميد عملگرهاي و ضربي شرطي اميد

نگريست. را [٢] و [٨] ،[۶] ،[۵] مراجع مي توان بيشتر جزئيات يراي کرده اند. بررسي را اندازه پذير توابع فضاهاي
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مقدمات و تعاريف ٢
شرايط هرگاه گوييم فردهلم را T باشد. کراندار خطي عملگر يک T : X → Y کنيد فرض و باشند باناخ فضاهاي Y و X کنيد فرض

باشند: برقرار زير

باشد. متناهي بعد از ker(T ) .١

باشد. بسته Rang(T ) = T (X) .٢

آن در که باشد متناهي بعد از Coker(T ) .٣

Coker(T ) :=
Y

T (X)
.

مي شود: تعريف چنين Y در T از هم بعد باشد خطي نگاشت T : X → Y اگر

Codim(T (X)) = dim(
Y

T (X)
).

همچنين
defect(T ) = def(T ) := Codim(T (X)),

مي کنيم تعريف چنين را آن شاخص باشد فردهلم T کراندر عملگر اگر و

index(T ) = ind(T ) := nul(T )− def(T ).

فردهلم عملگرهاي خصوص در بيشتر اطلاعات براي مي دهيم. نمايش F (X,Y ) نماد با را Y به X از فردهلم عملگرهاي همه ي
بنگريد. را [٩ ،٣] مراجع

نباشد). صفر با متحد Φ ) Φ ̸≡ ٠ و Φ(٠) = ٠ و باشد محدب Φ هرگاه گويند يانگ تابع را Φ : [٠,∞) −→ [٠,∞] تابع
مي دهد: نتيجه Φ(٠) = ٠ شرط و Φ يانگ تابع بودن محدب که مي شود نتيجه سادگي به

lim
x→٠+

Φ(x) = ٠.

مي دهد؛ نتيجه Φ ̸≡ ٠ اين که و Φ يانگ تابع تحدب شرط همچنين

lim
x→+∞

Φ(x) = +∞.

مي گيريم؛ نظر در را زير اعداد Φ يانگ تابع ازاي به

aΦ := sup{a ⩾ ٠ : Φ(a) = ٠} , bΦ := inf{b > ٠ : Φ(b) = ∞}.

کنيد فرض است. صعودي اکيداً ،[aΦ, bΦ) بازه ي روي همچنين است. نانزولي و پيوسته [٠, bΦ) بازه ي در Φ يانگ تابع همچنين
مي شود: تعريف زير به صورت Φ−١ راست-پيوسته ي) وارون (يا تعميم يافته وارون باشد. يانگ تابع Φ : [٠,∞) −→ [٠,∞]

Φ−١(+∞) = lim
y→+∞

Φ−١(y) , Φ−١(y) = inf{x ⩾ ٠ : Φ(x) > y} (y ∈ [٠,+∞)).

(Φ,Ψ) اگر همين طور .x ⩽ Φ−١(Φ(x)) آن گاه Φ(x) < +∞ اگر .Φ(Φ−١(x)) ⩽ x ،٠ ⩽ x < +∞ هر به ازاي
آن گاه باشند، مکمل يانگ توابع از زوج يک

x < Φ−١(x)Ψ−١(x) ⩽ ٢x,

.[١٠] است برقرار x ⩾ ٠ هر براي
مي کنيم؛ تعريف اين صورت در باشد، يانگ تابع Φ اگر

Ψ(y) = sup{x|y| − Φ(x) : x ⩾ ٠} (y ∈ R).
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به علاوه و است زوج و صعودي و محدب تابعي Ψ که است واضح تعريف از مي نامند. Φ مکمل تابع را Ψ

Ψ(٠) = ٠, lim
y→∞

Ψ(y) = +∞.

يک را (Φ,Ψ) زوج خاطر، همين به است. Φ تابع ،Ψ مکمل يانگ تابع است، Φ تابع مکمل تابع ،Ψ يانگ تابع که همان طور شود توجه
نامساوي در (Φ,Ψ) زوج مي بينيم راحتي به تعريف از مي نامند. يانگ توابع از مکمل زوج

xy ⩽ Φ(x) + Ψ(y) (x, y ∈ R),

مي کنند. صدق يانگ نامساوي به معروف
limx→∞

Φ(x)
x

= به طوري که مي کند اختيار را متناهي حقيقي مقادير فقط است، صفر صفر، در فقط که است يانگ تابع يک N-تابع يک
[٠,∞) بازه ي روي Φ شده گفته قبل در آن چه مانند و bΦ = ∞ و aΦ = ٠ که مي کنيم توجه .limx→٠+

Φ(x)
x

= ٠ و ∞
N-تابع يا يانگ نيکوي توابع را توابع اين .[۴] است، N-تابع يک دوباره N-تابع يک مکمل به علاوه است. صعودي اکيداً و پيوسته

مي نامند.
نماد با و است Ψ يانگ تابع از قوي تر Φ يانگ تابع گوييم

Φ
ℓ
> Ψ يا] Ψ

ℓ
< Φ],

باشيم داشته Ψ(x٠) < ∞ با x ⩾ x٠ > ٠ ،a ⩾ ٠ بعضي براي هرگاه مي دهيم نمايش

Ψ(x) ⩽ Φ(ax).

Ψ
α
< Φ يا Φ

α
> Ψ نماد با را آن و است Ψ از قوي تر بزرگ) مقادير براي (يا سرتاسري به طور Φ گوييم باشد، برقرار x٠ = ٠ اگر

اگر مي کند صدق بي نهايت در △٢ شرط در Φ يانگ تابع گوييم مي دهيم. نمايش

Φ(٢x) ⩽ kΦ(x) (x ⩾ x٠ ⩾ ٠),

بزرگ) مقادير براي (يا سرتاسري به طور Φ تابع گوييم همچنين .Φ ∈ △٢ مي نويسيم x٠ ⩾ ٠ و k > ٠ مانند ثابت مقادير بعضي براي
(∞) بي نهايت در (∇′

)△′ شرط در Φ يانگ تايع گوييم باشد. برقرار x٠ = ٠ براي بالا رابطه ي هرگاه مي کند صدق △٢ شرط در
به طوري که باشد داشته وجود (b > ٠) c > ٠ مانند عددي اگر مي کند صدق

Φ(xy) ⩽ cΦ(x)Φ(y) (x, y ⩾ x٠ ⩾ ٠),
(Φ(bxy) ⩾ Φ(x)Φ(y)) (x, y ⩾ x٠ ⩾ ٠).

آن گاه Φ ∈ ∆
′ اگر که کنيد توجه است. برقرار بزرگ) مقادير براي (يا سرتاسري به طور خاصيت اين که گوييم وقت آن x٠ = ٠ اگر

از است عبارت f محمل از منظور باشد X روي اندازه پذير تابعي f اگر .Φ ∈ ∆٢

S(f) = {x ∈ X|f(x) ̸= ٠}.

است مقدار مختلط اندازه پذير توابع تمام فضاي Lp(X,
∑

, µ) باشد. σ-متناهي اندازه ي فضاي يک (X,
∑

, µ) کنيد فرض
خلاصه به طور را Lp(X,

∑
, µ) اندازه ي فضاي .∥f∥p =

(∫
X
|f |pdµ

) ١
p < ∞ يعني است متناهي آن ها )Lp-نرم

∑
) که

داريم: و مي دهيم نشان Lp(
∑

)

Lp(X,
∑

, µ) =
{
f : X −→ C :

∫
|f |pdµ < ∞ , است اندازه پذير f

}
.

مي دهيم نشان L٠ با را -اندازه پذير
∑

توابع تمام مجموعه ي همچنين

L٠(X,
∑

, µ) = {f : X −→ C : است اندازه پذير f}.
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فضاي شده داده Φ تابع براي

LΦ(µ) =

{
f ∈ L٠(

∑
) : ∃ λ > ٠ ,

∫
X

Φ(λf)dµ < ∞
}
,

مي کنيم تعريف مي شود. ناميده اورليچ فضاي يک

NΦ(f) = inf

{
λ > ٠ :

∫
X

Φ(f/λ)dµ ⩽ ١
}
.

مي کنيم تعريف است. باناخ فضاي يک (LΦ(µ), NΦ(·)) همچنين است نرم دار خطي فضاي يک (LΦ(µ), NΦ(·))

∥f∥Φ = inf

{
λ > ٠ :

∫
X

Φ (f/λ) dµ ⩽ ١
}
.

،١ < p < ∞ براي Φ(x) = |x|p
p

کنيم تعريف اگر گوييم. Φ يانگ تابع توسط شده توليد اورليچ فضاي را
(
LΦ(µ), ∥ · ∥Φ

)
زوج

داشت: خواهيم اين صورت در
∥ · ∥p = ∥ · ∥Φ, LΦ(X) = Lp(X).

.µ(F ) = µ(A) µ(Fيا ) = ٠ يا آن گاه ،F ⊆ A اگر ،F ∈
∑

هر براي هرگاه گويند اتم يک را مثبت اندازه Aبا ∈
∑

مجموعه
به طوري که دارد X =

(∪
n∈N An

)
∪ B به صورت يکتا تجزيه يک (X,

∑
, µ) مانند متناهي -σ اندازه ي فضاي هر واقع در

(X,
∑

, µ) اتم بدون اندازه ي فضاي است. غيراتمي ،An هر از Bمجزا و -اتم ها
∑

از مجزا دوبه دو شماراي مجموعه ي يک {An}n∈N
دلخواه اندازه ي فضاي دارند. متناهي اندازه ي اتم ها، همه ي σ-متناهي اندازه ي فضاي يک در هميشه مي شود. ناميده غيراتمي اندازه ي فضاي
زيرمجموعه ي يک داراي آن مثبت اندازه ي با اندازه پذير مجموعه ي هر هرگاه است متناهي زيرمجموعه ي خاصيت داراي (X,

∑
, µ)

باشد. متناهي مثبت اندازه با اندازه پذير
دارد وجود مجزا دوبه دو µ-اتم هاي از A مانند يکتا خانواده اي اين صورت در باشد σ-متناهي فضاي يک (X,

∑
, µ) کنيد فرض

نشان B با را غيراتمي قسمت و U با را (X,
∑

, µ) اندازه ي فضاي اتم هاي نيست. اتمي هيچ داراي X \
∪

An∈A An به طوري که
مي دهيم.

نامنفي اندازه پذير توابع فضاي روي شده تعريف شرطي اميد عملگر EA = E عملگر ،A ⊆
∑

σ-متناهي σ-زيرجبر هر با متناظر
:[۴] مي شود معين يکتا به طور زير شرايط با و

است. A-اندازه پذير تابع يک E(f) .١

آن گاه باشد، موجود
∫
A
fdµ اگر A ∈ A هر براي .٢∫

A

fdµ =

∫
A

E(f)dµ.

مي آوريم زير در را آن مهم خواص از بعضي اين رو از بود. خواهد ما کار در اصلي ابزارهاي از يکي عملگر اين

است. L∞(
∑

) و L١(
∑

) روي عملگر يک EAf .١

است. خودتوان EA .٢

است: زير به صورت L∞(
∑

) و L١(
∑

) فضاهاي روي EA عملگر برد .٣

EA(L١(
∑

)) = L١(A), EA(L∞(
∑

)) = L∞(A).

.E(f) ⩽ E(g) آن گاه باشند f ⩽ g شرط با مقدار حقيقي g و f اگر .۴

.E(fg) = E(f)g آن گاه، باشد، A-اندازه پذير ،g اگر .۵

.E(af) = aE(f) آن گاه باشد A-اندازه پذير تابع f و مقدار مختلط تابع a اگر .۶
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.E(١) = ١ .٧

باشد. محدب تابع Φ جايي که Φ(E(f)) ⩽ E(Φ(f)) .٨

.E(f) > ٠ آن گاه f > ٠ اگر و E(f) ⩾ ٠ آن گاه f ⩾ ٠ اگر .٩

S(E(f)) و f محمل S(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ٠} جايي که ،S(f) ⊆ S(E(f)) ،f ⩾ ٠ هر براي .١٠
است. S(f) شامل A-اندازه پذير مجموعه ي کوچکترين

بعضي براي هرگاه مي کند صدق ٢ GCH نامساوي اختصار به يا هولدر نامساوي تعميم يافته شرطي نوع در (E,Φ) زوج گوييم
باشيم داشته g ∈ LΨ(X,

∑
, µ) و f ∈ LΦ(X,

∑
, µ) هر براي و c مثبت مقادير

E(|fg|) ⩽ cΦ−١(E(Φ(|f |)))Ψ−١(E(Ψ(|g|))),

مراجعه قابل [٧] مرجع در مي کند صدق GCH نامساوي در که (E,Φ) زوج از زيادي مثال هاي است. Φ يانگ تابع مکمل Ψ جايي که
مي دهد، نسبت uf به را u که ضابطه اي .u ∈ L٠

+(X,
∑

, µ) يعني باشد مثبت اندازه پذير تابعي u : X −→ C کنيد فرض است.
ايجاد ضربي عملگر را آن باشد، پيوسته Mu که حالتي در و داده نمايش Mu با را آن که مي کند تعريف L٠(X) روي خطي تبديل يک

مي خوانيم u توسط شده

Mu(f) = uf,

Mu(f)(t) = u(t)f(t) (t ∈ X).

شرطي اميد عملگر باشد. (X,
∑

, µ) اندازه ي فضاي روي اندازه پذير تابع يک u : X −→ C و يانگ توابع Ψ و Φ کنيد فرض
مي شود تعريف زير ضابطه ي با LΨ(

∑
) توي به LΦ(

∑
) از MCE اختصار به يا ٣ ضربي

EMu(f) = E(uf),

جمله از MCE عملگر خاصيت هاي بعضي [۴] مرجع در .[۴] باشد، E(uf) ∈ LΨ(A) به طوري که f ∈ LΦ(
∑

) هر براي
را مذکور ويژگي هاي مقاله اين در است. شده بررسي اورليچ مختلف فضاهاي در ضربي شرطي اميد عملگر هاي داشتن بردبسته و کرانداري

مي کنيم. بررسي اورليچ فضاهاي روي وزن دار شرطي اميد عملگرهاي همه براي

اصلي نتايج ٣
تعيين را باشد LΦ(µ) اورليچ فضاي روي کراندار عملگر يک T = MwEMu ،WCT عملگر مي دهد اجازه که شرايطي بخش اين در
به دست را اورليچ فضاهاي روي وزن دار شرطي اميد عملگرهاي بودن فردهلم و داشتن بردبسته براي کافي و لازم شرايط ادامه در مي کنيم.

مي کنيم. بيان را وزن دار شرطي اميد عملگر اصلي تعريف حال مي آوريم.

عملگر باشند. (X,
∑

, µ) اندازه ي فضاي روي اندازه پذير توابع u,w : X −→ C و باشد يانگ تابع يک Φ کنيد فرض .٣. ١ تعريف
ضابطه ي با LΦ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از (WCT ) ۴ وزن دار شرطي نوع

.wE(uf) ∈ LΦ(A) باشيم داشته f ∈ LΦ(
∑

) هر براي به طوري که مي شود تعريف wEMu(f) = wE(uf)

u ∈ L٠(
∑

) و باشد Φ يانگ تابع مکمل يانگ تابع Ψ کرده، صدق △′ شرايط در که باشد يانگ تابع Φ کنيد فرض .٣. ٢ قضيه
يک A و متناهي -σ اندازه ي فضاي يک (X,

∑
, µ) کنيد فرض همچنين است). X روي -اندازه پذير

∑
توابع فضاي L٠(

∑
) )

.L∞(
∑

) ⊆ LΦ(
∑

) ⊆ L١(
∑

) و باشد σ-متناهي ،(X,A, µA) و A ⊂
∑

به طوري که باشد
∑

σ-جبر از σ-زيرجبر
اگر .v = Ψ−١E(Ψ(u)) ∈ L∞(

∑
) و کند صدق هولدر نامساوي تعميم يافته ي شرطي نوع در (E,Φ) کنيد فرض به علاوه

وجود δ > ٠ و A مانند مثبت اندازه با مجموعه اي آن گاه باشد بردبسته و يک به يک خودش به توي LΦ(
∑

) از T = EMu عملگر
.A روي همه جا تقريباً v = Ψ−١E(Ψ(u)) ⩾ δ به طوري که دارند

The generalized conditional type Holder inequality٢
Multiplication conditional expectation operator٣

Weighted conditional type operator۴
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به طوري که دارد وجود c > ٠ پس مي کند صدق هولدر نامساوي تعميم يافته هولدر نامساوي شرط در (E,Φ) اينکه به توجه با اثبات.
داريم: g ∈ LΨ(

∑
) و f ∈ LΦ(

∑
) هر براي

E(|fg|) ≤ cΦ−١(E(Φ(|f |)))Ψ−١(E(Ψ(|g|))).

داريم: f ∈ LΦ(
∑

) هر براي اين صورت در .M = ∥Ψ−١(E(Ψ(|u|)))∥∞ مي دهيم قرار

∫
X

Φ

(
E(uf)

Mc∥f∥Φ

)
dµ ≤

∫
Φ

Φ−١
(
E
(
Φ
(

|f |
||f ||Φ

)))
Ψ−١ (E (Ψ(u)))

M

 dµ

≤
∫

Φ

(
Φ−١

(
E

(
Φ

(
f

∥f∥Φ

))))
dµ

≤
∫

E

(
Φ

(
f

∥f∥Φ

))
dµ

=

∫
Φ

(
f

∥f∥Φ

)
dµ ≤ ١.

پايين از پس است بردبسته و يک به يک EMu آنجاييکه از .||EMu|| ≤ Mc پس .||E(uf)||Φ ≤ Mc||f ||Φ نتيجه در
،f ∈ LΦ(

∑
) هر براي که دارد وجود δ > ٠ اين رو از است. نيز کراندار

∥EMuf∥Φ ⩾ δ∥f∥Φ.

پس Mc ≥ δ مي گيريم نتيجه ∥EMu∥ ≤ Mc اينکه به توجه با طرفي از .∥EMu∥ ≥ δ پس

∥Ψ−١(E(Ψ(u)))∥∞ = M ≥ δ

c
.

.A روي جا همه تقريبا Ψ−١(E(Ψ(u))) ≥ δ و µ(A) > ٠ به طوري که دارد وجود A ∈ Σ اندازه پذير مجموعه بنابراين

است Ψ < Φ و باشند مختلف يانگ توابع Ψ و Φ وقتي که LΨ به توي LΦ از EMu کراندار عملگر به ما بعدي قضيه ي در
مي پردازيم.

آن گاه .Φ ∈ △′ و باشند Ψ و Φ به ترتيب مکمل توابع Ψ′ و Φ′ کنيد فرض و Ψ < Φ کنيد فرض .٣. ٣ قضيه
آن گاه باشد بردبسته و يک به يک LΨ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از EMu عملگر اگر (الف)

است. متناهي {n ∈ N : v(An) ̸= ٠} مجموعه ي و B روي همه جا تقريباً v = ٠ .١

v = Ψ−١(E(Ψ(|u|))) جايي که است. متناهي رتبه داراي LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

) از Mv .٢
.S = {x ∈ X : v(x) ̸= ٠} و

بگيريد نظر در را زير شرايط (ب)

دارد. بسته برد EMu عملگر .١

است). متناهي بعد با (برد است متناهي رتبه داراي EMu عملگر .٢

است. متناهي Nv = {n ∈ N : v(An) ̸= ٠} مجموعه ي و B روي همه جا تقريباً v = ٠ .٣

است. متناهي NE(u) = {n ∈ N : E(u)(An) ̸= ٠} مجموعه ي و B روي همه جا تقريباً E(u) = ٠ .۴

آن گاه
(٣) =⇒ (٢) =⇒ (١) =⇒ (۴).

معادلند. (۴) و (٣) ،(٢) ،(١) حالت هاي (b) قسمت در آن گاه ،u ⩾ ٠ اگر (پ)



٧ مقاله خلاصه عنوان

آن گاه باشد. f ∈ LΦ(
∑

) کنيد فرض (الف): اثبات

∥EMuf∥Ψ ⩽
∫
X

Ψ

(
E(uf)

k∥f∥Ψ

)
dµ.

داريم: GCH-هولدر نامساوي از استفاده و k = c
′
c دادن قرار با

∥EMuf∥Ψ ⩽
∫
X

Ψ

(
E(uf)

c′c∥f∥Ψ

)
dµ

⩽
∫
X

Ψ

(
١
cc′

Ψ−١
(
E

(
Ψ

(
uf

∥f∥Ψ

))))
dµ

⩽
∫
X

Ψ

(
c

cc′
Ψ

′−١
(
E

(
Ψ

′
(

f

∥f∥Ψ

)))
Ψ−١(E(Ψ(u)))

)
dµ

⩽
∫
X

١
c′
Ψ

(
Ψ

′−١
(
E

(
Ψ

′
(

f

∥f∥Ψ

)))
Ψ−١(E(Ψ(u)))

)
dµ.

بنابراين .Φ ∈ △′ مي دانيم

∥EMuf∥Ψ ⩽
∫
X

١
c′
c
′
Ψ

(
Ψ

′−١
(
E

(
Ψ′

(
f

∥f∥Ψ

))))
Ψ(Ψ−١(E(Ψ(u))))dµ

=

∫
X

Ψ(v)E

(
Ψ

(
f

∥f∥Ψ

))
dµ

⩽
∫
X

Ψ

(
vf

∥f∥Ψ

)
dµ

⩽∥Mvf∥Ψ.

،f ∈ LΦ(
∑

) براي به طوري که دارد وجود δ > ٠ آن گاه است، بردبسته و يک به يک EMu فرض طبق چون

∥EMuf∥Ψ ⩾ δ∥f∥Φ.

پس
∥Mvf∥Ψ ⩾ ∥EMuf∥Φ ⩾ δ∥f∥Φ.

،f ∈ LΦ(
∑

) هر براي بنابراين
∥Mvf∥Ψ ⩾ δ∥f∥Φ.

B روي همه جا تقريباً v = ٠ ،[١١] مرجع طبق پس است. بسته برد داراي LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

) از Mv که معناست بدان اين
برد و بوده متناهي رتبه داراي LΨ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از Mv همچنين، است. متناهي {n ∈ N : v(An) ≠ ٠} مجموعه ي و

است. متناهي بعد از Mv

باشد. µ(S) > ٠ کنيم فرض بنابراين است. صفر عملگر EMu آن گاه ،µ(S) = ٠ اگر (ب):
است. k > ٠ صحيح عدد بعضي براي S =

∪
n∈Nv

An =
∪k

i=١Ani
آن گاه باشد، برقرار (٣) اگر .(٢) ⇐= (٣) اثبات

اين رو از
EMu(L

Φ(X,
∑

, µ)) ⊆ LΦ(S,As, µ).

است. متناهي رتبه داراي EMu نتيجه در است، S(E(Ψ(uf))) ⊆ S ،f ∈ LΦ(X,
∑

, µ) هر براي چون
است. بديهي (١) ⇐= (٢) اثبات

تقريباً E(u) = ٠ که مي دهيم نشان ابتدا است. بسته برد داراي EMu يعني باشد برقرار (١) کنيد فرض .(۴) ⇐= (١) اثبات
کنيد فرض يعني مي کنيم استفاده خلف فرض از اثبات براي .B روي همه جا

µ ({x ∈ B : E(u)(x) ̸= ٠}) > ٠.
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داريم: δ > ٠ بعضي براي آن گاه
µ ({x ∈ B : E(u)(x) > δ}) > ٠.

تعريف x ∈ G براي v(x) = ١
E(u)(x)

ضابطه ي با را G روي v تابع يک و G = {x ∈ B : E(u)(x) > δ} مجموعه ي
داريم: g ∈ LΨ(G) و f ∈ LΦ(G) هر براي مي کنيم.

MvEMu(f) = v(E(u)|G)f = f,

ME(u)|GMv(g) = g.

به توي LΦ(G) از کراندار عملگري EMu|
LΦ(G)

= ME(u)|G و مي باشد EMu|
LΦ(G)

= ME(u)|G از وارون عملگر Mv پس
است. بسته برد داراي که است LΨ(G)

.f ∈ LΦ(G) آن گاه .f = ١
E(u)(x)

χE(x) دهيد قرار ،µ(E) < ∞ با E ∈ AG = {A ∩ G : A ∈ A} هر براي
خطي ترکيبات همه شامل ME(u)(L

Φ(G)) اين رو از .χE ∈ ME(u)(L
Φ(G)) بنابراين و ME(u)f = χE به علاوه

آن گاه هستند. چگال LΨ(G) در χEهايي چنين از خطي ترکيبات همه و دارد بردبسته ME(u) زيرا مي باشد، χEهايي چنين از
غير ،G چون است. LΦ(G) به توي LΨ(G) از کراندار نگاشتي Mv که دارد آن بر دلالت اين .ME(u)(L

Φ(G)) = LΨ(G)
است. تناقض يک اين که v = ٠ ،G روي همه جا تقريباً ،[١١] مرجع از ١ .۴ قضيه ي طبق پس است اتمي

نمي ماند. اثبات براي چيزي باشد NE(u) = ∅ اگر است. متناهي NE(u) که مي دهيم نشان اکنون
Mw عملگر به حال .w(x) = ١

E(u)(x)
دهيد قرار x ∈ S براي .NE(u) ̸= ∅ که معناست آن به اين و ،µ(S) > ٠ زيرا

که مي شود مشاهده قبلي پاراگراف مشابه روش با است. f ∈ LΦ(G) آن گاه ،f = ١
E(u)(x)

χAn(x) دهيد قرار همچنين مي پردازيم.
داريم: [١١] مرجع از ١ .۴ قضيه ي طبق پس است. کراندار نگاشتي LΦ(S) به توي LΨ(S) از Mw نگاشت

b = sup
n∈NE(u)

١
θ−١|E(u)(An)|µ(An)

= sup
|θw(An)|
µ(An)

< ∞, n ∈ NE(u),

براي و θ,Ψ ∈ △٢ و مي گيرند متناهي مقادير فقط توابع اين مي شوند. صفر صفر، در فقط که هستند يانگ توابع θ و Ψ و Φ جايي که
.θ|E(u)(An)|µ(An) ⩾

١
b

و b > ٠ آن گاه ،NE(u) ̸= ∅ چون مي باشد. Ψ(xy) ⩽ Φ(x) + θ(y) ،x, y ⩾ ٠ هر
بنابراين و E(u) ∈ Lθ(X,A, µ) ∑پس

n∈NE(u)

١
b
⩽ ∥E(u)∥θ < ∞.

است. متناهي NE(u) اين که بر دارد دلالت اين
(٣) ⇐= (۴) پس .Nv = NE(u) داريم بنابراين و S(E(u)) = S(v) ،E ويژگي هاي بعضي طبق آن گاه ،u ⩾ ٠ اگر (پ):
شرط با EMu بردبسته صفر غير شرطي نوع ضربي عملگر هيچ قبلي، قضاياي طبق است روشن مي کند. کامل را اثبات اين و است برقرار

ندارد. وجود باشد، غيراتمي اندازه فضاي و باشند يانگ توابع Ψ و Φ و ،Ψ < Φ زماني که LΨ به توي LΦ از u ⩾ ٠

باشند. Ψ و Φ به ترتيب مکمل يانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنيد فرض و Ψ < Φ باشند، يانگ توابع Ψ و Φ کنيد فرض .۴ .٣ قضيه
آن گاه: باشد بسته برد و يک به يک LΨ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از EMu عملگر اگر (الف)

است. متناهي {n ∈ N : v(An) ̸= ٠} مجموعه ي .١

v = Ψ−١(E(Ψ(u))) جايي که دارد متناهي رتبه LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

) از Mv .٢
.S = {x ∈ X : v(x) ̸= ٠} و

کنيد فرض (ب)

دارد. بردبسته EMu عملگر .١

دارد. متناهي رتبه EMu عملگر .٢
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است. متناهي Nv = {n ∈ N : v(An) ̸= ٠} مجموعه ي .٣

است. متناهي NE(u) = {n ∈ N : E(u)(An) ̸= ٠} مجموعه ي .۴

آن گاه
(٣) =⇒ (٢) =⇒ (١) =⇒ (۴).

معادلند. (۴) و (٣) و (٢) و (١) حالات (b) قسمت در آن گاه ،u ⩾ ٠ اگر (پ)

است، بردبسته و يک به يک T چون .∥EMuf∥Ψ ⩽ ∥Mvf∥Ψ آن گاه باشد. f ∈ LΦ(
∑

) کنيد فرض (الف): اثبات
به طوري که دارد وجود δ > ٠ ،f ∈ LΦ(

∑
) هر براي آن گاه

∥EMuf∥Ψ ⩾ δ∥f∥Φ.

،f ∈ LΦ(
∑

) هر براي پس
∥Mvf∥Ψ ⩾ ∥EMuf∥Φ ⩾ δ∥f∥Φ.

مجموعه ي ،[١١] مرجع طبق لذا دارد. بردبسته LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

) از Mv که معناست آن به اين
دارد. متناهي رتبه LΨ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از Mv و است متناهي {n ∈ N : v(An) ̸= ٠}

آساني به مشابه روشي با است. E(u) = ٠ ،B روي همه جا تقريباً بنابراين و B روي v = ٠ داريم [۶] مرجع از ٣. ٢ قضيه ي از (ب):
مي دهيم. نشان را (١) =⇒ (۴) کافيست بنابراين است. برقرار (٣) =⇒ (٢) =⇒ (١) که داد نشان مي توان

با S روي را w تابع .S = ∪n∈NE(u)
An نوشت مي توان آن گاه .S = S(E(u)) مي دهيم قرار .NE(u) ̸= ∅ کنيد فرض

مي کنيم: تعريف چنين x ∈ S هر براي زير ضابطه ي

w(x) =
١

E(u)(x)
.

توابع θ و Ψ و Φ جايي که ،w ∈ Lθ(A) داريم ،[١١] مرجع از ٣. ١ قضيه ي طبق نموديم، استفاده LΦ(S) اثبات در که مشابه روشي با
باشيم؛ داشته x, y ⩾ ٠ هر براي و Ψ, θ ∈ △٢ مي گيرند، متناهي مقادير مي شوند، صفر صفر، در فقط که هستند يانگ

Ψ(xy) ⩽ Φ(x) + θ(y).

که مي گويد [١١] مرجع از ١ .۴ قضيه ي

b = sup
θ−١|E(u)(An)|

µ(An)
< ∞.

NE(u) پس .
∑

n∈NE(u)

١
b
⩽ ∥w∥θ < ∞ داريم ،n ∈ NE(u) هر براي چون و b > ٠ نتيجه در ،NE(u) ̸= ∅ چون

است. متناهي
u A-اندازه پذير تابع به ادامه در است. آسان اثبات نموديم استفاده ۴ .٣ قضيه (پ) قسمت اثبات در که روشي همان کمک به (پ):

داريم. را زير نتايج بنابراين .EMu = Mu|LΦ(A) و E(u) = u حالت اين در مي پردازيم.

اگر باشند. Ψ و Φ به ترتيب مکمل يانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنيد فرض و Ψ < Φ باشند، يانگ توابع Φ و Ψ کنيد فرض .۵ .٣ نتيجه
باشد داشته وجود δ > ٠ اگر تنها و اگر دارد بردبسته EMu عملگر آن گاه باشد يک به يک LΦ(

∑
) روي EMu و u ∈ L◦(A)

.S = {x ∈ X : u(x) ̸= ٠} ،S روي همه جا تقريباً |u| ⩾ δ به طوري که

اگر باشند. Ψ و Φ ترتيب به مکمل يانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنيد فرض و Ψ < Φ باشند، يانگ توابع Φ و Ψ کنيد فرض .۶ .٣ نتيجه
معادلند: زير موارد آن گاه باشد يک به يک LΨ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از EMu و u ∈ L◦(A)

دارد. بردبسته Mu عملگر .١

است. متناهي رتبه داراي Mu عملگر .٢

است. متناهي NE(u) = {n ∈ N : E(u)(An) ̸= ٠} مجموعه ي و B روي همه جا تقريباً u = ٠ .٣
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ارائه است غيراتمي اندازه فضاي که وقتي LΦ فضاهاي روي ضربي شرطي نوع عملگرهاي بودن فردهلم از توصيفي بعدي قضيه ي در
داد. خواهيم

LΦ(A) به توي LΦ(
∑

) از کراندار عملگر يک EMu اگر باشد. اتمي غير اندازه ي فضاي يک (X,
∑

, µ) کنيد فرض .٣. ٧ قضيه
باشد. وارون پذير EMu اگر تنها و اگر است دوسويي EMu اگر تنها و اگر است فردهلم EMu آن گاه باشد،

مي دهيم نشان ابتدا است. codim(EMu) < ∞ ثانياً دارد. بردبسته EMu اولاً آن گاه باشد. فردهلم EMu کنيد فرض اثبات.
f٠ ∈ LΦ(A) \ کنيد فرض و نباشد پوشا EMu کنيد فرض يعني مي کنيم استفاده خلف فرض از کار اين براي پوشاست. EMu که

مي شود تعريف چنين که دارد وجود LΦ(A) روي Lg٠ کراندار خطي تابع ،g٠ ∈ LΦ
′
(A) بعضي براي آن گاه .R(EMu)

Lg٠(f) =

∫
X

fg٠dµ, f ∈ LΦ(A),

به طوري که دارد وجود δ مثبت ثابت آن گاه .Lg٠(f٠) = ١ و Lg٠(R(EMu)) = ٠ و

µ(Eδ = {x ∈ X : f٠(x)g٠(x) > δ}) > ٠.

فرض يافت. مي توان را ٠ < µ(En) < ∞ و En ⊆ Eδ به طوري که {En}n گسسته ي دنباله ي است، غيراتمي اندازه فضاي چون
داريم: f ∈ LΦ(A) هر براي و gn ∈ LΦ

′
(A) آشکارا .gn = g٠χEn ∫کنيد

X

f̄(EMu)
∗(gn)dµ =

∫
X

f̄ ūE(gn)dµ =

∫
X

g٠E(ūf̄ .χEn)dµ = Lg٠(EMuf) = ٠.

است: چنين EMu ضربي شرطي اميد عملگر دوگان نيز و است Φ مکمل يانگ تابع Φ′

(EMu)
∗ = (Mu)

∗(E)∗ = MūE

MūE : LΦ′
(A) −→ LΦ′

(
∑

)

MūE(f) = Mūf = ūf.

EMu برد از هم بعد بنابراين، است. نامتناهي البعد N((EMu)
∗) بنابراين و gn ∈ N((EMu)

∗) اين که بر دارد دلالت اين
٠ ̸= کنيد فرض باشد. پوشا EMu بايد و باطل خلف فرض بنابراين است. فرض خلاف اين که نيست متناهي R(EMu) يعني
،S(E(|f |)) و µ(S(f)) > ٠ و S(f) ⊆ S(E(|f |)) چون .EMu(f) = ٠ به طوري که باشد f ∈ LΦ(

∑
)

اندازه فضاي چون همچنين دارد. وجود µ(S(f) ∩ A) > ٠ و ٠ < µ(A) < ∞ با A ∈ A آن گاه است، A-اندازه پذير
به وضوح يافت. µ(S(f) ∩ An) > ٠ با Aها از {An} A-اندازه پذير زيرمجموعه هاي از دنباله يک مي توان است، اتمي غير
نامتناهي N(EMu) که معناست آن به اين و EMu(fn) = χAn .EMu(f) = ٠ و fn = f.χS(f)∩An ∈ LΦ(

∑
)

بنابراين و است دوسويي EMu پس باشد يک به يک بايد EMu پس مي باشد. EMu بودن فردهلم فرض با تناقض که است بعد
است. واضح نيز برعکس باشد. وارون پذير بايد EMu

آن محمل به طوري که باشد داشته وجود EMu پوچ فضاي در غيرصفر تابع يک اگر که مي دهيم نشان بعدي گزاره ي در سرانجام
باشد. فردهلم نمي تواند EMu آن گاه باشد غيراتمي مجموعه اي

EMu آن گاه ،N(EMu) ∩ LΦ(B) ̸= ∅ اگر باشد. کراندار LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

) از EMu کنيد فرض .٣. ٨ گزاره
باشد. فردهلم نمي تواند

است. آسان گزاره اثبات نموديم استفاده قبلي قضيه ي اثبات در که روشي همان کمک به اثبات.

مي گيرند متناهي مقادير فقط مي شوند، صفر صفر، در فقط که باشند يانگ توابع θ و Ψ و Φ کنيم فرض [۴] مرجع از قضيه اي طبق
از کراندار ضربي عملگر يک EMu اگر باشد. x, y ⩾ ٠ هر براي Φ(xy) ⩽ Ψ(x) + θ(y) و Ψ, θ ∈ △٢ به طوري که و
EMu بودن بسته برد با معادل اين است. متناهي رتبه داراي EMu آن گاه ، ١

E(u)
∈ Lθ

+(
∑

) و باشد LΨ(
∑

) به توي LΦ(
∑

)

است. متناهي F = {n ∈ N : E(u)(An) ̸= ٠} مجموعه ي که آنست معادل باز و است
[٢] طبق و w ∈ Ω همه جا تقريباً u(w) ⩾ ε به طوري که دارد وجود ε > ٠ که آنست معادل است بردبسته داراي EMu

پوشاست. EMu آن گاه است، متناهي EMu برد از هم بعد اگر که مي دانيم
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Φ ∈ △٢ اگر .w ∈ Ω همه جا تقريباً u(w) > ٠ به طوري که باشد اندازه پذير تابع يک u : Ω −→ R+ کنيد فرض .٣. ٩ قضيه
معادلند: زير شرايط آن گاه باشد LΦ(

∑
) به توي LΦ(

∑
) از پيوسته عملگر يک EMu و (به طورسراسري)

است. دوسويي EMu .١

است. فردهلم EMu .٢

است. متناهي EMu هم بعد .٣

.w ∈ Ω همه جا تقريباً u(w) ⩾ ε به طوري که دارد وجود ε > ٠ .۴

هستند. واضح (٣) ⇐= (٢) ⇐= (١) موارد اثبات.
دارد وجود ε > ٠ ،(Ψ = Φ (با بنابراين پوشاست. EMu و است بسته R(EMu) آن گاه ،CodimR(EMu) < ∞ اگر

است کافي است. برقرار (۴) ⇐= (٣) اين رو از .w ∈ Ω همه جا تقريباً u(w) ⩾ ε به طوري که
مرجع طبق آن گاه ،w ∈ Ω همه جا تقريباً u(w) ⩾ ε به طوري که باشد داشته وجود ε > ٠ اگر دهيم. نشان را (١) ⇐= (۴)
که است روشن .CodimR(EMu) < ∞ و است بسته R(EMu) نتيجه در پوشاست. EMu ضربي شرطي اميد عملگر ،[٢]

است. دوسويي EMu بنابراين است. يک به يک EMu يعني ker(EMu) = {٠}

گيري نتيجه ۴
اورليچ فضاهاي روي وزن دار شرطي نوع از عملگرهاي براي بودن فردهلم و بودن دوسويي عملگري ويژگي هاي بودن معادل مقاله، اين در

شد. اثبات

منابع فهرست
صفحه. در يکّه قرص روي پواسون مساله به وابسته بازآرايي کمينه سازي يک براي محاسباتي روشي . ١۴٠١ محسن، رضاپور، زيوري [١]

doi:٣٩٧. ٢٠٠٠۶۴ .٢٠٢٢/jamm. ١٠٢٢٠٢۵ .٣۴٣ - ٣٣۶ صص. ،(١٢)٣ رياضي، پيشرفته مدلسازي مجله

[2] Chawziuk, T., Estaremi, Y. and Hudzik H., 2020. Surjectivity, closed Range, and Fredholmness of the
composition and Multiplication operators between possibly distinct Orlicz spaces. Results in mathe-
matics, 75 (3), pp. 1-18. doi:org/10.1007/s00025-020-01224-1

[3] Delfin, A., 2018. Fredholm operators. (october 25, 2018) university of oregen.

[4] Estaremi, Y., 2020. Some properties of MCE operators between different orlicz spaces. European
Journal of Mathematics, pp. 1375-1387. doi:10.1007/s40879-019-00367-y

[5] Estaremi, Y., 2015. Some classes of weighted conditional type operators and their spectra. Positivity,
19, pp. 83-93. doi:10.1007/s11117-014-0284-6

[6] Estaremi, Y. and Jabbarzadeh, M.R., 2013. Weighted Lambert type operators on Lp-spaces. Oper
Matrices, pp. 101-116. doi:10.7153/oam-07-05

[7] Estaremi, Y., 2014. Multiplication Conditional expectation type operators on orlicz spaces. Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 414, pp. 88-98. doi:10.1016/j.jmaa.2013.12.033

[8] Estaremi, Y., 2017. On properties of Multiplication Conditional type operators between lp-space. Filo-
mat, 31 (7), pp. 1933-1940. doi: 10.2298/FIL1707933E

[9] Murphy, G.J., 1990. C∗ - Algebras and operator Theory. Academic Press.



١-١٣ صفحه ١ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و اول نويسنده ١٢

[10] Rao, M.M. and Ren, Z.D., 1991. Theory of Orlicz Spaces, Marcel Dekker, New York.

[11] Takagi, H. and Yokouchi, K., 1999. Multiplication and composition operators between two Lp-
spaces. Contemp. Math., 232, pp. 321-338.



١٣ مقاله خلاصه عنوان

Some Results about Fredholm WCT operators on Orlicz spaces

Saeedeh Shamsigamchi(1) 5 and Soheila Nojoumi(2)

(1) Department of Mathematics, Payame Nour University, P.O. BOX 19395-4697, Tehran, Iran
(2) Department of Mathematics, Payame Nour University, P.O. BOX 19395-4697, Tehran, Iran

Communicated by: Mohammadesmael Samei

Received: 7 June Accepted: 5 February 2025

Abstract:
In this paper, the weighted conditional type operators (WCT ) on one of the generalization of the

LP -spaces, known as orlicz spaces, are investigated. Then the necessary and suficient conditions for the
boundedness and closed range of the operators (WCT ) are presented.
Also we consider the closely related concepts of bijection, closed range and Fredholmness of weighted
conditional type operators when the underlying measure space is non-atomic.
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